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TRAITE 


DR 

MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


' § 1.  La  Mécanique  est  la  science  des  forces  et  du  mou- 
vement. 

Un  corps  est  dit  en  mouvement , lorsqu’il  occupe  suc- 
cessivement différentes  positions  dans  l’espace.  Il  est  en 
repo »,  lorsque,  au  contraire,  il  conserve  la  position  qu’il 
avait  d’abord. 

Un  corps  qni  est  en  repos  ne  tend  pas  de  lui-même  à sor- 
tir de  cet  état  pour  passer  à l’état  de  mouvement;  une  fois 
en  mouvement,  il  continue  de  lui-même  à se  mouvoir  sui- 
vant certaines  lois.  Toutes  les  fois  qu’un  corps  passe  de 
l’état  de  repos  à l'état  de  mouvement,  ou  bien  que  ce  corps, 
une  fois  en  mouvement,  se  meut  suivant  des  lois  différentes 
de  celles  dont  nous  venons  de  parler,  c’est  qu’il  est  soumis  à 
l’action  de  quelque  cause  qui  détermine  ces  changements 
dans  sou  état  de  repos  ou  de  mouvement.  Cette  cause, 
quelle  qu’elle  soit,  on  la  nomme  force.  Une  force  est  donc 
une  cause  quelconque  de  mouvement  ou  de  modification  de 
mouvement. 

2 2.  On  peut  étudier  le  mouvement  d’un  corps  sans  s’oc- 
cuper en  aucune  manière  des  forces  auxquelles  sont  dues 
les  diverses  modifications  de  ce  mouvement.  Celte  étude  du 
mouvement  en  lui-même  constitue  une  branche  de  la  Méca- 
nique, à laquelle  ou  a donné  le  nom  de  Cinématique  (du 
mot  grec  Kivxpa,  qui  signifie  mouvement).  Il  est  clair  que, 
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dans  une  pareille  élude  du  mouvement  des  corps,  on  peul 
faire  abstraction  de  la  matière  dont  ils  sont  formés,  de 
manière  à les  réduire  à des  corps  purement  géométriques. 

On  considère  déjà  des  mouvements  en  Géométrie  : en  fai- 
sant mouvoir  des  lignes  données , suivant  certaines  condi- 
tions, on  engendre  des  surfaces.  Mais  on  ne  s’occupe  que  des 
diverses  positions  que  prennent  successivement  les  lignes 
mobiles,  sans  s’inquiéter  du  temps  quelles  ont  pu  employer 
pour  aller  de  l’une  à l’autre.  Dans  la  Cinématique,  l’idée  de 
temps  se  joint  à celle  des  déplacements  que  prennent  les 
corps  ou  lès  figures  que  l’on  considère. 

Lorsque,  aux  idées  de  déplacement  et  de  temps,  on  joint 
l’idée  de  force,  on  entre  dans  une  autre  branche  de  la 
Mécanique,  à laquelle  nous  attribuerons  le  nom  de  Dy- 
namique {du  mot  grec  AôvafAiç,  qui  signifie  force).  Alors 
il  n’est  plus  permis  de  faire  abstraction  de  la  matière  dont 
les  corps  sont  formés;  la  quantité  plus  ou  moins  grande 
de  matière,  qui  constitue  un  corps  tout  entier  ou  bien  les 
diverses  parties  dans  lesquelles  on  le  divise  par  la  pensée, 
doit  nécessairement  entrer  en  considération  dans  l’étude  du 
mouvement  que  prend  ce  corps  sous  l’action  de  certaines 
forces. 

Ainsi,  la  Mécanique  se  divise  naturellement  en  deux 
branches,  savoir  : la  Cinématique  et  la  Dynamique.  La  Dy- 
namique ayant  un  développement  beaucoup  plus  grand 
que  la  Cinématique,  nous  la  diviserons  elle-même  en  trois 
parties.  L’ensemble  des  théories  que  nous  allons  exposer  sera 
donc  réparti  entre  quatre  livres,  de  la  manière  suivante  : 


Livre  I.  — Cinématique. 

Livre  H.  — Dynamique,  1™  partie.  — De  l’équilibre  et  du  mouvement  d’un  point 
matériel. 

Litre  ni.  — Dynamique,  2'  partie.  — De  l’équilibre  des  systèmes  matériels. 
Livre  rv.  — Dynamique,  S*  partie.  — Du  mouvement  de»  système»  matériel». 
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CINÉMATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


MOUVEMENT  D’UN  POINT. 

§ 3.  Trajectoire.  — La  suite  des  positions  par  les- 
quelles passe  successivement  un  point  mobile,  forme  une 
ligne,  droite  ou  courbe,  que  l'on  nomme  sa  trajectoire.  Le 
point  décrit  cette  ligne  d’une  manière  continue  j c’est-à-dire 
qu’il  ne  peut  pas  aller  d’une  position  à une  autre  sans  pas- 
ser par  toutes  les  positions  intermédiaires  que  l’on  peut 
imaginer  sur  sa  trajectoire. 

Le  mouvement  d’un  point  est  dit  rectiligne  ou  curvili- 
gne, suivant  que  sa  trajectoire  est  une  ligne  droite  ou  une 
ligne  courbe. 

§ U.  Équation  du  mouvement  sur  la  trajeetoire. 

— Pour  que  le  mouvement  d’un  point  soit  complètement 
connu,  il  faut  que  l’on  connaisse,  non-seulement  sa  trajec- 
toire, mais  encore  la  loi  suivant  laquelle  il  en  parcourt  les 
diverses  parties;  il  faut  que  l’on  sache  quel  temps  il  emploie 
à passer  d’une  quelconque  des  positions  qu’il  occupe  suc- 
cessivement , à une  autre  de  ces  positions. 

Soit  AB,  fig.  1,  la  trajectoire  d’un  point  mobile,  O un 
point  fixe  pris  sur  cette  trajectoire , et  M la  position  du 
1. 
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point  mobile  à la  fin  du  temps  /.  Désignons  par  * la  dis- 

M tance  OM  comptée 

sur  la  trajectoire,  dis- 


Fig,  1. 


tance  qui  sera  posi- 


tive ou  négative,  suivant  que  le  point  M se  trouvera  d’un 
côté  ou  de  l’autre  du  point  fixe  O.  Le  mouvement  du  point 
mobile  sera  connu , si,  à la  connaissance  de  la  trajectoire 
A B,  on  joint  celle  de  la  relation 


'=/(*) 

qui  existe  entre  la  distance  » et  le  temps  /.  A l’aide  de  cette 
relation,  qu’on  nomme  l’équation  du  mouvement  xur  la 
trajectoire,  on  peut  déterminer  toutes  les  circonstances  que 
présente  le  mouvement. 

' § 5.  Heprésentullon  graphique  de  la  loi  du  mou- 
vement. — Convenons  de  représenter  un  temps  quelconque 
par  une  ligne  dont  la  longueur  soit  proportionnelle  à ce 
temps;  et  pour  cela  adoptons  arbitrairement  une  certaine 
ligne  pour  représenter  l’unité  de  temps.  Si  nous  regardons 
la  ligne  qui  représente  le  temps  t,  et  la  valeur  correspon- 
dante de  la  distance  *,  comme  étant  l’abscisse  et  l'ordonnée 
d’un  point,  rapportées  à un  système  d’axes  coordonnés  rec- 


tangulaires OT,  OS,  fig.  2,  les  divers  systèmes  de  valeurs 
des  variables  » et  ( fourniront,  sur  le  plan  SOT,  une  série 
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de  points  ronnant  une  ligne  telle  que  CD  EFG  H.  Cette 
ligne,  dont  lequation  n’est  autre  chose  que  l'équation  du 
mouvement 

-«/(O, 

permet  de  saisir  d'un  coup  d’œil  les  diverses  particularités 
que  présente  successivement  le  mouvement  dont  on  s’oc- 
cupe. 

C’est  ainsi  que,  d’après  la  forme  qui  a été  donnée  à la 
ligne  dont  il  s’agit,  sur  la  ftg.  2,  on  voit  que  le  point  mobile 
s’éloigne  d’abord  de  plus  en  plus  du  point  fixe  à partir  du- 
quel on  eompte  la  distance  *,  jusqu'à  ce  que  le  temps  l ait 
pris  la  valeur  qui  correspond  à l’abscisse  ODi  du  point  I)  : 
alors  la  distance  du  mobile  au  point  fixe  est  égale  à l’ordon- 
née du  point  D.  A partir  de  cet  instant,  le  mouvement 
change  de  sens;  le  point  mobile  revient  vers  le  point  fixe  et 
finit  par  l’atteindre,  lorsque  le  temps  t prend  la  valeur  cor- 
respondant à l’abscisse  O E.  Alors,  la  courbe  s'abaissant  au- 
dessous  de  l’axe  UT,  * prend  des  valeurs  négatives  ; c’est-à- 
dire  que  le  point  mobile,  après  avoir  atteint  le  point  fixe,  le 
dépasse  en  continuant  à se  mouvoir  dans  le  même  sens.  Lors- 
que le  temps  / acquiert  la  valeur  qui  correspond  à l’abscisse 
OF,  du  point  F,  le  point  mobile  cesse  de  s'éloigner  du  point 
fixe;  le  sens  de  son  mouvement  change  de  nouveau  ; il  se 
rapproche  de  ce  point  fixe,  l’atteint  lorsque  le  temps  t de- 
vient égal  à l’abscisse  O G,  puis  le  dépasse  et  revient  ainsi 
se  placer  du  côté  où  il  se  trouvait  d’abord. 

Il  est  clair  que,  dans  la  construction  de  la  courbe  destinée 
à la  représentation  de  la  loi  d’un  mouvement,  il  n’est  pas  né- 
cessaire de  prendre  les  diverses  ordonnées  précisément 
égales  aux  distances  * du  point  mobile  au  point  fixe  : on 
peut  réduire  ces  distances  dans  un  rapport  quelconque,  pris 
arbitrairement,  c’est-à-dire  adopler  une  ligne  quelconque 
pour  représenter  l’unité  de  longueur  avec  laquelle  les  dis- 
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tances  t sont  évaluées.  Les  abscisses  et  les  ordonnées  se  trou- 
vent ainsi  construites  à des  échelles  que  l’on  choisit  à vo- 
lonté ; en  sorte  que  l’on  peut  donner  à la  figure  totale  telles 
dimensions  qu’on  veut  dans  les  deux  sens. 

Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  ligne  que  nous  ve- 
nons de  définir,  et  qui  sert  à représenter  la  loi  du  mouve- 
ment d’un  point,  avec  la  ligne  que  ce  point  décrit  dans  l’es- 
pace, et  que  nous  nommons  sa  trajectoire. 

* § 6.  Mouvement  uniforme,  vitesse.  — Le  mouve- 
ment d’un  point  est  dit  uniforme,  lorsque  ce  point  parcourt 
sur  sa  trajectoire  des  espaces  égaux  en  temps  égaux,  quels 
que  soient  ces  temps;  ou,  en  d’autres  termes,  lorsque  les 
espaces  qu’il  parcourt  dans  des  temps  quelconques  sont  pro- 
portionnels aux  temps  employés  à les  parcourir.  Il  résulte 
de  cette  difinition  que  l’équation  du  mouvement  uniforme  est 

5 = a + bt. 

a est  la  distance  du  point  mobile  au  point  fixe,  à l'instant 
à partir  duquel  on  compte  le  temps  t.  Le  coefficient  b est 
positif  ou  négatif,  suivant  que  la  distance  * augmente  ou 
diminue  avec  le  temps,  c’est-à-dire  suivant  que  le  mou- 
vement a lieu  dans  le  sens  des  « positifs,  ou  en  sens  con- 
traire. 

Les  mouvements  uniformes  se  distinguent  les  uns  des 
autres  par  le  degré  plus  ou  moins  grand  de  rapidité  ou  de 
lenteur  de  chacun  d'eux.  Il  est  naturel  de  prendre  pour  me- 
sure de  ce  degré  de  rapidité  ou  de  lenteur,  le  chemin  que 
parcourt  le  point  mobile  pendant  l’unité  de  temps  : c'est 
ce  qu’on  nomme  la  viteue  du  mobile. 

D’après  la  forme  que  nous  venons  d’assigner  à l’équation 
du  mouvement  uniforme,  il  est  clair  que  la  valeur  absolue 
du  coefficient  b n’est  autre  chose  que  la  quantité  dont  la 
distance  » varie  pendant  l’unité  de  temps  ; c’est-à-dire  que 
cette  valeur  absolue  de  b est  précisément  la  vitesse  du  ino- 
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bile.  D’ailleurs,  en  attribuant  à la  vitesse  le  sens  dans  lequel 
s’effectue  le  mouvement,  on  voit  qu’elle  est  dirigée  dans  le 
sens  des  s positifs  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  b est 
positif  ou  négatif.  Si  doue  nous  convenons  de  regarder  la 
vitesse  connue  positive  lorsqu’elle  est  dirigée  dans  le  premier 
sens,  et  connue  négative  lorsqu’elle  est  dirigée  dans  le  sens 
opposé,  nous  pouvons  dire  que,  dans  tous  les  cas,  la  vitesse 
du  mouvement  uniforme  est  égale  à b. 

> § 7.  Dans  le  cas  du 
mouvement  uniforme  , 
la  ligne  qui  représente 
la  loi  du  mouvement 
(§  5)  se  réduit  à une 
ligne  droite.  Cette  ligne 
CD  est  dirigée,  comme 
on  le  voit  sur  la  fig.  3 
ou  sur  la  fig.  U,  suivant 
que  le  mouvement  a lieu 
dans  le  sens  des  » posi- 
tifs ou  en  sens  contraire. 

Pour  trouver  la  vi- 
tesse du  mouvement  uni- 
forme représenté  par  la 
ligne  CD,  dans  l’un  ou 
l’autre  cas , il  suffit  de  tracer,  à partir  d’un  point  quel- 
conque E,  une  ligne  droite  EF  parallèle  à OT  et  égale 
à la  ligne  qui  représente  l’unité  de  temps,  puis  de  mener 
par  le  point  F une  parallèle  à OS  jusqu’à  la  rencontre  de 
la  ligne  CD,  en  G.  La  ligne  F G représente  la  quantité 
dont  » varie  dans  l’unité  de  temps, c'est-à-dire  la  valeur 
absolue  de  la  vitesse  du  mobile.  Quant  au  signe  de  cette 
vitesse,  il  est  indiqué  par  la  position  de  la  ligne  CD  : la 
vitesse  est  positive  dans  le  cas  de  la  fig.  3,  négative  dans 
le  cas  de  la  fig.  U. 


f Fig-  3. 
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1 § 8.  .'Houvemcnt  varié,  vitesse.  — Tout  mouvement 
qui  n’est  pas  uniforme  est  dit  varie;  dans  un  pareil  mouve- 
ment, les  espaces  parcourus  dans  des  temps  quelconques  ne 
sont  généralement  pas  proportionnels  aux  temps  employés  à 
les  parcourir. 

Imaginons  que  le  temps  total,  pendant  lequel  s’effectue 
un  mouvement  varié,  soit  divisé  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales.  Concevons  en  outre  que  le  mouvement  du 
mobile,  pendant  chacun  de  ces  intervalles  de  temps  partiels, 
soit  remplacé  par  un  mouvement  uniforme,  en  vertu  duquel 
ce  mobile  parcoure  la  même  portion  de  sa  trajectoire  pen- 
dant la  durée  de  cet  intervalle  de  temps  partiel.  La  succes- 
sion des  mouvements  uniformes,  que  nous  substituons  ainsi 
au  mouvement  varié,  dans  les  diverses  parties  dans  lesquel- 
les la  durée  totale  du  mouvement  a été  décomposée,  cons- 
tituera un  nouveau  mouvement  varié  différent  de  celui 
que  nous  avions  d’abord.  .Mais  la  différence  qui  existe  entre 
ces  deux  mouvements  sera  de  plus  en  plus  faible,  à mesure 
que  le  nombre  des  parties  égales  dans  lesquelles  nous  avons 
divisé  le  temps  total  sera  plus  considérable  ; et  nous  pou- 
vons regarder  le  second  mouvement  comme  tendant  indéfi- 
niment à se  confondre  avec  le  premier,  si  nous  supposons 
que  le  nombre  de  ces  parties  du  temps  total  augmente  jus- 
qu’à l’infini.  C’est  ce  (pion  exprime  simplement,  en  disant 
qu’un  mouvement  varié  quelconque  peut  être  regardé  comme 
étant  la  succession  d’une  infinité  de  mouvements  uniformes, 
dont  chacun  a lieu  pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment 
petit.  Ces  mouvements  uniformes  successifs  constituent  les 
éléments  du  mouvement  varié  que  l’on  considère. 

En  nous  plaçant  à ce  point  de  vue,  il  nous  sera  facile 
d’étendre  au  mouvement  varié  la  notion  de  vitesse  à laquelle 
nous  avons  été  conduits  en  nous  occupant  du  mouve- 
ment uniforme.  Un  nomme  vitesse  à un  instant  quelcon- 
que, dans  un  mouvement  varié,  la  vitesse  du  mouvement 
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uniforme  élémentaire  qui  fait  partie  du  mouvement  varié  à 
eet  instant. 

Si  l'on  mène  une  tangente  à la  trajectoire,  au  point  où  se 
trouve  le  mobile  à un  instant  quelconque,  c’est  suivant  celte 
tangente  qu’est  dirigé  le  mouvement  élémentaire  du  mobile 
à cet  instant.  II  suffit  alors  de  porter  sur  la  tangente,  à par- 
tir du  point  de  contact,  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une 
longueur  égale  à la  vitesse  que  possède  le  mobile  dans  ce 
mouvement  élémentaire,  pour  avoir  une  ligne  droite  qui  re- 
présente à la  fois  la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  de 
celte  vitesse  du  mobile. 

§9.  Détermination  analytique  de  la  ri  terne.  — Sinous 
supposons  que  l’on  connaisse  l'équation  du  mouvement  sur 
la  trajectoire, 

*=/(*). 

nous  en  déduirons  facilement  la  valeur  de  la  vitesse  v du 
point  mobile  à un  instant  quelconque.  La  distance  du  mobile 
au  point  fixe  étant  « à la  fin  du  temps  /,  et  *+d*  à la  fin  du 
temps  /-p dt,  il  est  clair  que  du  est  le  chemin  parcouru  par 
ce  mobile  sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  dl.  Si  nous 
regardons  le  mouvement  comme  uniforme  pendant  le  temps 
infiniment  petit  dt,  conformément  aux  considérations  qui 
viennent  d’être  indiquées  (§  8),  la  vitesse  de  ce  mouvement 
uniforme  sera  la  vitesse  du  mobile  à la  fin  du  temps  t.  Or,  le 
chemin  parcouru  pendant  le  temps  dt  étant  égal  à du,  le 

chemin  qui  serait  parcouru  dans  l’unité  de  temps,  en  vertu  du 

. , ds  . 

même  mouvement  uniforme,  est  égal  a ^ : donc  la  vitesse  v 
que  l’on  cherche  est  donnée  par  l’expression 


')• 


Il  est  bon  d’observer  que,  d » étant  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  le  mouvement  est  dirigé  dans  le  sens  des  * positifs 
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ou  en  sens  contraire,  l'expression  qui  vient  d’être  obtenue 
pour  la  vitesse  v du  mobile  fait  connaître  à la  fois  la  gran- 
deur et  le  sens  de  cette  vitesse. 

§ 10.  Détermination  géométrique  de  la  vitetse. — Soit 
CD,  fig.  5,  la  courbe  qui  représente  la  loi  d’un  mouvement 


varié  (§  5).  La  substitution  d’un  mouvement  uniforme  au 
mouvement  varié,  pendant  le  temps  qui  est  représenté  par 
Ci  Ei , avec  la  condition  que  le  chemin  parcouru  par  le  mobile 
pendant  ce  temps  soit  le  même  que  celui  qu’il  parcourt  dans 
le  même  temps  en  vertu  de  ce  mouvement  varié,  revient  à la 
substitution  de  la  corde  CE  à la  portion  de  la  courbe  C D 
que  cette  corde  sous-lend.  En  sorte  que,  si  nous  divisons  la 
durée  totale  du  mouvement,  représentée  par  Ci  Dj,  en  cinq 
parties  égales,  et  que  nous  supposions  que  le  mouvement  varié 
soit  remplacé  par  un  mouvement  uniforme  dans  chacune  de 
ces  cinq  parties,  toujours  avec  la  condition  que  le  chemin 
parcouru  dans  chacune  d’elles  reste  le  même,  cela  revient  à 
remplacer  la  courbe  CD  par  un  polygone  formé  des  cinq 
cordes  CE,  EF,  FG,  GH,  HD.  Telle  est  la  traduction 
géométrique  de  la  considération  indiquée  au  commence- 
ment du  § 8. 
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D’après  cela,  quand  nous  disons  qu'un  mouvement  varié 
peut  être  regardé  comme  étant  la  succession  d’une  infinité 
de  mouvements  uniformes , dont  chacun  a lieu  pendant  un 
intervalle  de  temps  infiniment  petit,  nous  faisons  exacte- 
ment la  même  chose  que  si  nous  disions  que  la  courbe  C l), 
qui  représente  la  loi  de  ce  mouvement,  peut  être  regardée 
comme  un  polygone  formé  d’une  infinité  de  côtés,  dont 
chacun  est  infiniment  petit.  Cette  dernière  idée , avec 
laquelle  on  est  familiarisé  en  géométrie,  permet  de  sai- 
sir plus  facilement  la  véritable  signification  de  la  pre- 
mière. 

Pour  trouver 
la  vitesse  du 
mobile  à la  fin 
du  temps  t re- 
présenté par 
l'abscisse  OE( , 
fi  g.  6,  il  faut 
chercher  la  vi- 
tesse du  mou- 
_ vement  unifor- 

T 

me  représenté 
par  l’élément 
rectiligne  de  la  courbe  CD  auquel  appartient  le  point  E de 
cette  courbe.  Si  ce  mouvement  uniforme,  qui  n’a  lieu  que 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  persistait 
pendant  un  temps  quelconque,  il  serait  représenté  par  le 
même  élément  rectiligne  prolongé  indéfiniment  en  ligne 
droite,  c’est  à dire  par  la  tangente  E F menée  par  le  point  E 
à la  courbe  C I).  Or  nous  savons  trouver  la  vitesse  d’un 
mouvement  uniforme,  lorsque  nous  connaissons  la  ligne 
droite  qui  le  représente  (§  7).  Menons  par  le  point  E une 
ligne  droite  EG  parallèle  à UT,  et  égale  à la  ligne  que  nous 
avons  adoptée  pour  représenter  l'unité  de  temps  ; menons 
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ensuite,  par  le  point  G,  ia  ligne  G II  parallèle  à OS  : eettc 
dernière  ligne,  terminée  à la  tangente  EF,  représente  la  vi- 
tesse que  nous  cherchons. 

§ 11.  Mouvement  uniformément  varié.  — Comme 
exemple  de  mouvement  varié,  prenons  le  mouvement  qui  a 
pour  équation 

s— a -1-  bt  + ct *. 

La  vitesse , à un  instant  quelconque,  a pour  valeur  (§  9) 
r = b + 2 ci. 

On  voit  que  la  vitesse  varie  proportionnellement  au  temps. 
C’est  pour  cela  qu’on  donne  au  mouvement  dont  il  s’agit  le 
nom  de  mouvement  uniformément  varie'. 

Si  b et  c sont  de  même  signe,  la  vitesse  v conserve  toujours 
le  même  signe  que  chacune  de  ces  deux  quantités  ; le  mou- 
vement s’effectue  donc  toujours  dans  le  même  sens  : il 
reste  constamment  dirigé  dans  le  sens  des  * positifs  ou 
dans  le  sens  contraire,  suivant  que  A et  c sont  positifs  ou 
négatifs.  La  valeur  absolue  de  la  vitesse  allant  constamment 
en  croissant  de  quantités  égales  en  temps  égaux,  on  dit  que 
le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 

Si  b et  c sont  de  signes  différents,  r est  d’abord  de  même 
signe  que  b,-  mais,  à mesure  que  t augmente,  la  valeur 
absolue  de  r diminue,  et  cette  valeur  liait  bientôt  par  de- 
venir nulle  j à partir  de  là,  r prend  et  conserve  indéfiniment 
un  signe  contraire  à celui  de  b,  et  sa  valeur  absolue  va  cons- 
tamment en  augmentant.  Le  mouvement  a donc  lieu  d’abord 
dans  le  sens  indiqué  par  le  signe  de  A,  et  se  ralentit  de  plus 
en  plus;  il  est  alors  uniformément  retardé.  Puis,  au  bout 
de  quelque  temps,  il  change  de  sens,  et  dès  lors  il  s’accélère 
indéfiniment  : il  devient  uniformément  accéléré. 

* § 12.  Projection  du  mouvement  sur  un  plun  llxe. 
— Pendant  qu'un  point  se  meut  dans  l’espace,  en  décrivant 
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une  trajectoire  AB,  fig.  7,  on  peut  concevoir  qu’on  le 
projette  à ch  aque  instant  sur  un  plan  fixe  PQ,  en  menan 


par  la  position  M qu’il  occupe  une  droite  M m parallèle  à 
une  ligne  fixe  donnée.  Les  projections  ainsi  obtenues,  pour 
les  diverses  positions  du  point  mobile  dans  l’espace,  peu- 
vent être  regardées  comme  les  positions  successives  d’un 
second  point  qui  se  mouvrait  dans  le  plan  PQ.  Le  mouve- 
ment de  ce  second  point  est  ce  qu’on  nomme  la  projection 
du  mouvement  du  premier  point  sur  le  plan  PQ. 

Il  est  clair  que  la  trajectoire  ah  du  mouvement  projeté 
n’est  autre  chose  que  la  projection  de  la  trajectoire  AB  du 
mouvement  dans  l’espace. 

Soient  MM'  et  mm'  les  chemins  infiniment  petits  parcou- 
rus, pendant  le  même  élément  dt  du  temps,  par  le  point 
mobile  dans  l’espace,  et  par  sa  projection  sur  le  plan  PQ; 
mm'  est  évidemment  la  projection  de  MM'.  Pour  avoir  la 
vitesse  MN  du  point  mobile  dans  l’espace,  il  faut  diviser 
M M'  par  dt;  la  vitesse  mn  de  la  projection  de  ce  point  sur 
le  plan  PQ  s’obtiendra  de  même  en  divisant  mm'  par  dt. 
Ces  deux  vitesses  sont  donc  entre  elles  dans  le  même  rap- 
port que  les  lignes  infiniment  petites  MM',  mm' ; et  comme 
leurs  directions  sont  les  mêmes  que  celles  de  ces  lignes 
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MM',  mm',  il  en  résulte  que  la  vitesse  mn  du  mouve- 
ment projeté  est  la  projection  de  la  vitesse  M N du  mouve- 
ment de  l’espace. 

Ce  que  nous  venons  de  dire,  ayant  lieu  pour  une  projection 
oblique  quelconque,  a lieu  également  pour  la  projection  or- 
thogonale, qui  n’en  est  qu’un  cas  particulier. 

§ 13.  Projection  du  mouvement  sur  une  droite  fixe. 
— Au  lieu  de  projeter  le  point  mobile  sur  un  plan  fixe,  on 
peut  le  projeter  sur  une  droite  fixe,  en  menant  par  chacune 
de  scs  positions  successives  un  plan  parallèle  à un  plan  di- 
recteur donné.  Le  mouvement  projeté  est  alors  un  mouve- 
ment rectiligne  dirigé  suivant  la  droite  fixe. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  de  la  projection  sur  un 
plan,  on  reconnaît  facilement  que  la  vitesse  du  point  projeté, 
à un  instant  quelconque,  est  la  projection  de  la  vitesse  que 
possède  le  point  de  l’espace  au  même  instant. 

Cette  propriété  de  la  projection  du  mouvement  sur  une 
droite  fixe,  a lieu  de  quelque  manière  que  le  plan  directeur 
soit  placé  par  rapport  à la  droite  fixe,  et  convient  par  con- 
séquent aussi  au  cas  où  la  projection  est  orthogonale. 

§ 14.  Prenons  pour  exemple 
le  mouvement  uniforme  d’un 
point  suivant  une  circonférence 
v de  cercle,  ftg.  8,  et  cherchons  la 
projection  orthogonale  de  ce 
mouvement  sur  le  diamètre  A 15. 
Désignons  par  r le  rayon  du  cer- 
Fig.  s.  cle , par  v la  vitesse  du  mobile  , 

par  t le  temps  compté  à partir  de  l’instant  où  le  mobile  part 
du  point  A,  et  par  x la  distance  Om  de  la  projection  m du 
point  mobile  au  centre  du  cercle.  L’arc  AM  décrit  par  le 
mobile  pendant  le  temps  / est  égal  à vt ; l’angle  AOM  est 

donc  égal  à ^ , et  pat'suite  on  a 
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vt 

x—r  cos  — . 

r 

Telle  est  l’équation  du  mouvement  projeté.  Soit  u la  vitesse 
de  ce  mouvement,  on  aura  (§  9) 

. vt 

n= — v sin  — . 

r 

On  vérifie  sans  peine  que  la  vitesse  u du  point  m est  bien  la 
projection  de  la  vitesse  v du  point  M,  conformément  à ce  qui 
vient  d’étre  dit.  On  voit  en  outre  que  celte  vitesse  u est  pro- 
portionnelle à (aligne  M«i. 
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§ 15.  Après  avoir  donné  quelques  notions  générales  sur 
le  mouvement  d’un  point,  occupons-nous  du  mouvement 
d’un  solide,  c’est-à-dire  d’un  système  de  points  dont  les 
distances  mutuelles  restent  invariablement  les  mêmes,  quel 
que  soit  le  déplacement  que  le  système  tout  entier  prenne 
dans  l’espace. 

On  peut  concevoir  que  la  figure  du  système  soit  définie  : 
1°  par  la  connaissance  des  distances  mutuelles  de  trois 
points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite;  2°  par  la  connaissance 
des  distances  de  chacun  des  autres  points  du  système  aux 
trois  points  A,  B,  C.  D’après  cela,  on  voit  qu’il  sufiït  de 
connaître  la  position  du  triangle  dont  les  trois  points  A,  B,  C, 
sont  les  sommets , pour  que  la  position  du  système  tout 
entier  soit  connue.  La  connaissance  des  mouvements  que 
prennent  simultanément  les  trois  points  A,  B,  C,  suffît 
donc  pour  que  le  mouvement  du  système  soit  complètement 
connu. 

La  trajectoire  d’un  point  mobile  peut  être  regardée  comme 
un  polygone  infinitésimal  dont  ce  point  parcourt  successive- 
ment les  différents  côtés.  Imaginons  que  les  trajectoires  des 
divers  points  d'un  solide  en  mouvement  soient  ainsi  assimi- 
lées à des  polygones,  avec  la  condition  que,  lorsque  l’un  des 
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points  mobiles  se  trouve  à l’un  des  sommets  du  polygone 
qu’il  parcourt,  tous  les  autres  points  soient  dans  le  même 
cas.  Alors  le  mouvement  du  solide  sera  tel  que,  pendant  un 
premier  élément  du  temps,  les  divers  points  qui  le  compo- 
sent parcourront  chacun  le  premier  côté  de  sa  trajectoire 
polygonale;  pendant  un  second  élément  du  temps,  ces 
mêmes  points  parcourront  les  seconds  côtés  de  leurs  trajec- 
toires; et  ainsi  de  suite.  Chacun  de  ces  mouvements  succes- 
sifs, qui  s’effectuent  pendant  les  divers  éléments  du  temps, 
est  ce  que  nous  nommerons  un  moureme/il  élémentaire  du 
solide. 

g 16.  Mouvement  de  translation.  — Supposons  qu’un 
solide  se  déplace  de  telle  manière  que  les  trois  côtés  du 
triangle  ABC,jfonné  par  trois  points  A,  B,C,  non  en 
ligne  droite,  restent  constamment  parallèles  à leurs  positions 
primitives  ; il  est  aisé  de  voir  que  les  lignes  droites  qui  joi- 
gnent un  autre  point  quelconque  aux  trois  points  A,  B,  C, 
resteront  également  parallèles  à leurs  positions  primitives, 
et  qu’il  en  sera  encore  de  même  de  toute  autre  ligne  droite 
tracée  entre  deux  points  pris  comme  on  voudra  dans  le 
solide.  Un  pareil  mouvement  si*  nomme  mouvement  de 
tranelation. 


Fig.  9. 


Si  l'on  considère  les  chemins  infini- 
ment petits  MM',  NN',  fiy.  1),  parcourus 
par  deux  points  quelconques,  M,  N,  du 
solide  pendant  un  même  élément  du 
temps,  on  voit  que  ces  deux  chemins, 
que  l’on  peut  regarder  comme  recti- 
lignes, sont  égaux  et  parallèles  : car 
M’.V  est  égal  et  parallèle  à MN,  et 
par  conséquent  la  figure  MM' N N'  est 
un  parallélogramme.  Mais  les  vitesses  dont  les  points  M et 
N sont  animés  en  même  temps,  sont  dirigées  suivant  les 
éléments  MM',  N N',  de  leurs  trajectoires  respectives;  et  de 
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plus  elles  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  élé- 
ments : doue  ces  vitesses  des  points  M et  N sont  égales  et 
parallèles.  Ainsi,  loi’squ’un  solide  est  animé  d’un  mouvement 
de  translation  , tous  ses  points  ont  en  même  temps  des  vi- 
tesses égales  et  parallèles.  Cette  vitesse  commune  de  tous 
les  points  à un  même  instant,  est  ce  qu’on  nomme  la  vitesse 
du  solide  à cet  instant. 

La  vitesse  d’un  solide  animé  d’un  mouvement  de  transla- 
tion peut  changer  de  grandeur  et  de  direction,  d’une  ma- 
nière quelconque,  d’un  instant  à un  autre. 

Une  figure  plane,  mobile  dans  son  plan,  peut  être  animée 
d’un  mouvement  de  translation,  tout  aussi  bien  qu’un  solide 
mobile  dans  l'espace  ; ce  que  nous  venons  de  dire  du  mou- 
vement de  translation  d’un  solide  est  directement  appli- 
cable au  cas  d’une  ligure  plane  mobile  dans  son  plan. 

§ 17.  Mouvement  de  rotation;  vitesse  angulaire. 
— Si  deux  points  d’un  solide  en  mouvement  restent  cons- 
tamment immobiles  dans  l’espace,  tous  les  autres  points  du 
solide,  situés  sur  la  direction  de  la  ligne  droite  qui  joint  les 
deux  premiers,  restent  également  immobiles;  le  solide  ne 
fait  alors  que  tourner  autour  de  cette  ligne  droite,  à laquelle 
on  donne  le  nom  d'axe  de  rotation.  Le  mouvement  du  so- 
lide est,  dans  ce  cas,  mi  mou  cernent  de  rotation. 

Soit  M,  fig.  10,  un 
Fîg.  to.  | N.  point  quelconque  du  so- 

\ I bée , et  A H son  axe  de 

rotation.  Si  l'on  abaisse 
\ la  perpendiculaire  M P 

\.  J sur  l’axe  A 15,  cette  ligne 

MP  restera  perpendicu- 
laire à A B dans  toutes  les  positions  que  prendra  le  solide  : 
donc  elle  décrira  un  plan  perpendiculaire  à AB.  D'ailleurs 
la  distance  M P ne  varie  pas  : le  point  M se  mouvra  donc 
dans  le  plan  dont  nous  venons  de  parler,  en  parcourant  une 
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circonférence  de  cercle  ayant  le  point  P pour  centre.  Ainsi, 
lorsqu’un  solide  est  animé  d’un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d'un  axe,  chacun  doses  points  décrit  une  circonférence 
de  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à l’axe,  et  dont  le 
centre  est  sur  cet  axe. 

Soient  M,  N, 
fig.  11  , deux 
points  quelcon- 
ques du  solide  ; 
M',  N'  les  posi- 
tions qu’ils  oc- 
cupent au  bout 
d’un  certain 
temps  ; et  P,  Q 
les  centres  des 
circonféren- 
ces de  cercle 
qu’ils  décrivent. 
Il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  MPM',  NQN'  sont  égaux.  En  effet, 
menons  P»  parallèle  à QN;  cette  ligne  P«  sera  perpen- 
diculaire à A B,  et  par  conséquent  située  dans  le  plan  du 
cercle  décrit  par  le  point  M.  Lorsque  les  points  M,  N, 
viennent  prendre  les  positions  M',  N',  la  ligne  P n prend 
la  direction  P»'  parallèle  à QN',  et  l’angle  «P«'  qu’elle 
fait  avec  sa  position  primitive  est  égal  à l’angle  NQN'.  Mais 
l’angle  n PM  ne  change  pas  pendant  la  rotation  du  solide; 
» PM',  qui  est  la  nouvelle  position  de  cet  angle,  est  donc 
égal  à «PM.  Si  l’on  retranche  de  chacun  de  ces  deux 
angles  la  partie  commune  « PM,  il  reste  les  angles  «Pu 
et  MPM',  qui  sont  par  conséquent  aussi  égaux.  Donc  les 
angles  NQN",  MPM',  égaux  tous  deux  à l’angle  «P«', 
sont  égaux  entre  eux.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  rotation 
d’un  solide  autour  d’un  axe,  les  perpendiculaires  abaissées 
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dos  divers  points  du  solide  sur  l’axe  décrivent  dans  le  même 
temps  des  angles  égaux;  la  valeur  commune  de  ces  divers 
angles,  correspondant  à lin  temps  quelconque,  est  ce  qu’on 
appelle  l’angle  dont  le  solide  a tourné  pendant  ce  temps. 

§ 18.  Le  mouvement  de  rotation  d’un  solide  autour 
d’un  axe  est  uniforme,  lorsque  ce  solide  tourne  d'angles 
égaux  en  temps  égaux,  quels  que  soient  ces  temps;  ou,  eu 
d’autres  termes,  lorsque  les  angles  dont  il  tourne  dans  des 
intervalles  de  temps  quelconques  sont  proportionnels  à ces 
intervalles  de  temps.  Le  degré  pinson  moins  grand  de  rapi- 
dité ou  de  lenteur  d’un  pareil  mouvement  se  mesure  par  l’an- 
gle dont  le  solide  tourne  dans  l’unité  de  temps;  cet  angle  se 
nomme  la  ritexxe  angulaire  du  solide. 

Lorsqu’un  solide  est  animé  d’un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe,  ses  divers  points  se  meuvent  uni- 
formément sur  leurs  circonférences  de  cercle  respectives; 
mais  les  vitesses  de  ces  points  ne  sont  pas  les  mêmes.  Les 
arcs  MM',  NN',  fi  g . 11,  décrits  dans  le  même  temps  par 
deux  points  quelconques  M,  N,  sont  proportionnels  à leurs 
rayons  MP,  NQ,  puisque  les  angles  MPM',  NON'  sont 
égaux  ; les  arcs  que  ces  deux  points  décrivent  dans  l’unité 
de  temps,  dans  le  cas  du  mouvement  de  rotation  uniforme, 
sont  donc  aussi  proportionnels  aux  rayons  M P,  N Q.  On  en 
conclut  que  les  vitesses  des  différents  points  d’un  solide 
animé  d’un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d’un 
axe,  sont  entre  elles  comme  les  distances  de  ces  points 
à l’axe. 

Si  l’on  mesure  les  angles  par  les  longueurs  des  arcs  qui 
leur  correspondent  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est 
l’unité  de  longueur,  la  vitesse  angulaire  d’un  solide  animé 
d’un  mouvement  de  rotation  uniforme,  ne  sera  autre  chose 
que  l’arc  décrit  dans  l’unité  de  temps  par  un  point  du  solide 
situé  à l’unité  de  distance  de  l’axe,  c’est-à-dire  la  vitesse  de 
ce  point.  Il  résulte  de  là  que,  si  l’on  nomme  w la  vitesse 
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angulaire,  et  v la  vitesse  d’un  point  quelconque  situe  à une 
distance  r de  l’axe  de  rotation,  ou  aura 

v = r o). 

§ 19.  Tout  mouvement  de  rotation  qui  n'est  pas  uni- 
forme est  dit  varié. 

Un  mouvement  de  rotation  varié  peut  être  regardé  comme 
étant  la  succession  d’une  infinité  de  mouvements  de  rotation 
uniformes,  dont  chacun  a lieu  pendant  ûn  intervalle  de 
temps  inünimenl  petit.  On  nomme  vitesse  angulaire  à un 
instant  quelconque,  dans  un  mouvement  de  rotation  varié, 
la  vitesse  angulaire  du  mouvement  de  rotation  uniforme 
élémentaire  qui  fait  partie  du  mouvement  de  rotation  varié  à 
cet  instant. 

Si  9 est  l’angle  dont  le  solide  a tourné  pendant  un  temps 
quelconque  t,  c’est-à-dire  le  chemin  parcouru  pendant  ce 
temps  par  un  point  du  solide  situé  à l’unité  de  distance 
d 0 

de  l’axe  de  rotation,  — sera  la  vitesse  de  ce  point  a la  (in  du 

temps  t ; ce  sera  donc  aussi  la  vitesse'angulaire  du  solide  à 
cet  instant.  En  sorte  que,  si  l'on  nomme  w cette  vitesse  angu- 
laire, on  aura 

f/9 

Ci) = tv 
dt 

Un  mouvement  de  rotation  varié  pouvant  être  regardé,  à 
chaque  instant,  comme  étant  uniforme  pendant  un  intervalle 
de  temps  infiniment  petit,  il  est  clair  que  les  vitesses  dont 
sont  animés  les  divers  points  du  solide  à un  même  instant, 
ont  entre  elles  les  mêmes  rapports  que  dans  le  cas  d’un 
mouvement  de  rotation  uniforme  ; ces  vitesses  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  des  points  à l'axe  de  rotation.  Si  l’on 
nomme  r la  vitesse  d’un  point  situé  à la  distance  r de  l’axe, 
on  aura  encore 

v — r >,) . 


Digitized  by  Google 


22 


LIVRE  I. — CINÉMATIQUE. 

§ 20.  Si  l’on  imagine  qu’une  figure  plane  soit  animée 
d’un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe  perpendiculaire 
à son  plan,  on  voit  que  cette  figure  ne  sortira  pas  de  ce 
plan.  On  peut  la  regarder  comme  tournant  dans  son  plan, 
autour  du  point  d’intersection  de  ce  plan  avec  l’axe  dont 
nous  venons  de  parler  : ce  point  prend  le  nom  de  centre  de 
rotation  de  la  figure. 

Tout  ce  qui  a été  dit  du  mouvement  de  rotation  d'un 
solide  autour  d’un  axe,  peut  s’appliquer  directement  au 
mouvement  de  rotation  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 

§ 21.  Mouvement  élémentaire  d'une  figure  plane 
dans  son  plan.  — Pour  nous  rendre  compte  de  la  manière 
dont  s’effectue  un  mouvement  élémentaire  (§  15)  quelconque 
d’une  figure  plane  qui  se  déplace  dans  son  plan,  nous  com- 
mencerons par  établir  la  proposition  suivante  : Une  figure 
plane,  mobile  dans  son  plan,  peut  être  amenée  d’une  quel- 
conque de  ses  positions  à une  autre,  par  un  mouvement  de 
rotation  autour  d’un  des  points  du  plan. 

Pour  le  démontrer,  considérons  une  droite  faisant  partie 


M1 


de  la  figure  mobile;  et  supposons  que  cette  droite  soit  diri- 
gée suivant  MN,  fig.  12,  dans  la  première  position  de  la  fi- 
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gure,  et  suivant  M'N'  dans  sa  seconde  position.  En  A se 
trouvent  deux  points,  l’un  de  la  ligne  MN,  l’autre  de  la 
ligne  .M'N'.  Soit  B le  point  de  la  ligne  MN  qui  est  venu  se 
placer  en  A sur  M'  N'  ; soit  de  même  C le  point  de  M' N'  où 
est  venu  se  placer  le  point  A considéré  comme  appartenant 
à M N.  On  aura  nécessairement 

A B=AC. 

Soit  enfin  O le  centre  du  cercle  passant  par  les  trois  points 
A,  B,  Si  l’on  fait  tourner  la  droite  M N autour  du  point  0 
comme  centre,  jusqu’à  ce  que  le  point  B vienne  en  A,  le 
point  A de  cette  droite  viendra  en  C ; la  droite  M N se  placera 
suivant  M'N';  et  la  figure  mobile,  supposée  liée  à cette 
droite  qui  l’entraîne  dans  son  mouvement,  passera  de  la  pre- 
mière position  à la  seconde. 

Celte  démonstration  suppose  que  les  deux  positions  MN, 
M'N',  de  la  droite  que  l’on  considère  se  coupent  en  un  cer- 
tain point  A.  Il  pourrait  arriver  qu’il  n’en  fût  pas  ainsi  : les 
deux  lignes  M N,  M'N'  pourraient  être  parallèles,  ou  bien 
se  superposer.  Dans  ce  cas,  pour  amener  tous  les  points  de 
AIN  à coïncider  avec  les  points  qui  leur  correspondent  sur 
M'N  , il  suflîrait  de  donner  à MN,  et  par  conséquent  à la 
figure  mobile  que  nous  supposons  liée  à cette  ligue,  un  mou- 
vement de  translation  rectiligne  d’une  direction  convenable. 
Or  un  mouvement  de  ce  genre  peut  être  regardé  comme 
étant  un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  centre  situé  à 
l’infini.  La  proposition  énoncée  ci-dessus  est  donc  toujours 
vraie,  à la  condition  de  regarder  le  mouvement  de  translation 
rectiligne  d’une  figure  plane  dans  son  plan  comme  n’étant 
qu'un  cas  particulier  du  mouvement  de  rotation  autour  d’un 
point  du  plan. 

S 22.  Quel  que  soit  le  mouvement  d’une  figure  plane 
dans  son  plan,  nous  pouvons  le  décomposer  en  une  suite  de 
mouvements  élémentaires,  conformément  à ce  que  nous 
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avons  dit  précédemment  (§  15).  Considérons  donc  un  de  ces 
mouvements  élémentaires. 

La  figure  peut  être  amenée  de  la  position  quelle  occupe 
au  commencement  de  ce  mouvement  à celle  quelle  occupe 
à la  lin,  au  moyen  d’une  rotation  autour  d'un  certain  point 
du  plan.  Mais,  les  chemins  parcourus  par  les  divers  points 
de  la  ligure  mobile,  dans  ce  mouvement  de  rotation,  étant 
évidemment  infiniment  petits,  ou  peut  les  regarder  comme 
rectilignes  ; et  par  conséquent  ils  coïncident  exactement 
avec  les  chemins  que  ces  points  parcourent  dans  le  mouve- 
ment élémentaire  dont  nous  nous  occupons  : donc  ce  mou- 
vement élémentaire  est  identique  avec  la  rotation  à l’aide  de 
laquelle  on  a amené  la  ligure  de  sa  position  initiale  à sa  posi- 
tion finale. 

On  voit  par  là  que  tout  mouvement  élémentaire  d’une 
figure  plane,  dans  son  plan , est  un  mouvement  de  rotation 
infiniment  petit  autour  d’un  des  points  du  plan,  point  qui 
peut  être  situé  à l’infini.  Les  centres  autour  desquels  s’effec- 
tuent ainsi  les  divers  mouvements  élémentaires  dont  la  suc- 
cession constitue  le  mouvement  total  de  la  figure,  sont  géné- 
ralement différents  les  uns  des  autres  ; et  la  ligure  ne  tourne 
autour  de  chacun  d’eux  que  pendant  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit  : c’est  pour  cela  qu’on  donne  à chacun  de  ces 
points  le  nom  de  centre  inxtantane  de  rotation. 

§ 23.  U résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que, 
dans  le  mouvement  d’une  ligure  plane  qui  se  déplace  d’une 
manière  quelconque  dans  son  plan,  les  chemins  infiniment 
petits  parcourus  par  les  différents  points  de  la  figure,  pen- 
dant un  même  élément  de  temps,  sont  des  arcs  de  cercle 
ayant  tous  pour  centre  le  centre  instantané  de  rotation  de  la 
figure  correspondant  à cet  élément  du  temps  ; ou,  en  d’autres 
termes,  les  normales  aux  trajectoires  des  différents  points  de 
la  ligure  mobile,  menées  par  les  positions  que  ces  points 
occupent  à un  même  instant,  passent  toutes  par  un  même 
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point  du  plan,  qui  est  le  centre  instantané  de  rotation  rela- 
tif à cet  instant.  II  en  résulte  encore  que  les  vitesses  des 
divers  points  de  la  ligure,  à un  même  instant,  sont  pro- 
portionnelles aux  distances  de  ces  points  an  centre  instan- 
tané de  rotation. 

Si  l’on  connaît  les  directions  des  vitesses  de  deux  des  points 
de  la  figure  mobile,  à un  instant  quelconque,  on  trouvera  le 
centre  instantané  de  rotation  relatif  à cet  instant,  en  menant 
par  chacun  des  points  une  perpendiculaire  à la  direction  de 
si  vitesse,  et  cherchant  le  point  de  rencontre  de  ces  deux 
perpendiculaires.  Il  faut  pour  cela,  bien  entendu,  que  les 
deux  points  ne  soient  pas  tels  que  leurs  vitesses  soient  per- 
pendiculaires à la  ligne  droite  qui  les  joint.  Si  les  deux  per- 
pendiculaires aux  directions  des  vitesses  des  deux  points 
sont  parallèles  entre  elles,  le  centre  instantané  de  rotation 
se  trouve  à l’infini,  et  le  mouvement  élémentaire  delà  figure 
est  un  mouvement  de  translation. 

Si,  outre  les  directions  des  vitesses  de  deux  des  points  de 
la  figure  mobile,  on  connaît  la  grandeur  de  l’une  de  ces  vi- 
tesses, on  peut  en  déduire  les  vitesses  de  tous  les  autres 
points  de  la  figure.  Il  suflit,  en  effet,  pour  cela,  de  détermi- 
ner d’abord  le  centre  instantané  de  rotation,  comme  il  vient 
d'être  dit,  et  de  s’appuyer  ensuite  sur  ce  que  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  est  à la  vitesse  connue  dans  le  rapport  des 
distances  du  centre  instantané  de  rotation  aux  deux  points 
auxquels  se  rapportent  ces  vitesses. 

Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  le  centre  instantané  de 
rotation  d’une  figure  plane,  mobile  dans  son  plan,  est  le  centre 
de  courbure  des  trajectoires  des  divers  points  do  la  figure. 
Dans  le  mouvement  de  rotation  élémentaire  autour  de  ce 
centre  instantané,  chaque  point  ne  décrit  qu’uu  élément  de 
sa  trajectoire.  La  position  du  centre  instantané  de  rotation 
fait  donc  seulement  connaître  la  direction  de  la  tangente  à 
la  trajectoire,  sans  rien  indiquer  relativement  à sa  courbure. 
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§ 2 1\.  Appliquons  ce  qui  précède  à quelques  exemples. 

Soit  AB,  13, 
une  ligne  droite 
de  longueur  cons- 
tante qui  glisse 
dans  l’angle  droit 
YOX,  de  manière 
que  son  extrémité 
A reste  toujours 
sur  l’axe  OX,  et 
que  son  extrémité 
B reste  toujours 
sur  l’axe  O Y.  Dans  la  position  qu’occupe  la  ligne  mobile 
AB,  les  normales  aux  trajectoires  des  deux  points  A,  B,  sont 
les  lignes  AC,  BC  menées  perpendiculairement  aux  axes 
OX,  O Y : le  point  C est  donc  le  centre  instantané  de  rotation 
de  la  ligne  A B.  On  sait  que,  d'après  la  manière  dont  la  ligne 
AB  se  déplace,  la  trajectoire  du  point  D est  une  ellipse 
ayant  ses  axes  dirigés  suivant  OX  et  O Y ; d’ailleurs  la  ligne 
DC  doit  être  normale  à la  trajectoire  de  ce  point  1)  : donc 

la  ligne  EF,  perpendicu- 
laire à D C,  est  la  tangente  à 
l’ellipse  dont  nous  venons  de 
parler. 

Soit  encore  A BD,  ftg.  14, 
une  ligne  droite  qui  se  meut 
de  manière  à passer  toujours 
par  un  point  fixe  O,  et  à 
avoir  toujours  son  point  B 
sur  la  ligne  fixe  M X.  La  vi- 
tesse du  point  B étant  dirigée 
suivant  A1X,  la  perpendicu- 
laire BC  à la  ligne  MX  doit 
passer  par  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  ligne  ma- 
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bile.  Le  point  de  cette  ligne  A BD,  qui  est  actuellement  en 
0,  va  s’en  éloigner  pour  se  placer  à une  distance  infiniment 
petite  de  O,  sur  la  position  infiniment  voisine  de  la  droite, 
mobile  ; la  vitesse  de  ce  point,  qui  est  actuellement  en  0, 
est  donc  dirigée  suivant  la  position  que  la  ligne  mobile 
prendra  après  s'être  déplacée  d’une  quantité  infiniment 
petite,  et  par  conséquent  sa  direction  se  confond  avec  celle 
delà  ligne  A BD  elle-même:  la  perpendiculaire  0 C à la 
ligne  A BD  doit  donc  aussi  passer  par  le  centre  instantané 
de  rotation.  Ainsi  le  centre  autour  duquel  s’effectue  le  mou- 
vement élémentaire  de  la  droite  mobile,  à partir  de  sa  posi- 
tion actuelle,  est  le  point  C où  se  coupent  les  deux  per- 
pendiculaires BC,  OC.  On  sait  que  le  point  D décrit  une 
conehoïdc;  CD  est  la  normale  à celte  courbe;  et  la  ligne 
EF,  perpendiculaire  à C D,  est  sa  tangente. 

Soit  enfin  AB,  fig.  15,  une 
ligne  droite  de  longueur  cons- 
tante, dont  les  extrémités  A , B, 
se  meuvent  sur  deux  circon- 
férences de  cercle  ayant  les 
points  0,  0’,  pour  centres.  Les 
normales  aux  trajectoires  des 
points  A et  B sont  les  rayons 
OA,  O' B des  circonférences 
de  cercle  suivant  lesquelles 
ces  deux  points  se  meuvent  : 
le  point  de  concoui-s  C de  ces 
deux  rayons  est  donc  le  centre 
instantané  de  rotation  de  la 
droite  AB.  On  trouvera,  comme,  précédemment,  les  tan- 
gentes EF,  E'F'  aux  trajectoires  des  points  D,  D,  pris 
comme  on  voudra  sur  cette  droite  mobile. 

§ 25.  Mouvement  élémentaire  d’un  Bolide  dont 
tous  les  points  se  déplacent  parallèlement  n un  même 
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plan.  — Pour  voir  on  quoi  consiste  un  mouvement  élé- 
mentaire quelconque  d’un  solide  dont  tous  les  points  se  dé- 
placent parallèlement  à un  plan  fixe  P,  considérons  les  points 
du  solide  qui  se  trouvent  dans  un  même  plan  P'  parallèle  à 
P.  L’ensemble  de  ces  points  forme  une  ligure  plane  mobile 
dans  son  plan  P’.  Or  tout  mouvement  élémentaire  de  cette 
figure  plane  est  un  mouvement  de  rotation  autour  d’un  cer- 
tain point  G du  plan  P',  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  la  perpendiculaire  au 
plan  P',  ou  au  plan  P,  menée  par  le  point  G.  Le  solide  tout 
entier,  qui  est  lié  invariablement  à la  figure  dont  nous  par- 
lons, participe  au  même  mouvement  : donc  tout  mouvement 
élémentaire  d’un  solide  dont  tous  les  points  se  déplacent  pa- 
rallèlement à un  plan  fixe,  est  un  mouvement  de  rotation 
autour  d’un  axe  perpendiculaire  à ce  plan. 

Il  peut  arriver  que  l’axe  de  rotation  autour  duquel  s'effec- 
tue le  mouvement  élémentaire  du  solide  se  trouve  à l’infini  : 
dans  ce  cas,  ce  mouvement  élémentaire  se  réduit  à un  mou- 
vement de  translation. 

Les  axes  autour  desquels  le  solide  tourne  pendant  les 
divers  éléments  du  temps  qui  se  succèdent,  sont  générale- 
ment différents  les  uns  des  autres;  c’est  pour  cela  qu’on 
donne  à l’axe  autour  duquel  s’effectue  la  rotation  élémen- 
taire du  solide  à un  instant  quelconque,  le  nom  d 'axe  ins- 
tantané de  rotation. 

§ 26.  .Mouvement  élémentaire  d'une  fleure  sphéri- 
que sur  sa  sphère.  — En  appliquant  le  raisonnement  du 
§21  au  cas  d’une  figure  sphérique  mobile  sur  la  sphère  où 
elle  est  placée,  et  remplaçant  les  lignes  droites  que  l’on  a 
considérées  par  des  arcs  de  grands  cercles,  on  démontre  la 
proposition  suivante  : une  figure  sphérique  peut  être  amenée 
d une  quelconque  de  ses  positions  à une  autre,  par  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d’un  point  de  la  sphère  comme 
pôle,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  par  un  mouvement  de 
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rotation  autour  d’un  diamètre  de  la  sphère  comme  axe. 

On  en  conclut,  comme  dans  le  § 22,  que  tout  mouvement 
élémentaire  d’une  figure  sphérique  sur  sa  sphère  est  un  mou- 
vement de  rotation  infiniment  petit  autour  d’un  point  de  la 
sphère  comme  pôle,  ou  bien  encore  autour  d’un  diamètre  de 
la  sphère  comme  axe. 

§ 27.  Mouvement  élémen taire  d’un  solide  dont  un 
point  reste  immobile.  — Lorsqu’un  solide  se  meut  do  telle 
manière  qu'un  point  O qui  en  fait  partie  reste  constamment 
pn  repos,  les  divers  points  du  solide  qui  se  trouvaient 
d’abord  sur  la  surface  d’une  sphère  ayant  le  point  O pour 
centre,  forment  une  figure  sphérique  qui  se  déplace  en  res- 
tant sur  cette  sphère.  Or  tout  mouvement  élémentaire  de 
cette  figure  sphérique  est  un  mouvement  de  rotation  autour 
d’un  diamètre  de  la  sphère  : le  mouvement  que  prend  en 
même  temps  le  solide  tout  entier  est  donc  aussi  une  rotation 
autour  de  ce  diamètre.  Ainsi  tout  mouvement  élémentaire 
d’un  solide  dont  un  point  reste  immobile  est  une  rotation 
autour  d’un  axe  instantané  passant  parce  point. 

La  considération  de  la  figure  sphérique  formée  par  les 
divers  points  du  solide  situés  à une  même  distance  du 
point  immobile  0,  fait  voir  encore  que  le  solide  peut  être 
amené  d’une  quelconque  de  ses  positions  successives  à 
une  autre  par  une  rotation  autour  d’un  axe  mené  par  le 
point  O. 

g 28.  Mouvement  élémentaire  d’un  solide  qui  se  dé- 
place d’une  manière  quelconque  dans  l’espace.  — 

Quel  que  soit  le  mouvement  d’un  solide  dans  l’espace,  on 
peut  l’amener  d’une  de  ses  positions  à une  autre,  en  lui  don- 
nant d’abord  un  mouvement  de  translation,  ensuite  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  certain  axe. 

Soient  en  effet  A,  B,  C,  D,  fig.  16,  divers  points  du  so- 
lide dans  sa  première  position,  et  A',  B',  C,  D',  ces  mêmes 
points  pris  dans  la  seconde  position  du  solide.  Joignons  le 
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point  A au  point  A’  par  une  ligne  droite,  et  menons  par  les 
F|  J6  c points  B,  C,  D,  des  droites 
\ r B B ",  CC",  DD”  égales  et 
c"  parallèles  à la  droite  AA'. 
Pour  amener  le  solide 
de  la  première  positiou 
( A B C D ) à la  seconde 
(A'B'C'D),  donnons-lui 
d’abord  un  mouvement  de 
B translation  rectiligne  re- 

présenté en  grandeur  et  en  direction  par  la  ligne  A A'  ; les 
points  B,  C,  D,  viendront  en  B”,  C",  D".  Il  n’y  aura  donc 
plus  qu’à  donner  au  solide  un  second  mouvement,  en  vertu 
duquel,  le  point  A'  restant  immobile,  les  points  B”,  C”,  D" 
viendront  en  B',  C,  D'.  Mais  nous  savons  que  ce  second 
déplacement  du  solide  peut  s’effectuer  par  une  rotation  au- 
tour d’un  axe  passant  par  le  point  immobile  A’  (§  27).  Donc, 
en  définitive,  on  peut  amener  le  solide  de  la  première  posi- 
tion (A  BCD)  à la  seconde  (A'  B' C D ),  en  lui  faisant  subir  : 
1*  une  translation  suivant  A A'  ; 2°  une  rotation  autour  d’un 
axe  M N passant  par  A'. 

§ 29.  Le  système  de  ces  deux  mouvements  que  l’on  donne 
au  solide  peut  être  varié  d’une  infinité  de  manières,  tout  en 
produisant  le  même  résultat  définitif.  Il  suffit  eu  effet,  pour 
cela,  de  faire  jouer  successivement  à chacun  des  points  que 
l’on  peut  imaginer  faire  partie  du  solide,  le  rôle  que  l’on  a 
lait  jouer  au  point  A.  Parmi  ces  divers  systèmes  de  mouve- 
ments, il  en  existe  toujours  un  dans  lequel  la  translation 
s’effectue  parallèlement  à l’axe  de  la  rotation. 

Menons  en  effet  un  plan  P perpendiculaire  à l’axe  M N, 
cl  considérons  la  ligure  F suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le 
solide.  Dans  lu  translation  suivant  AA',  la  ligure  F se  trans- 
porte dans  un  plan  P , parallèle  au  plan  1’  ; dans  la  rotation 
qui  s’effectue  ensuite  autour  de  M N,  cette  figure  F tourne 
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dans  le  plan  P',  et  y prend  une  certaine  position  F'.  Mais 
pour  faire  passer  la  ligure  plane  dont  il  s’agit,  de  sa  pre- 
mière position  F à sa  dernière  position  F',  on  peut  d’abord 
lui  donner  un  mouvement  de  translation  suivant  la  perpen- 
diculaire qui  mesure  la  distance  des  plans  P,  P',  puis  la  faire 
tourner  dans  ce  dernier  plan  autour  d’un  point  convenable- 
ment choisi  : si  l’on  conçoit  que  le  solide  soit  entraîné  par 
cette  figure,  on  voit  que  la  succession  des  deux  mouvements 
qui  viennent  d’étrc  indiques  l’amènera  de  la  position  (A  B Cl)) 
à la  position  (A'B'C’  D ).  Il  résulte  de  là  que  l’on  peut  ame- 
ner un  solide  mobile,  d’une  quelconque  des  positions  qu’il 
occupe  successivement , à une  autre  de  ces  positions,  au 
moyen  d’une  translation  suivie  d’une  rotation  autour  d’un 
axe  de  même  direction  que  la  translation. 

§ 30.  Considérons  maintenant  un  mouvement  élémentaire 
d’un  solide  qui  se  déplace  d’unè  manière  quelconque  dans 
l’espace,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d’ètre  dit  que  le  solide 
peut  être  amené  de  la  position  qu’il  occupe  au  commence- 
ment de  ce  mouvement  à celle  qu’il  occupe  à la  (in,  par  nue 
translation  infiniment  petite  suivie  d’une  rotation  infiniment 
petite  autour  d’un  axe  de  même  direction  que  la  translation. 
Mais  ce  n’est  pas  dans  la  succession  de  ces  deux  mouve- 
ments infiniment  petits  que  consiste  le  mouvement  élémen- 
taire du  solide  ; car,  dans  ce  mouvement  élémentaire,  chacun 
des  points  du  solide  décrit  un  élément  rectiligne  de  sa  tra- 
jectoire; tandis  qu’en  vertu  de  la  succession  de  la  translation 
et  de  la  rotation  dont  nous  venons  de  parler,  chaque  point 
va  de  sa  position  initiale  à sa  position  finale,  en  parcourant 
une  ligne  brisée  formée  de  deux  éléments  rectilignes  per- 
pendiculaires l’un  à l’autre.  Voyons  donc  par  quoi  nous 
pourrons  remplacer  la  succession  de  la  translation  et  de  la 
rotation,  pour  avoir  le  mouvement  élémentaire  tel  qu’il  se 
produit  en  réalité. 

Lorsqu’une  vis  se  meut  en  pénétrant  à l’intérieur  d’un 
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«■«tou  fixe,  chacun  d«->  poiub.dc  la  vis  décrit  une  hélirt;  1rs 
diverses.  1m-Ihv>  qui  (unm-ut  ainsi  les  trajectoires  dos  diffe- 
rents points  de  la  vis  sont  trac*-»-s  sur  des  surfaces  cylindri- 
ques »le  meme  a\e  et  eut  toutes  uu  même  pas.  Un  mouve- 
ment de  ce  genre  peut  être  d«->igné  sous  le  nom  de  mouve- 
ment hrliçoldal . Ihms  uu  mouvemeut  élémentaire  de  celle 
vis.  chacun  de  s* -s  points  drccit  un  élément  rectiligne  de  sa 
trajectoire  beli^iülah* ; d'ailleurs  la  vis  pourrait  évidemment 
être  amenée  delà  position  qu  elle  a au  commencement  de  ce 
mouvement  élémentaire  à celle  qu'elle  occupe  à la  fin,  an 
moyen  d’une  translation  infiniment  |>clitr  dans  la  direction 
de  son  axe,  suivie  d'une  rotation  infiniment  petite  autour  de 
cet  axe. 

On  conclut  facilement  de  là  que  le  déplacement  total  d’un 
solide,  dû  a la  succession  d'une  translation  infiniment  petite 
et  d’une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  de  même 
direction  que  la  translation,  peut  être  produit  par  un  mouve- 
ment hélicoïdal  infiniment  petit  autour  du  même  axe-,  et  par 
suite  que  tout  mouvement  élémentaire  d’un  solide  qui  se  dé- 
place d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  est  un  mou- 
vement hélicoïdal,  c'est-à-dire  qu'il  (H-ut  être  assimilé 
au  mouvement  d’une  vis  qui  péuètre  dans  son  écrou. 

§ 31.  Lorsqu'une  vis  se  meut  à l'intérieur  de  son  écrou, 
on  la  regarde  souvent  comme  animée  de  deux  mouvements 
existant  simultanément  : on  dit  quelle  glisse  le  long  de  son 
axe,  et  qu’en  même  temps  elle  tourne  autour  de  cet  axe. 
D’après  celle  manière  de  voir,  un  mouvement  élémentaire 
quelconque  d’un  solide  mobile,  peut  être  regardé  comme 
dû  à la  coexixtence  d’une  rotation  autour  d’un  certain  axe  et 
d’un  glissement  le  long  de  cet  axe. 

La  ligne  droite  autour  de  laquelle  le  solide  tourne  et  le 
long  de  laquelle  il  glisse,  dans  chacun  de  ses  mouvements 
élémentaires  successifs,  change  généralement  de  position 
dans  l’espace  d'un  instant  à un  autre.  U’esl  pour  cela  qu’on 
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lui  donne  le  nom  d 'are  instantané'  de  rotation  et  de  glis- 
sement du  solide. 

.Si  l’on  se  fonde  sur  la  première  manière  que  nous  avons 
indiquée  pour  amener  un  solide  d’une  quelconque  de  ses  po- 
sitions à une  autre  (§  28),  ou  peut  dire  encore  que  tout  mou- 
vement élémentaire  du  solide  est  dû  à la  coexistence  d’une 
translation  égale  et  parallèle  au  mouvement  élémentaire  d’un 
de  ses  points,  et  d'une  rotation  autour  d’un  axe  passant  par 
ce  point. 

§ 32.  Soit  e la  quantité  infiniment  petite  dont  le  solide 
glisse  le  long  de  son  axe  instantané  de  rotation  et  de  glisse- 
ment, pendant  le  temps  infiniment  petit  dt.  Il  est  clair  que 
les  déplacements  correspondants  des  différents  points  du 
solide  sont  tels  que  leurs  projections  sur  cet  axe  sont  toutes 
égalés  à e.  La  vitesse  d'un  point  quelconque  s’obtient  en  di- 
visant son  déplacement  pendant  le  temps  dt,  par  ce  temps  ; 
la  projection  de  cette  vitesse  sur  l’axe  instantané  de  rota- 
tion et  de  glissement  s’obtiendra  donc  en  divisant  t par 
dt.  Donc  les  vitesses  dont  tous  les  points  du  solide  sont 
animés  simultanément,  à un  instant  quelconque,  sont  telles 
que  leurs  projections  sur  l’axe  instantané  de  rotation  et 
de  glissement  relatif  à cet  instant,  sont  toutes  égales  entre 
elles. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  mène,  à partir  d'un  même  point 
0 de  l’espace,  des  lignes  droites  égales  et  parallèles  aux  vi- 
tesses dont  les  divers  points  du  solide  sont  animés  à un  même 
instant,  les  extrémités  de  ces  lignes  droites  seront  toutes 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à l’axe  instantané  de 
rotation  et  de  glissement;  en  sorte  que,  si  l’on  abaisse  du 
point  O nue  perpendiculaire  sur  ce  plan,  celte  perpendicu- 
laire sera  parallèle  à l’axe  instantané.  Or,  pour  déterminer  le 
plan  dont  il  s’agit,  il  suffit  d’en  connaître  trois  points  non  en 
ligue  droite  ; il  suffit  donc  aussi  d’avoir  mené  par  le  point  0 
trois  droites  égales  et  parallèles  aux  vitesses  simultanées  de 
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trois  points  du  solide,  avec  la  condition  que  ces  trois  vitesses 
lie  soient  pas  parallèles  à un  même  plan. 

§ 33.  Mouvement  continu  d’une  ligure  plane  dans 
son  plan.  — Pour  arriver  à nous  représenter  nettement  le 
mouvement  continu  d’une  figure  plane  dans  sou  plan,  nous 
commencerons  par  considérer  le  cas  suivant. 

Supposons  que  la  figure  mobile 
tourne  d'abord  d’un  angle  « autour 
d’un  point  O,  fig.  17,  puis  d’un 
angle  « autour  d'un  second  point 
()',  ensuite  d’un  angle  a"  autour 
du  point  O", etc.  Prenons  la  figure 
à l’instant  où  elle  va  commencer 
sa  rotation  autour  du  point  O,  cl 
traçons-y  la  droite  00' i égale  à 
00',  et  Taisant  avec  celle-ci  un 
angle  après  avoir  mené  par 
O'i  la  droite  O'i  M,  telle  que  l’angle  0 O'i  M soit  égal 
à l’angle  00  0 ’,  traçons  la  droite  O'i  0"i  égale  en  lon- 
gueur à O'O",  et  faisant  avec  0\  M un  angle  a';  construi- 
sons de  même  l’angle  O'i  O 'i  N égal  à l’angle  O'O  'O  ",  puis 
menons  la  ligne  0”i  0"'i  égale  à O'  O ",  et  Taisant  un  angle 
«"  avec  0"  N ; et  ainsi  de  suite.  Lorsque  la  figure  mobile 
aura  tourné  de  l’angle  a autour  du  point  0,  le  point  O'i, 
entraîné  par  elle,  sera  venu  en  0',  et  0’t  M aura  pris  la  di- 
rection O'O".  La  figure  tournant  alors  d’un  angle  a autour 
de  0',  la  droite  O'i  0"i  viendra  coïncider  avec  O'O",  et  le 
point  0",  tombera  en  0”.  La  troisième  rotation  de  cette  figure 
amènera  le  point  0"'i  en  0"',  et  ainsi  de  suite  : en  sorte  que, 
pendant  le  mouvement  de  la  figure  mobile , le  polygone 
OO'i  0",0’",....  roulera  sur  le  polygone  00  0”  0'"....;  ou 
bien  encore  , si  le  premier  polygone  roule  sur  le  second , en 
entraînant  avec  lui  la  figure  mobile,  il  donnera  à cette  figure 
précisément  le  mouvement  que  nous  lui  avions  supposé. 
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§ 3 !>.  Passons  maintenant  an  cas  où  une  figure  plane  se 
ment  d’une  manière  quelconque  dans  son  plan.  Cette  figure 
est  animée  d’une  rotation  infiniment  petite  autour  d’un  centre 
instantané,  pendant  chaque  élément  du  temps  (§  22).  Ce 
centre  instantané  de  rotation  occupe  généralement  des  posi- 
tions différentes  sur  le  plan,  d’un  instant  à un  autre;  géné- 
ralement aussi  il  coïncide  successivement  avec  divers  points 
de  la  figure  mobile.  Supposons  que  l’on  cherche  : 1°  le  lieu 
géométrique  des  positions  successives  de  ce  centre  instan- 
tané sur  le  plan;  2°  et  le  lieu  géométrique  des  points  de  la 
figure  mobile  avec  lesquels  il  coïncide  successivement.  Il  est 
clair  qu’on  pourra  regarder  le  mouvement  de  celte  figure 
comme  dû  au  roulement  du  second  lieu  géométrique  sur  le 
premier. 

Dans  le  premier  des  trois  exemples  que  nous  avons  donnés 
dans  le  § 24,  la  diagonale  OC,  fig.  13,  est  toujours  égale  à 
A R : donc  le  lieu  géométrique  des  positions  successives  du 
centre  instantané  C sur  le  plan  Y OX  est  une  circonférence 
de  cercle  ayant  le  point  O pour  centre  et  la  ligne  A R pour 
rayon.  D’un  autre  côté,  l’angle  RCA  étant  toujours droü,  le 
lieu  géométrique  des  points  de  la  figure  mobile  avec  lesquels 
coïncide  successivement  le  centre  instantané  de  rotation, 
est  une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  A H comme  dia- 
mètre. Le  mouvement  de  la  ligne  A R,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  les  axes  OX,  O Y,  peut  donc  être  produit  par  le 
roulement  de  la  seconde  de  ces  deux  circonférences  à l'inté- 
rieur de  la  première. 

§ 35.  Mouvement  continu  d’un  solide  dont  un  point 
reste  immobile.  — On  peut  étendre  immédiatement  ce  qui 
vient  d’ètre  dit  du  mouvement  continu  d’une  figure  plane 
dans  son  plan,  au  mouvement  continu  d’un  solide  dont  un 
point  reste  immobile. 

Les  positions  que  l'axe  instantané  de  rotation  du  solide 
prend  successivement  dans  l’espace,  forment  un  cône  ayant 
3. 
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pour  sommet  le  point  qui  reste  immobile.  Les  positions 
que  cet  axe  instantané  occupe  successivement  à l’intérieur 
du  corps  forment  un  second  cône  ayant  le  même  sommet 
que  le  premier.  Le  mouvement  continu  du  solide  peut 
être  regardé  comme  dû  au  roulement  du  second  cône  sur  le 
premier. 

§36.  Mouvement  continu  il'un  solide  qui  se  déplace 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  — Nous 
pouvons  considérer  ce  mouvement  de  deux  manières  diffé- 
rentes. 

Tout  mouvement  élémentaire  d’un  solide  peut  être  re- 
gardé comme  dû  à la  coexistence  d’une  translation  égale  et 
parallèle  au  mouvement  élémentaire  d’un  des  points  du  so- 
lide, et  d'une  rotation  autour  d’un  axe  passant  par  ce  point 
(§  31).  Si  l’on  prend  toujours  le  même  point  du  solide  pour 
appliquer  cette  considération  dans  les  divers  éléments  du 
temps  qui  se  succèdent,  on  arrive  au  résultat  suivant  : tout 
mouvement  continu  d’un  solide  peut  être  attribué  au  rou- 
lement d’un  cône  lié  au  solide,  sur  un  cône  qui  est  animé 
en  même  temps  d’un  mouvement  de  translation  dans 
l’espace. 

D’un  autre  côté,  si  l’on  considère  l’axe  instantané  de  ro- 
tation et  de  glissement  du  solide  relatif  à chaque  élément  du 
temps,  on  voit  que  les  positions  que  cet  axe  occupe  successi- 
vement dans  l’espace  forment  une  surface  réglée;  et  que  les 
positions  qu’il  occupe  successivement  à l'intérieur  du  solide 
forment  une  autre  surface  réglée.  Le  mouvement  du  solide 
peut  être  regardé  comme  dû  au  roulement  de  la  seconde  de 
ees  deux  surfaces  sur  la  première,  accompagné  d’un  glis- 
sement le  long  de  la  génératrice  suivant  laquelle  les  deux 
surfaces  se  touchent. 


-»»c 
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^ S7.  Définition  dn  mouvement  relatif.  — Pour  étu- 
dier le  mouvement  d’un  point  dans  l'espace,  on  compare  la 
position  qu’il  occupe  à chaque  instant  à celle  de  certains 
points  fixes  qu’on  nomme  point » de  repère.  Le  mouvement 
du  point  mobile  est  complètement  déterminé  par  la  connais- 
sance des  changements  qu’éprouvent  successivement  ses 
distances  aux  points  fixes. 

Mais  si,  au  lieu  de  comparer  les  positions  successives  du 
point  mobile  à des  points  fixes,  ou  les  compare  à des  points 
de  repère  qui  sont  eux-mêmes  en  mouvement,  il  est  clair 
que  le  mouvement  que  l’on  trouvera  ainsi,  pour  le  point 
mobile  dont  on  s’occupe,  ne  sera  pas  son  mouvement  réel. 
Un  pareil  mouvement,  obtenu  en  se  servant  de  points  de 
repère  qui  ne  sont  pas  fixes,  se  nomme  un  mouvement  rc/a- 
•if;  c’est  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  à ces 
points  de  repère.  Par  opposition,  le  mouvement  réel  du 
point  dans  l’espace  se  nomme  mouvement  abtotu. 

§ 38.  Ce  qu'on  entend  pnr  mouvements  simultanés 
d'un  point.  — Considérons  un  point  en  mouvement  sur  le 
pont  d'un  bateau  qui  se  meut  lui-même  le  long  d'une  rivière. 
Un  observateur,  placé  sur  le  bateau  et  participant  à son  mou- 
vement, verra  le  poiut  mobile  sc  déplacer  d’une  certaine 
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manière  par  rapport  au  bateau  et  à lui-même  ; mais  ec  mou- 
vement apparent  du  point  mobile  est  tout  différent  de  son 
mouvement  réel  dans  l'espace  : ce  n’est  autre  chose  que  ce 
que  nous  venons  de  nommer  un  mouvement  relatif. 

La  connaissance  du  mouvement  apparent  du  point,  com- 
binée avec  celle  du  mouvement  que  possède  le  bateau,  con- 
duit facilement  à la  connaissance  du  mouvement  réel  ou  ab- 
solu de  ce  point  dans  l’espace.  Supposons  en  effet  que  le 
bateau  soit  animé  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne 
rig.  i8.  et  uniforme  suivant  la  di- 

rection AB,  fig.  18,  avec 
une  vitesse  égale  à AD; 
et  que  le  point  mobile  ait 
sur  le  pont  du  bateau  un 
mouvement  apparent  rectiligne  et  uniforme  suivant  la  di- 
rection AC,  avec  une  vitesse  égale  à AE.  Au  bout  d'une 
seconde,  la  ligne  AC,  emportée  parallèlement  à elle-même 
par  le  bateau,  prend  la  position  DF;  mais,  pendant  «ai 
temps,  le  point  mobile  a parcouru  la  portion  AE  de  celle 
ligne  : donc,  à la  fin  de  cette  première  seconde,  le  point  mo- 
bile se  trouve  en  G.  Au  bout  d’un  temps  quelconque  /,  le 
bateau  s’étant  mû  d’une  quantité  Ail  = AD  X /,  la  droite  AC 
se  trouve  dans  lu  position  IlL;  mais,  pendant  le  même 
temps,  le  point  mobile  a parcouru  sur  la  ligne  mobile  AC  un 
chemin  A K = A E x t : donc  ce  point  mobile  se  trouve  en  M 
à la  fin  du  temps  t.  Le  rapport  de  A II  à A D étant  égal  au 
rapport  de  A K à A E,  ou  ce  qui  revient  au  même  au  rapport 
de  II  M à DG,  U s’ensuit  que  la  position  M du  mobile  à la  lin 
du  temps  t se  trouve  sur  la  ligne  droite  A N qui  passe  par  les 
deux  points  A et  G : donc  déjà  le  mouvement  absolu  de  ce  mo- 
bile est  un  mouvement  rectiligne  dirigé  suivant  la  droite  A i\. 
La  similitude  des  triangles  A I) G , AH  M , montre  que 
l’on  a 

A M = A G x t .* 
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doue  le  mouvement  absolu  du  point  mobile  est  uniforme,  et 
AG  est  sa  vitesse. 

§ 39.  Conce- 
vons en  général 
qu’un  point,  rap- 
porté à un  sys- 
tème d’axes  mo- 
biles OX,  OY, 
OZ,  fig.  19,  dé- 
crive par  rap- 
port à ces  axes 
une  ligne  quel- 
conque AB;  et 
que,  par  suite 
du  mouvement 
des  axes,  cette 
ligne  AB  prenne 
successivement 

dans  l’espace  les  positions  A' IV,  A 'B',  A B Le  point 

mobile  aura  dans  l’espace  un  mouvement  absolu  que  nous 
pourrons  facilement  déterminer,  d’après  la  connaissance  de 
sun  mouvement  relatif  suivant  la  ligne  AB,  et  du  mouve- 
ment dont  sont  animés  les  axes. 

Supposons  que  les  positions  AB,  A B,  A” B , de  la 

courbe  que  le  mobile  décrit  par  rapport  aux  axes,  corres- 
pondent aux  valeurs  I,  du  temps;  supposons  en 

outre  qu’à  ces  diverses  époques  le  mobile  se  trouve  aux 
points  M,  N,  P,....  de  la  courbe  mobile  AB.  A la  fin  du 
temps  /,  le  mobile  est  en  M.  A la  lin  du  temps  / , il  est  au 
point  N de  la  courbe  AB;  mais  cette  courbe  sc  trouve  alors 
dans  la  position  A B',  et  le  point  N a été  transporté  en  N'  : 
donc  à la  fin  du  temps  le  mobile  est  en  N'.  On  verra  de 
même  qu’à  la  fin  du  temps  il  se  trouve  en  P"  ; et  ainsi  de 
suite.  Le  point  mobile  décrit  donc  dans  l’espace  la  trajec- 
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toirc  MN'FQ'",  ol  il  y occupe  les  positions  M,  X',  T", 
Q”',....  aux  instants  qui  correspondent  aux  valeurs  f,  t' , t", 
du  temps. 

§ h 0.  Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d’examiner, 
on  considère  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  au 
bateau  ou  aux  axes  mobiles,  et  le  mouvement  du  bateau  ou 
des  axes,  comme  étant  deux  mouvements  dont  le  point  est 
animé  simultanément.  Le  mouvement  du  point  par  rapport 
aux  points  de  repère  mobiles  auxquels  on  le  compare 
(bateau  ou  axes)  est  désigné  sous  le  nom  de  mouvement 
relatif,  comme  nous  l’avons  déjà  dit  ; le  mouvement  des 
points  de  repère  eux-mêmes  (bateau  ou  axes)  se  nomme 
mo  il  retnen  t d’en  Ira  i non  en  t . 

L’opération  qui  a pour  objet  de  trouver  le  mouvement 
absolu  d’un  point,  connaissant  son  mouvement  d’entraine- 
ment et  son  mouvement  relatif,  constitue  ce  qu’on  nomme  la 
eompo»ition  de»  mouvement».  Le  mouvement  d’entraine- 
ment et  le  mouvement  relatif  sont  souvent  désignés  sous  le; 
nom  collectif  de  mouvement»  composant»  ; et  alors  on 
donne  au  mouvement  absolu,  qui  résulte  de  la  composition 
de  ces  deux  mouvements,  le  nom  de  mouvement  ré»ultanl. 

I n point  qui  occupe  successivement  différentes  positions 
dans  l’espace,  ne  peut  évidemment  avoir  qu’un  seul  mouve- 
ment. Quand  nous  regardons  ce  point  comme  animé  à la  fois 
de  deux  mouvements,  c’est  par  une  pure  opération  de  l’es- 
prit ; cette  décomposition  d’un  mouvement  en  deux  autres  ne 
peut  évidemment  avoir  rien  de  réel  (’). 


(*)  Peut-on  constater  par  l'observation  l'indépendance  des  mouvements 
simultanés  d'un  moine  corps FN'ous  n'bésltons  pus  unirmer  que  cela  n’est 
pas  possible;  et  nous  ne  saurions  asseï  exprimer  notre  étonnement  de  ce 
qu’il  y a des  personnes,  éminentes  dans  la  science,  qui  pensent  et  écrivent 
le  contraire.  L'existence  des  mouvements  simultanés  d'un  corps  n'a  rien  de 
réél  ; c'est  simplement  une  conception  de  l’esprit,  sur  laquelle  l’observation 
n'a  pas  de  prise.  Nous  ne  pouvons  pas  comprendre  d'ailleurs  ce  que  l'on 
entend  par  Vindépendanre  de  ces  mouvements  simultanés. 


Digitized  by  Google 


MOI VEMEXTS  COMPOSÉS. 


41 


S 41.  Il  est  aisé  de  comprendre  que  l’on  peut  également 
regarder  un  point  comme  animé  à la  fois  de  trois,  de 
quatre,....  mouvements.  Un  point  se  meut  sur  uu  bateau,  le 
bateau  se  meut  sur  une  rivière,  la  terre  tourne  autour  de  la 
ligne  des  pôles,  elle  se  transporte  en  même  temps  aux  diffé- 
rents points  de  son  orbite  elliptique  autour  du  soleil.  Tous 
ces  mouvements  peuvent  être  considérés  comme  étant  des 
mouvements  simultanés  du  point  dont  on  s’occupe;  le  mou- 
vement absolu  de  ce  point  peut  être  obtenu  d’après  la  cou- 
naissance  de  ces  mouvements  simultanés,  toutaussi  bien  «pie 
s’il  n’y  en  avait  que  deux. 

Le  mouvement  du  point  sur  le  bateau  est  un  mouvement 
relatif;  le  mouvement  du  bateau  par  rapport  à la  terre  est  un 
mouvement  d'entrainement  : la  composition  de  ces  deux 
mouvements  donnera  le  mouvement  du  point  mobile  par 
rapport  à la  terre.  Le  mouvement  résultant  de  celle  compo- 
sition est  encore  un  mouvement  relatif,  puisque  la  terre  n’est 
pas  en  repos  ; le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  ligne  des  pôles  est  un  mouvement  dVntralnement  : la 
composition  de  ces  deux  nouveaux  mouvements  donnera  le 
mouvement  du  point  mobile  par  rapport  à des  axes  de  direc- 
tion constante,  passant  par  le  centre  de  la  terre,  et  ainsi 
de  suite. 

§ 42.  Composition  des  vitesses.  — Lorsqu’un  point 
mobile  est  regardé  comme  animé  à la  fois  de  plusieurs  mou- 
vements, son  mouvement  réel  s’obtient  par  la  composition 
de  ces  mouvements  simultanés.  Nous  allons  voir  que  la  vi- 
tesse du  point,  à chaque  instant,  peut  se  déduire  d’une  ma- 
nière très-simple  des  vitesses  qu’il  possède  au  même  instant 
dans  chacun  des  mouvements  composants. 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  pris  d’abord,  d'un  point 
animé  d’un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  sur  un  bateau 
qui  se  meut  lui-même  d’un  mouvement  de  translation  rectili- 
gne et  uniforme  (§  38).  nous  avons  vu  que  la  vitesse  du 
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mouvement  absolu  du  point  mobile  est  AG,  fig.  18,  c'est- 
à-dire  qu’elle  est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme A DG  E dont  les  côtés  sont  les  vitesses  AD,  AE  des 
doux  mouvements  composants. 

Nous  altons  voir  que,  dans  le  cas  général  que  nous  avons 
considéré  ensuite  (§  39),  la  vitesse  du  mobile  dans  sou  mou- 
vement absolu  se  déduit  encore  de  la  même  manière  des  vi- 
tesses dans  les  deux  mouvements  composants.  Si  nous  sup- 
posons que  l'intervalle  de  temps  ( — (,  employé  par  le  mobile 
à aller  de  M en  N",  fig.  19,  soit  infiniment  petit,  la  ligure 
M M'N N”  devient  un  parallélogramme;  car,  les  cotés  MN, 
.M  Y étant  deux  positions  infiniment  voisines  d’un  même 
élément  de  la  trajectoire  relative  A 1$,  et  faisant  entre  eux 
par  conséquent  un  angle  qui  ne  peut  être  qu'inlinimenl 
petit,  on  doit  regarder  ces  côtés  M N,  M’N'  comme  égaux  et 
parallèles.  On  peut  donc  dire  que  le  déplacement  absolu 
MN'  du  mobile,  pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment 
petit,  est  la  diagonale  du  parallélogramme  qui  aurait  pour 
côtés,  1°  son  déplacement  relatif  AIN,  2°  son  déplacement 
d’entrainement  MM',  c’est-à-dire  le  déplacement  qu’il  aurait 
éprouvé  pendant  ce  temps,  s’il  n’avait  pas  changé  de  position 
par  rapport  aux  axes  mobiles.  Les  déplacements  infiniment 
petits  MN',  MN,  MM’  sont  pro- 

Mt  porlionncls  aux  vitesses  absolue , 

relative,  et  d’entrainement,  puis- 
qu’on obtient  ces  vitesses  en  divisant 
les  déplacements  MN',  MN,  31  .M' 
par  l<;  temps  infiniment  petit  t' — / : 
doue,  si  l’on  construit  un  parallé- 
logramme sur  les  vitesses  relative 
et  d’entraînement  M S,  M H,  fig.  20, 
>.  la  diagonale  MT  de  ce  parallélo- 
gramme représentera  en  grandeur 
et  en  direction  la  vitesse  absolue  du  mobile.  Cette  propo- 


Digitized  by  Google 


MOUVEMENTS  COMPOSÉS.  43 

siliou  est  souvent  désignée  sous  le  nom  de  parallélo- 
gramme de * vitesses. 

On  peut  observer  que,  si  les  vitesses  MR,  MS  chan- 
geaient de  rôles,  si  la  première  était  une  vitesse  relative,  et 
la  seconde  une  vitesse  d’entrainement,  la  construction  qui 
donne  la  vitesse  absolue  serait  exactement  la  même.  Aussi 
se  contente-l-on  souvent  de  dire  que  M R et  M S sont  deux 
vitesses  dont  le  point  est  animé  simultanément,  sans  indi- 
quer laquelle  des  deux  est  une  vitesse  relative  ; et  on  les 
confond  sous  le  nom  de  composantes  de  la  vitesse  absolue 
MT,  qui  esta  son  tour  nommée  leur  résultante. 

§ 43.  Lorsqu'on  regarde  un  point  mobile  comme  animé 
à la  fois  de  plus  de  deux  mouvements  (§  41),  on  obtient  sa 
vitesse  absolue  au  moyen  des  vitesses  des  divers  mouvements 
composants,  eu  appliquant  successivement  la  construction 
du  parallélogramme  des  vitesses,  de  la  manière  suivante  : 
Fig.  21.  Soient  Alt,  AC,  Al),  AE, 

fig.  21,  les  vitesses  du  point, 
dans  chacun  de  ses  mouve- 
ments composants.  On  trouve 
d’abord  que  A F est  la  résul- 
tante des  vitesses  Ait,  AC;  en- 
suite que  AG  est  lu  résultante 
des  vitesses  A F et  A D,  et  par 
conséquent  la  résultante  des 
trois  vitesses  AB,  AC,  AD; 
enfin  que  AH  est  la  résultante  de  AG  et  A E,  c’est-à-dire 
la  résultante  des  quatre  vitesses  données. 

Pour  trouver  cette  résultante  définitive,  on  peut  se  con- 
tenter de  mener;  par  l’extrémité  B de  la  première  vitesse  AB, 
une  droite  BF  égale  et  parallèle  à AC  ; puis,  par  le  point  F, 
une  droite  F G égale  et  parallèle  à AD;  ensuite  par  le  point 
G,  une  droite  GI1  égale  et  parallèle  à AE  : la  droite  AH,  qui 
joint  le  point  A à l’extrémité  du  polygone  ABFGII  ainsi 
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forme,  est  la  résultante  cherchée.  Cette  construction,  à 
l'aide  de  laquelle  on  détermine  la  résultante  d’un  nombre 
quelconque  de  vitesses  dont  un  point  est  animé  simultané- 
ment, se  nomme  polygone  des  vitesses. 

Il  est  clair  que  le  polygone  dos  vitesses,  dont  le  parallé- 
logramme des  vitesses  n’est  qu’un  cas  particulier,  permet  de 
conqioser  les  vitesses  simultanées  d’un  point  dans  tous  les 
cas  possibles.  Si  ces  vitesses  simultanées  sont  de  même  di- 
rection et  de  même  sens,  on  en  déduit  que  la  vitesse  résul- 
tante est  égale  à leur  somme,  et  qu'elle  est  dirigée  dans  la 
direction  et  dans  le  sens  de  chacune  d’elles.  Si  les  vitesses 


simultanées  sont  de  même  direction , et  que  les  unes  soient 
dans  un  sens,  les  autres  dans  le  sens  opposé,  on  trouvera 
leur  résultante  en  faisant  la  somme  de  celles  qui  sont  diri- 
gées dans  un  sens,  et  la  somme  de  celles  qui  sont  dans  le 
sens  contraire , puis  retranchant  la  plus  petite  de  ces  deux 
sommes  de  la  plus  grande  : la  différence  ainsi  obtenue  sera 
la  vitesse  résultante,  et  elle  sera  dirigée  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  des  deux  sommes  dont  nous  venons  de  parler. 

S M.  Dans  le  cas  oit  les  vitesses  composantes  sont  au 
nombre  de  trois,  et  où  leurs  directions  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  on  peut  trouver  la  résultante  par  un  moyen  un 
peu  different,  que  nous  allons  faire  connaître. 


Soient  AB,  AC,  Al),  fig.  22, 
les  trois  vitesses  composantes. 
En  construisant  un  parallélo- 
gramme sur  AB  et  AC,  on  trou- 
vera la  résultante  A E de  ces 
deux  vitesses;  si  ensuite  on  mè- 
ne, par  le  point  E,  une  droite 
EF  égale  et  parallèle  à AD,  AF 
sera  la  résultante  des  trois  vi- 


tesses AB,  AC,  AD.  Or,  si  l’on  mène  par  les  points  B,  C,  des 
droites  BG,  Cil,  aussi  égales  et  parallèles  à AD,  les  extré*- 
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miles  I),  F,  G,  Il  des  quatre  droites  égales  et  parallèles 
AU,  EF,  liG,  CH,  formeront  un  parallélogramme  égal  et 
parallèle  au  parallélogramme  AlîCE.  Dont;  la  vitesse  résul- 
tante AF  est  la  diagonale  d’un  parallélipipèdc  construit  sur 
les  trois  vitesses  composantes  AB,  AC,  Al).  Cette  construc- 
tion, spéciale  au  cas  de  trois  vitesses  composantes  non  situées 
dans  un  même  plan.se  nomme  paral/e'lipipèdc  dex  ri  tes*  ex. 

2 45.  On  a souvent  besoin  de  décomposer  une  vitesse  en 
deux  ou  trois  composantes  suivant  des  directions  données. 
Cette  décomposition  s’effectue  très-facilement,  en  se  fondant 
sur  ce  qui  précède. 

Soit  AB,  fig.  23,  une  vitesse 
qu’il  s'agit  de  décomposer  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  lignes 
AC,  AD.  On  observe  d’abord  que, 
pour  que  cela  soit  possible,  il  faut 
— que  la  vitesse  donnée  AB  soit  dans 
le  plan  CAD.  Si  celte  condition 
est  remplie,  il  suflit  de  mener  par  le  point  B des  parallèles 
BE,  BF  aux  lignes  A I),  AC  : AE  et  A F sont  les  deux  com- 
posantes cherchées. 

Soit  encore  AB,//#.  2 A , une 
vitesse  qu’il  s’agit  de  décom- 
poser en  trois  autres  dirigées 
suivant  les  lignes  AC,  AD,  AE, 
non  situées  dans  nu  même 
plan.  Menons  par  le  point  B 
trois  plans  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  DAE,  CAE, 
CAD,  et  cherchons  les  points 
F, G,  11  où  ces  plans  coupent 
les  lignes  AC,  AD,  AE  ; AF, 
AG,  et  AH  sont  les  trois  vi- 
tesses composantes  qu’on  voulait  obtenir. 
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§ /16.  Mouvement  d'un  point  rapporté  n un  système 
de  eoordonnées  rectiligne».  — Pour  définir  complète- 
ment les  positions  successives  d’un  point  mobile,  on  peut  les 
rapporter  à un  système  de  coordonnées  rectilignes;  la  con- 
naissance des  variations  que  les  coordonnées  éprouvent  avec 
le  temps  entraîne  nécessairement  la  connaissance  des  di- 
verses circonstances  du  mouvement  de  ce  point. 

Considérons  d’abord 
le  mouvement  d’un 
point  qui  reste  tou- 
jours dans  un  même 
plan  , et  rapportons 
ses  diverses  positions 
à deux  axes  coordon- 
nés OX,  OY  tracés 
dans  ce  plan,  fig.  25. 
Soient  x 1 abcisseOm,  et  y l’ordonnée  0//ii  du  point  mobile 
M à la  fin  du  temps  t.  Ces  deux  coordonnées  x,  y,  varient 
avec  le  temps,  en  sorte  qu’on  a 

*=/( 0»  y ==  <p  (0- 

Si  l’on  projette  le  point  M sur  l’axe  OX,  parallèlement  à 
l’axe  M , la  projection  sera  m;  de  même,  si  on  le  projette 
sur  l’axe  0\ , parallèlement  à l’axe  OX  , sa  projection  sera 
ni, . Les  deux  relations  qui  précèdent  sont  donc  les  équations 
dn  mouvement  des  projections  m,  m ,,  du  point  .M  sur  les 
deux  axes.  On  les  nomme  souvent  aussi  les  équation»  du 
mouvement  du  point  M. 

L’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  fournit  une 
relation  «Mitre  les  variables  x,  y ; ce  n’est  autre  chose  que 
l’équation  de  la  trajectoire  du  point  M. 

Désignons  par  u et  m les  vitesses  des  projections  «t,  m, 
du  point  M,  nous  aurons 

« = £=/(<),  «■  =?'(<)■ 
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La  connaissance  de  ces  deux  vitesses  permet  de  trouver  la 
vitesse  r du  point  M,  en  se  fondant  sur  ce  que  u et  u,  sont 
les  projections  de  v sur  les  axes  ()X,  OY  (§  18).  En  effet, 
si  nous  menons  par  le  point  M deux  droites  MX,  MP  res- 
pectivement égales  à u,  Mi,  et  parallèles  aux  axes  OX,  OY,- 
il  est  aisé  de  voir  que  la  vitesse  v doit  être  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  MQ  du  parallélo- 
gramme MXPQ;  cette  diagonale  MQ  est  la  seule  ligne  par- 
lant du  point  M,  dont  les  projections  sur  les  axes  soient 
u,  « |.  On  pent  donc  dire  que  la  vitesse  r du  point  M est  la 
résultante  des  vitesses  u,  m,  de  ses  projections  sur  les  axes 
OX,  OY  (§  42). 

Celte  conséquence,  à laquelle  nous  venons  de  parvenir, 
peut  être  établie  d’une  autre  manière.  On  peut  concevoir 
que  le  point  mobile  parcoure  la  droite  OX,  de  manière  que 
l’équation  de  son  mouvement  sur  celte  ligne  soit 

* = / M» 

et  qu’en  même  temps  la  ligne  OX  soit  animée  d’un  mouve- 
ment de  translation  rectiligne  parallèle  à OY  cl  représenté 
par  l’équation 

y = <?  M- 

Eu  vertu  de  l’existence  simultanée  de  ces  deux  mouvements, 
le  point  M se  mouvra  dans  le  plan  YOX  connue  nous  l’avions 
supposé  d’abord.  Ce  mouvement  absolu  du  point  \1  peut  donc 
être  regardé  comme  résultant  de  la  composition  des  mouve- 
ments de  ses  deux  projections  sur  les  axes  OX,  OY;  et  par 
suite,  sa  vitesse  r doit  être  la  résultante  des  vitesses  m,  mi  de 
ses  projections. 

S 47.  Il  est  facile  d’étendre  ce  qui  vient  d’être  dit  au  cas 
où  l'on  rapporte  les  positions  successives  d'un  point  mo- 
bile M à trois  axes  OX,  OY,  07.,  fig.  26.  Si  l’on  désigne  par 
x,  y,  z les  trois  coordonnées  0»i,  0/m,,  Owu  du  point  M,  à 
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la  lin  du  lemps  /,  cos  quantités  varient  avec  le  temps,  en  sorte 
qu'on  a 

*=/('),  y = ?('),  -=’!(')• 


Les  points  m,  m,, 
sont  les  projections 
de  M sur  les  axes,  fai- 
tes parallèlement  aux 
plans  YOZ,  XOZ,  XOY. 
Les  Irois  relations  qui 
précèdent  sont  donc 
les  équations  du  mou- 
vement de  ces  pro- 
jections du  point  M ; 
on  leur  donne  aussi 
le  nom  d'équations 
du  mouvement  du 
point  M. 

Eu  éliminant  la  va- 


riable / entre  ces  trois  équations,  on  trouve  deux  relations 
entre  les  variables  x,  y,  z ; ce  sont  les  équations  de  la  tra- 
jectoire du  point  M dans  l’espace. 

Représentons  par  »/,  u , , ui  les  vitesses  des  projections  m, 
m i,  tm  du  point  M,  nous  aurons 


IW  „ , . Il  U , , . , , . 

" = T.  —f  (0.  «I  =7T.  =?'  (0.  u‘  = j-.— 4 (0- 


Ces  vitesses  »,  »,,  m2,  sont  les  projections  de  la  vitesse  r du 
point  M dans  l’espace.  On  en  conclura  sans  peine  que,  si 
l'on  mène  par  le  point  M trois  droites  parallèles  aux  axesüX, 
OY,()Z,et  (‘gales  respectivement  à u,  u, , ui,  la  vitesse  r est  la 
diagonale  du  parallélipipèd(‘  construit  sur  ces  trois  droites. 
Donc  celte  vitesse  r du  point  M est  la  résultante  des  trois 
vitesses  »,  m2,  de  ses  projections  sur  les  axes  (§  44). 
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On  parvient  au  même  résultat  en  supposant  que  le  point 
mobile  se  meuve  sur  l’axe  OX  conformément  à l'équation 

*=/( 0; 

qu’en  même  temps  cet  axe  OX  ait  un  mouvement  de  trans- 
lation rectiligne,  parallèle  à l'axe  OY,  et  représenté  par  I e- 
quation 

y = <f  W 5 

et  qu’enfin  le  plan  XOY  ait  aussi  un  mouvement  de  transla- 
tion rectiligne,  parallèle  à l’axe  OZ,  et  représenté  par  l’é- 
quation 

La  coexistence  de  ces  trois  mouvements  équivaut  au  mou- 
vement du  point  M dans  l’espace,  tel  que  nous  l'avions  d'a- 
bord considéré.  On  peut  donc  regarder  les  mouvements  des 
projections  du  point  M sur  les  axes  comme  étant  les  mou- 
vements composants  de  son  mouvement  absolu  , et  par  con- 
séquent les  vitesses  »/,  u,,  u j,  des  projections  m,  m,,  mx , 
sont  les  composantes  de  la  vitesse  r de  ce  point  M. 

S 48.  Mouvement  d’un  point  rapporté  à un  uystéine 
de  coordonnées  polaire».  — On  peut  encore  rapporter  les 
diverses  positions  d’un  point  mobile  à un  système  de  coor- 
données polaires.  Nous  allons  examiner  successivement  le 
ras  des  coordonnées  polaires  dans  un  plan,  et  celui  d.*s 
coordonnées  polaires  dans  l’espace. 

Soient  1*  le  pôle,  et  AP 
l’axe  polaire,  fig.  27,  aux- 
quels sont  rapportées  les  po- 
sitions du  point  mobile  M , 
qui  se  meut  en  restant  dans 
un  plan  passant  par  l’axe  AP. 

Fig.  27.  Désignons  par  r le  rayon 

vecteur  MP,  et  par  0 l’angle  MPA.  Les  quantités  r et  0 va- 
rient avec  le  temps  /,  la  connaissance  des  relations  qui  les 
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lient  à cette  dernière  variable  suffit  pour  que  le  mouvement 
du  point  M soit  complètement  connu. 

On  peut  regarder  le  point  M comme  marchant  le  long  du 
rayon  vecteur, pendantquc  ce  rayon  vecteur  tourne  aulourdu 
pèle.  La  composition  de  ces  deux  mouvements  simultanés  du 
point  M donnera  son  mouvement  réel.  Le  mouvement  du 
point  M le  long  du  rayon  vecteur  est  un  mouvement  relatif; 
dans  ce  cas,  on  lui  donne  le  nom  spécial  de  mouvement  de 
glusement . Le  mouvement  de  rotation  du  rayon  vecteur 
autour  du  pèle  est  un  mouvement  d'entrainement;  on  lui 
donne  également  ici  un  nom  spécial,  celui  de  mouvement 
de  circulation. 

La  vitesse  de  glissement  du  point  M le  long  du  rayon 
vecteur  est 

dr 

d~r 

La  vitesse  de  circulation  du  point  M,  supposé  immobile  sur 
le  rayon  vecteur,  est 

dQ 
r Tl 

Si  l’on  porte  la  première  en  MS,  sur  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  PM  ,et  la  seconde  en  MR,  suivant  une  perpen- 
diculaire à fcc  rayon  vecteur,  on  trouvera  la  vitesse  abso- 
lue MT  du  point  M,  en  appliquant  la  construction  du  paral- 
lélogramme des  vitesses  aux  deux  composantes  MR,  MS. 

§ èil.  Lorsqu’un  point 
mobile  M se  meut  d’une 
manière  quelconque  dans 
l'espace,  on  peut  définir  sa 
position  à chaque  instant  eu 
donnant  : 1°  sa  distance  r 
à un  point  lixe  ou  pôle  P, 
fig.  28  ; 2“  l’angle  0 que  le 
rayon  vecteur  MP  fait  avec  sa  projection  orthogonale  PB 
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sur  un  plan  fixe  APB;  3"  enfin  l’angle  <p  que  la  projection 
PB  fait  avec  une  ligne  fixe  PA  tracée  dans  ce  plan.  Les  trois 
coordonnées  r,  0,  <p  varient  avec  le  temps  t.  Les  relations 
qui  les  lient  à cette  dernière  variable  constituent  les  équa- 
tions du  mouvement  du  point  M. 

On  peut  regarder  le  mouvement  du  point  M dans  l’espace 
comme  résultant  de  la  composition  de  trois  mouvements  si- 
multanés, savoir  : 1°  un  mouvement  de  glissement  dn  point  M 
le  long  du  rayon  vecteur  PM  ; 2°  un  mouvement  de  rotation 
du  rayon  vecteur  PM  autour  du  point  P,  dans  le  plan  BP.M  ; 
3”  un  mouvement  de  rotation  du  plan  BP.M  autour  de  l’axe 
PZ  perpendiculaire  au  plan  APB.  La  vitesse  de  glisse- 
ment du  point  M,  le  long  du  rayon  Vecteur,  est 

ilv 

dt' 

La  vitesse  du  point  M,  supposé  immobile  sur  le  rayon  vecteur, 
pendant  que  cette  ligne  tourne  autour  du  point  P,  dans  le 
plan  BPM,  est 


La  vitesse  du  point  M,  supposé  immobile  sur  le  plan  BPM, 
pendant  que  ce  plan  tourne  autour  de  PZ,  est 

r cos  0 ^ . 
dt 

Supposons  que  l’on  porte  la  première  de  ces  trois  vitesses 
sur  le  prolongement  du  rayon  vecteur  PM  ; la  seconde  sur 
une  perpendiculaire  à PM,  menée  par  le  point  M,  dans  le 
plan  BPM  ; et  la  troisième  sur  une  perpendiculaire  au  plan 
BPM,  menée  par  le  point  M : il  suffira  d’appliquer  à ces 
trois  vitesses  composantes  , perpendiculaires  entre  elles 
deux  à deux , la  construction  du  parallélipipède  des  vi- 
tesses (§  M),  pour  trouver  la  vitesse  absolue  du  point  M 
dans  l’espace. 

*. 
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§ 50.  Mrlhoilc  de  ltobervnl , pour  le  tracé  de»  tan- 
gente» aux  courbe». — La  vitesse  d’un  point  mobileest,  à 
chaque  instant,  dirigée  suivant  la  tangente  à la  courbe  qu’il 
décrit.  Il  en  résulte  que  la  connaissance  de  cette  vitesse  en- 
traîne celle  de  la  tangente.  Concevons  que  le  mouvement  du 
mobile  soit  décompose  en  plusieurs  mouvements  compo- 
sants; si  l'on  peut  trouver  les  vitesses  simultanées  dans  ces 
mouvements  composants,  ou  simplement  les  rapports  qui 
existent  entre  elles,  on  en  déduira  la  direction  de  la  vitesse 
absolue  du  mobile,  et,  par  suite,  la  direction  de  la  tangente 
à sa  trajectoire.  Telle  est  la  méthode  indiquée  par  Roberval 
pour  le  tracé  des  tangentes  aux  courbes.  Nous  allons  donner 
quelques  exemples  de  son  application. 

Reprenons  la  conchoïdc , dont 
nous  nous  sommes  déjà  occupés 
(§  24).  Un  mène  par  le  point  fixe 
O,  fio ■ 29,  une  droite  quelconque 
OA  R,  et  l’on  porte  sur  cette  droite 
une  longueur  constante  AB,  à par- 
tir du  point  A où  (‘Ile  coupe  une 
droite  fixe  AIN  : la  conchoïdc  est 
le  lieu  des  points  R ainsi  obtenus. 
Si  nous  regardons  le  point  O 
comme  un  pôle  autour  duquel 
tourne  le  rayon  vccteurOAR,  nous 
pourrons  regarder  les  vitesses  des 
points  A et  R comme  résultant  chacune  de  la  composition 
d’une  vitesse  de  circulation  autour  du  point  O et  d’une 
vitesse  de  glissement  le  long  du  rayon  vecteur  (§  48).  Les 
vitesses  de  glissement  de  ces  deux  points  A et  R sont  évi- 
demment égales,  puisque  la  distance  de  ces  deux  points 
ne  varie  pas.  D'un  autre  côté,  leurs  vitesses  de  circulation 
sont  proportionnelles  à leurs  distances  OA,  UR,  au  point 
fixe  O.  La  vitesse  absolue  du  point  A est  dirigée  suivant  la 
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ligne  MX  ; soit  AC  cette  vitesse  : en  construisant  le  rectangle 
AECD,  on  aura  AD  pour  la  vitesse  de  circulation  du  point  A, 
et  AE  pour  sa  vitesse  de  glissement  Si  nous  traçons  BF  per- 
pendiculaire à OH,  jusqua  la  rencontre  de  la  ligne  OD  pro- 
longée, BF  sera  la  vitesse  de  circulation  du  point  B;  si  nous 
portons  en  outre , sur  le  prolongement  de  OB,  une  lon- 
gueur BG  égale  a AE,  BG  sera  la  vitesse  de  glissement  du 
point  B : la  diagonale  BH  du  rectangle  BFGH  sera  donc  la 
vitesse  du  point  B,  et,  par  conséquent,  cette  ligne  BII  sera 
la  tangente  à la  conchoïde  au  point  B. 

L’ellipse  est  le  lieu 
des  points  A , fig.  30, 
tels  que  la  somme  de 
leurs  distances  A F,  AF', 
à deux  points  fixes  F,  F', 
est  constante.  Si  nous 
regardons  le  point  A 
comme  appartenant  au  rayon  vecteur  AF , mobile  autour 
du  point  F , sa  vitesse  pourra  être  décomposée  en  une 
vitesse  de  circulation  et  une  vitesse  de  glissement.  Il  en 
sera  de  inème  si  nous  regardons  ce  point  A comme  appar- 
tenant au  rayon  vecteur  AF',  mobile  autour  du  point  F'. 
La  somme  AF  + AF'  restant  constante,  il  en  résulte  né- 
cessairement que  les  deux  vitesses  de  glissement  du  point  A 
sont  égales,  et  que,  si  l’une  des  deux  est  dirigée  suivant 
le  prolongement  de  FA,  l’autre  est  dirigée  de  A vers  F'.  Soit 
AB  la  vitesse  de  glissement  du  point  A sur  le’ rayon  vecteur 
FA  ; si  nous  connaissions  la  vitesse  de  circulation  corres- 
pondante, il  nous  suffirait  de  la  porter  sur  la  perpendicu- 
laire BC  au  rayon  vecteur  FAB,  puis  de  joindre  son  extrémité 
au  point  A : la  ligne  ainsi  obtenue  serait  la  vitesse  du  point  A. 
Soit  de  même  AD  la  vitesse  de  glissement  du  point  A sur  le 
rayon  vecteur  F' A ; en  portant  la  vitesse  de  circulation  cor- 
respondante sur  la  perpendiculaire  DE  au  rayon  vecteur  F'A, 
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et  joignant  son  extrémité  au  point  A,  nous  aurions  encore  la 
vitesse  de  ce  point.  L'extrémité  de  la  ligne  qui  représente  la 
vitesse  du  point  A,  devant  se  trouver  à la  rois  sur  BC  et  sur 
DE,  sera  donc  le  point  G,  où  les  deux  lignes  BC,  DE  se  ren- 
contrent ; et  par  conséquent  AG  sera  cette  vitesse.  L’égalité 
des  lignes  AB,  AD,  montre  que  la  ligne  AG,  qui  est  la  tan- 
gente à l'ellipse  en  A,  divise  l’angle  BAD  en  deux  parties 
égales. 

g 51.  Mouvements  simultanés  d'un  solide.  — Si  l'on 
rapporte  les  positions  successives  des  différents  points  d’un 
solide  en  mouvement  à dt^s  axes  coordonnés  qui  se  dépla- 
cent eux-mêmes  dans  l’espace,  on  trouvera  ainsi,  non  pas 
le  mouvement  absolu  du  solide,  mais  son  mouvement  relatif 
par  rapport  à ces  axes  mobiles.  On  peut  regarder  le  solide 
comme  animé  à la  fois  de  deux  mouvements,  dont  l’un  est  le 
mouvemeut  relatif  dont  nous  venons  de  parler,  et  l’autre  est 
le  mouvement  d’entrainement  qu'il  aurait  s'il  était  lié  invaria- 
blement aux  axes  mobiles.  Le  mouvement  réel  du  solide  s'ob- 
tiendra par  la  composition  du  mouvement  relatif  et  du  mou- 
vement d'entrainement  que  nous  substituons  par  la  pensée  à 
ce  mouvement  réel. 

Nous  avons  déjà  fait  usage  de  cette  considération,  qui  con- 
siste à regarder  le  mouvement  réel  d'un  solide  comme  dû  à la 
coexistence  de  deux  autres  mouvements,  lorsque  nous  avons 
dit  qu'une  vis  qui  pénètre  dans  son  écrou  glisse  le  long  de  son 
axe  et  tourne  en  même  temps  autour  de  cet  axe  (§  31). 

Un  solide  peut  d'ailleurs,  comme  un  point,  être  regardé 

comme  animé  à la  fois  de  trois,  de  quatre mouvements 

distincts,  dont  la  composition  fournira  toujours  le  mouve- 
ment réel  du  solide  dans  l’espace. 

Nous  allons  voir  comment  on  pourra  composer  entre  eux 
les  divers  mouvements  simultanés  d'un  solide,  dans  tous  les 
cas  possibles;  et,  pour  cela,  il  nous  suffira  de  nous  occuper  de 
la  composition  des  mouvements  élémentaires  simultanés, 
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puisqu'on  appliquant  les  propositions  que  nous  allons  établir 
aux  mouvements  élémentaires  qui  se  produisent  pendant  les 
éléments  successifs  du  temps,  on  en  déduira  sans  peine  la 
composition  des  mouvements  continus  simultanés  du  solide, 
de  quelque  nature  que  soient  ces  mouvements. 

§ 52.  Composition  des  mouvement*  élémentaire* 
simultanés  d’un  solide. — Composition  de*  translation s. 
— Si  un  solide  est  animé  à la  fois  de  deux  mouvements  élémen- 
taires de  translation,  chacun  de  ses  points  décrira,  en  vertu 
du  mouvement  résultant,  la  diagonale  du  parallélogramme 
coustruitsur  les  chemins  infiniment  petilsqu’il  parcourrait  en 
vertu  de  chacun  des  mouvements  composants  (§  42).  Mais 
tous  les  parallélogrammes  construits  ainsi,  pour  Jus  divers 
points  du  solide,  ont  leurs  côtés  égaux  et  parallèles;  leurs 
diagonales  seront  donc  aussi  égales  et  parallèles  : donc  le 
mouvement  résultant  du  solide  sera  encore  un  mouvement 
de  translation.  On  voit  de  plus  que  la  vitesse  du  solide,  dans 
ce  mouvement  résultant,  est  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
les  droites  qui  représentent  les  vitesses  des  mouvements  com- 
posants. 

Si  un  solide  est  animé  d’un  nombre  quelconque  de  mou- 
vements élémentaires  de  translation,  son  mouvement  résul- 
tant sera  encore  un  mouvement  de  translation;  et  la  vi- 
tesse de  ce  mouvement  résultant  se  déduira  des  vitesses  des 
mouvements  composants,  par  la  construction  du  polygone 
des  vitesses  (§  43).  Dans  le  cas  où  il  n’y  aura  que  trois 
mouvements  composants,  et  oit  les  vitesses  de  ces  trois  mou- 
vements ne  seront  pas  parallèles  à un  même  plan,  la  con- 
struction du  polygone  des  vitesses  pourra  être  remplacée  par 
celle  du  parallélipipède  des  vitesses  (§  44). 

§ 53.  Composition  d’une  translation  et  d’une  rota- 
tion.  — Considérons  un  solide  animé  à la  fois  d’une  transla- 
tion, et  d’une  rotation  autour  d’un  axe  perpendiculaire  à la 
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direelio»  de  lu  translation.  Soit  O,  fig.  31,  lu  projection  de 

l’axe  autour  duquel  s'effectue 
la  rotation,  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  flèche  a;  et  AB  la 
direction  de  la  translation , 
dont  le  sens  est  indiqué  par  la 
flèche  b.  Désignons  par  w la 
vitesse  angulaire  de  la  rota- 
tion, et  par  v la  vitesse  de  la  translation,  wf U sera  l’angle 
dont  le  solide  tourne  autour  de  l’axe  O,  pendant  le  temps 
dt,  et  rdt  sera  la  quantité  dont  il  se  déplace  parallèlement 
à AB,  en  vertu  de  la  translation,  pendant  le  même  temps. 
Abaissons  du  point  0 une  perpendiculaire  sur  AB,  et  pre- 
nons sur  cette  perpendiculaire  un  point  M tel  que  l’on  ait 


v = « x OM. 

Le  point  AI  s’abaisse  au-dessous  dcOAl,  et  perpendiculai- 
rement à celte  ligne,  d'une  quantité  u>  dt  X OM,  pendant 
le  temps  dt , en  vertu  de  la  rotation  autour  de  l’axe  O ; il  s’é- 
lève en  même  temps,  suivant  la  même  direction,  d’une  quan- 
tité r dt , en  vertu  de  la  translation  : ces  deux  quantités 
étant  égales,  d’après  la  manière  dont  le  point  AI  a été  choisi, 
il  en  résulte  que  ce  point  AI  reste  immobile.  On  conclut  im- 
médiatement de  là  que  le  mouvement  résultant  du  solide  est 
une  rotation,  autour  d’un  axe  mené  par  le  point  AI,  parallèle- 
ment à l’axe  0 de  la  rotation  composante.  Pour  trouver  la 
vitesse  angulaire  avec  laquelle  s’effectue  celte  rotation  résul- 
tante , nous  observerons  que  le  point  O se  déplace , pendant 
le  temps  dt , d'une  quantité  r dt , en  vertu  de  la  translation , 
et  qu’il  ne  se  déplace  pas  du  tout  en  vertu  de  la  rotation 
composante  ; son  déplacement  total  est  donc  r dt , et  si  nous 
le  regardons  comme  dû  à la  rotation  résultante,  il  nous  suf- 
fira de  le  diviser  par  GAI,  pour  avoir  l’angle  décrit  pendant 
le  temps  dt  en  vertu  de  cette  rotation  : le  quotient 
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vdt 

0.\1 

riant  égal  à ut  dt , d’après  la  relation  qui  nous  a servi  à dé- 
terminer OM , il  s’ensuit  que  la  vitesse  angulaire,  dans  la 
rotation  résultante,  est  égale  à w.  Le  sens  de  cette  rotation 
résultante  est  d'ailleurs  indiqué  par  la  flèche  e,  c’est-à-dire 
qu’il  est  le  même  que  celui  de  la  rotation  composante. 

Dans  le  cas  où  l'on  aura  un  solide  animé  à la  fois  d’une 
translation,  et  d’une  rotation  autour  d’un  axe  non  perpendi- 
culaire à la  direction  de  la  translation , on  décomposera  la 
translation  en  deux  composantes  (§§  bî  et  à5),  dont  l'une 
soit  parallèle  à l’axe  de  la  rotation  , et  l’autre  lui  soit  per- 
pendiculaire. On  composera  la  seconde  de  ces  translations 
composantes  avec  la  rotation,  ce  qui  donnera  une  rotation 
égale  autour  d’un  axe  parallèle  au  premier.  Il  restera  alors 
une  rotation  , et  une  translation  dirigée  suivant  l’axe  de  cette 
rotation  , dont  la  coexistence  équivaut  à un  mouvement  héli- 
coïdal, tel  que  le  mouvement  d’une  vis  qui  pénètre  dans  son 
écrou  (§  31). 

Le  mouvement  héliçoïdal  élémentaire  d'un  solide  pouvant 
être  regardé  comme  résultant  delà  composition  d’une  rota- 
tion autour  de  l’axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement 
du  solide,  et  d’une  translation  le  long  de  cet  axe,  il  est  facile 
d’en  conclure  l’expression  de  la  vitesse  d’un  point  quelcon- 
que du  solide  mobile.  Si  l’on  désigne  par  r la  vitesse  de  la 
translation , para)  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  , et  par 
r la  distance  du  point  que  l’on  considère  à l’axe  instantané 
de  rotation  et  de  glissement,  on  aura 

r et  a)  r 

pour  les  deux  composantes  de  la  vitesse  du  point;  et  comme 
ces  deux  composantes  sont  dirigées  à angle  droit  l’une  sur 
l’autre,  la  vitesse  résultante  a pour  valeur 
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On  voit  par  là  que  la  vitesse  d’un  point  du  solide  mobile  est 
d’autant  plus  grande  que  ce  point  est  plus  éloigné  de  l’ase 
instantané  de  rotation  et  de  glissement  ; et  que  cet  axe  est  le 
lieu  des  points  du  solide  dont  la  vitesse  est  minimum. 

j § Sh.  Composition  des  ro- 

a-'  talions  autour  d’axes  paral- 

tï tu o Irles.  — Supposons  qu’un  so- 

F'S- s-  lide  soit  animé  à la  fois  de  deux 

rotations  autour  de  deux  axes  parallèles  projetés  en  O,  O , 
fig.  32,  dans  le  sens  des  flèches  a,  a',  et  avec  des  vitesses 
angulaires  co,  co  . Prenons , sur  la  ligne  00',  un  point  M tel 
que  l’on  ait 

w x OM  = m'  X 0'  M. 

En  vertu  de  la  rotation  co  dt  autour  de  l’axe  0,  le  point  M 
s’abaisse  au-dessous  de  00'  d’une  quantité  todt  x OM  ; en 
vertu  de  la  rotation  co ' dt  autour  de  l’axe  0',  ce  point  M s’é- 
lève au-dessus  de  00'  d’une  quantité  co ' dt  x.  O'M  : ces  deux 
déplacements  simultanés  étant  égaux  et  directement  opposés, 
il  s’ensuit  que  le  point  M reste  immobile.  Donc  le  mouve- 
ment résultant  est  une  rotation  autour  d’un  axe  qui  passe 
par  le  point  M , et  qui  est  parallèle  aux  axes  des  rotations 
composantes.  Cet  axe  de  la  rotation  résultante,  situé  dans  le 
plan  des  axes  des  rotations  composantes,  et  entre  ces  deux 
axes,  divise  la  distance  00'  (pii  les  sépare  en  deux  parties 
OM,  O'M  , inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angu- 
laires co,  «'.  Le  déplacement  total  OOi  du  point  0 est  dû  uni- 
quement à la  rotation  co  d t autour  de  l’axe  0',  et  est  égal  à 
co dix  00'  ; si  l’on  regarde  ce  déplacement  total  comme 
dû  à la  rotation  résultante  autour  de  l’axe  M,  l’angle  décrit 
pendant  le  temps  dt,  dans  celte  rotation  résultante , sera 
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00.  ta' d t 00' 

ÔM  = ÔM 


En  observant  qucOO'— OM+O'M  , et  tenant  compte  de  lu 

relation  ({ui  a servi  à définir  le  point  AI,  on  trouvera  que  cet 

angle  décrit  pendant  le  temps  d /,  dans  la  rotation  résultante,  c ^\_ 

est  égal  à u>  *°  c ’* 


(co  -f-  ta1' J dt  : 

donc  la  vitesse  angulaire,  dans  le  mouvement  résultant,  est 
&)  + &>',  c’est-à-dire  la  somme  des  vitesses  angulaires  dans  les 
mouvements  composants.  La  rotation  résultante , autour  de 
l’axe  M , s’effectue  d’ailleurs  dans  le  sens  de  la  llèclie  b, 
c’est-à-dire  dans  le  même  sens  que  chacune  des  rotations 
composantes. 

En  raisonnant  absolument  de  la  même  manière , dans  le 
cas  où  un  solide  serait  animé  de  deux  rotations  de  sens  con- 


0^ 

o 


ira  ires,  autour  d’axes  parallèles , avec  des  vitesses  angulaires 
go,  c a,  et  supposant  taxa ',  on  arrive  au  résultat  suivant.  Le 
mouvement  résultant  est  une  rotation  autour  d’un  axe  paral- 
lèle aux  axes  des  rotations  composantes,  situé  dans  le  plan 
de  ces  deux  axes , en  dehors  de  la  portion  du  plan  qu’ils 
comprennent  entre  eux  ; et  du  côté  de  l’axe  correspondant  à 
la  plus  grande  vitesse  angulaire  w ; les  distances  de  cet  axe 
de  la  rotation  résultante  aux  axes  des  rotations  composantes, 
sont  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires 
correspondantes  co,w';  la  rotation  résultante  a lieu  dans  le 
sens  de  la  rotation  composante  dont  la  vitesse  est  w , et  la 
vitesse  angulaire  de  cette  rotation  résultante  est  égale  à 


w — m'. 


Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  rotations  composantes, 
autour  d’axes  parallèles,  s’effectuent  en  sens  contraires  et 
avec  des  vitesses  angulaires  égales , il  résulte  de  ce  qui  vient 
d’être  dit  que  le  mouvement  absolu  du  solide  est  une  rotation 
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autour  d’un  axe  situé  à l’infini,  dans  le  plan  des  axes  des  ro- 
tations composantes , et  que  cette  rotation  s’effectue  avec  une 
vitesse  angulaire  nulle;  c’est-à-dire  que  le  mouvement  résul- 
tant doit  être  une  translation  dirigée  perpendiculairement 
au  plan  des  axes  des  rotations  composantes.  On  peut  le  re- 
connaître directement  de  la  manière  suivante.  Soient  t),  O', 
(iy.  33,  les  axes  des  rotations  composantes,  et  ta  leur  vitesse 


angulaire  commune.  Peu- 
dant  le  temps  dt,  un  point 
H •’  M ® quelconque  M pris  entre  les 
FiB‘  ”•  deux  axes,  et  dans  leur  plan, 

s’élève  d’une  quantité  ta  dt  x O.M,  perpendiculairement  à ce 
plan,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  l’axe  Oj  il  s’élève,  sui- 
vant la  même  direction,  d’une  quantité  ta  d t x O .M , en  vertu 
de  la  rotation  autour  de  l’axe  0'  : son  déplacement  total  est 
donc  wrf/x(0M  + 0'M),  ou  ce  qui  est  la  même  chose 
ta  dt  y.  00',  c’est-à-dire  qu’il  est  indépendant  de  la  position 
du  point  M sur  le  plan  des  deux  axes  0,0',  et  entre  ces  deux 
axes.  De  même  un  point  quelconque  M',  pris  sur  le  plan  des 
axes  0,0',  en  dehors  de  ces  axes,  s’élève  d t?  ta  dt  x O.M’, 
pendant  le  temps  d t , en  vertu  do  la  rotation  autour  de  l’axe 
0 ; il  s’abaisse  en  même  temps  de  tad  t x O’.M',  en  vertu  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  0'  : son  déplacement  total  est  donc 
>adt  x O.M' — ta  dt  x O .M',  ou  encore  dt  x 00',  comme 
pour  le  point  M.  Il  suit  de  là  que  l’existence  simultanée  de 
deux  rotations  égales  et  de  sens  contraires,  autour  d’axes  pa- 
rallèles, ce  qui  constitue,  suivant  l’expression  admise,  un  cou- 
ple de  rotation*,  équivaut  à une  translation  dirigée  perpen- 
diculairement au  plan  des  axes  des  deux  rotations,  ou  au 
plan  du  couple;  et  que  la  vitesse  de  cette  translation  s’ob- 
tient en  multipliant  la  vitesse  angulaire  commune  des  deux 
rotations,  par  la  distance  des  axes  autour  desquels  ces  rota- 
tions s’effectuent  (w  x 00  ). 

Si  un  solide  est  animé  à la  lois  d’un  nombre  quelconque 
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dp  rotations  de  même  sens  autour  d’axes  parallèles,  on  trou- 
vera facilement  son  mouvement  résultant,  en  composant 
d'abord  deux  de  ces  rotations  en  une  seule , comme  nous 
l'avons  dit  au  commencement  de  ce  paragraphe  : composant 
ensuite  la  rotation  résultante  ainsi  obtenue  avec  une  troi- 
sième des  rotations  dont  il  s’agit  ; puis  celte  seconde  rota- 
tion résultante  avec  une  quatrième  des  rotations  données, 
et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  résultant  définitif  sera  donc 


une  rotation,  de  même  sens  que  les  rotations  composantes 
données,  autour  d’un  axe  parallèle  aux  axes  dé  ces  rotations 
composantes  ; et  la  vitesse  angulaire  résultante  sera  la 
somme  des  vitesses  angulaires  composantes.  Dans  le  cas  où 
un  solide  sera  animé  à la  fois  d’un  nombre  quelconque  de  ro- 
tations autour  d'axes  parallèles,  les  unes  dans  un  sens,  les 
autres  dans  le  sens  opposé,  on  trouvera  le  mouvement  ré- 
sultant de  la  manière  suivante  : on  composera  d’abord  en 
une  seule  toutes  les  rotations  qui  ont  lieu  dans  un  sens,  puis 
ou  ea  fera  autant  des  autres  rotations  qui  ont  lieu  en  sens 
contraire  ; enfin,  on  composera  entre  elles  les  deux  rotations 
résultantes  partielles  ainsi  obtenues,  ce  qui  donnera,  pour  le 
mouvement  résultant  du  solide,  une  translation  ou  une  ro- 
r a talion,  suivant  que  les  vitesses  angu- 


laires de  ces  deux  rotations  résultan- 
tes partielles  seront  égales  ou  iné- 
gales. 

§ 55.  Composition  des  rotations 
autour  d'axes  concourants.  — Con- 
sidérons un  solide  animé  de  deux 
rotations  élémentaires  simultanées  au- 
tour de  deux  axes,  AB,  CD,  qui  pas- 
sent par  un  même  point  E,  fig.  3ù,  et 
représentons  par  co,  a»',  les  vitesses 
angulaires  correspondant  à chacune 


d’elles.  Le  point  E ne  se  déplaçant  en  vertu  d’aucune  de  ces 


S 
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deux  rotations,  il  est  clair  que  le  mouvement  résultant  sera 
une  rotation  autour  d’un  axe  passant  par  le  point  E (§  27). 
Pour  trouver  cet  axe»  imaginons  que  nous  portions  sut1  les  di- 
rections Ail,  CD,  et,  à partir  de  leur  point  de  rencontre  E,  des 
longueurs  EF,  EG,  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires 
m,  eu';  supposons  en  outre  que  ces  longueurs  soient  portées 
dans  un  sens  tel,  qu’en  mettant  son  œil  au  point  E,  et  regar- 
dant, soit  dans  la  direction  EF,  soit  dans  la  direction  EG,  on 
voie  la  rotation  correspondante  s’effectuer  dans  le  sens  dans 
lequel  nous  voyons  habituellement  tourner  les  aiguilles  snr 
le  cadran  d’une  horloge  ou  d’une  montre.  Cela  fait,  cottstrui- 
sohs  un  parallélogramme  EFGH,  sur  les  deux  lignes  EF,  EG; 
nous  allons  voir  que  la  diagonale  EH  de  ce  parallélogramme 
est  précisément  l’axe  de  la  rotation  résultante. 

En  effet,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  AB,  et  pendant 
le  temps  dt,  le  point  H s’élève  au-dessus  du  plan  BED,  d’une 
quantité  o>  dt  x HP  ; en  vertu  de  la  rotation  autour  de  CD 
et  dans  le  même  temps,  ce  point  H s’abaisse  an-dessous  du 
pian  BED  d’une  quantité  co'  dt  x HQ.  ür,  les  deux  trian- 
gles HFP,  GHQ,  étant  semblables , il  s’ensuit  qu’on  a 

HP  HF  EG_  Q) 

HQ  ~ HG  “ EF  ~ « ’ 

on  en  déduit 


w x HP=&)  x HQ  : 

donc  les  déplacements  simultanés  co  d t x HP,  &>'  dt  x I1Q, 
du  point  H,  dus  aux  deux  rotations  composantes,  sont  égaux 
entre  eux,  et  comme  ils  sont  tous  deux  dirigés  perpendiculai- 
rement au  plan  BED  et  eu  sens  contraire  l’un  de  l’autre,  il  en 
résulte  que  le  point  H reste  immobile.  La  ligne  EH  est  donc 
bien  l’axe  autour  duquel  s’effectue  la  rotation  élémentaire 
qui  constitue  le  mouvement  résultant  du  solide. 

Reste  à trouver  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire  ü 
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dans  ce  mouvement  résultant.  Pour  y arriver,  observons  que 
le  point  G se  déplace  d’une  quantité  udt  x GR,  en  vertu  de 
la  rotation  autour  de  AB,  et  qu’il  ne  se  déplace  pas  en  vertu 
de  la  rotation  autour  de  CT)  : son  déplacement  total  est  donc 
w rfr  X GR.  D un  autre  côté,  si  l’on  regarde  ce  déplacement 
total  du  point  G comme  dû  à la  rotation  résultante,  oh  trouve 
qu’il  a pour  valeur  Q dt  y GS;  on  doit  donc  avoir 

carfr  XGR=ü«fr  x GS, 

d'où  l’on  tire 

Ü_GR 

"w~GS 

Or,  les  deux  triangles  EFH,  EGH,  sont  égaux  ; les  pro- 
duits EF  x GR  et  EH  x GS,  qui  représentent  les  doubles 
de  leurs  surfaces,  sont  donc  aussi  égaux;  on  en  déduit 

GR  _ EH 
GS  EF’ 

et  par  conséquent  on  a 

EH 

w ~ EF 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  vitesses  angulaires  composantes 
w et  «•  sont  représentées  par  les  longueurs  ËF,  ÈG,  aux- 
quelles elles  sont  proportionnelles,  la  vitesse  angulaire  ré- 
sultante û sera  représentée  par  la  longueur  EH.  Quant  au 
sens  de  la  rotation  résultante , il  est  aisé  de  voir  qu’il  est 
bien  tel,  que,  si  l’on  mettait  son  œil  au  point  E,ct  qu’on  re- 
gardât dans  la  direction  EH,  on  verrait  le  solide  tourner  dans 
le  sens  où  nous  voyons  tourner  les  aiguilles  d’une  horloge. 

D’après  cela,  les  lignes  EF,  EG  étant  prises  de  manière  à 
représenter  les  directions  des  axes  des  rotations  composan- 
tes, ainsi  que  la  grandeur  et  1e  sens  de  la  vitesse  angulaire 
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autour  de  chacun  de  ces  axes,  la  diagonale  EH  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  lignes  EF,  EG,  représente  de 
même  la  direction  de  l’axe  de  la  rotation  résultante,  ainsi 
que  la  grandeur  et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  correspon- 
dante. Cette  proposition  constitue  ce  qu’on  nomme  le  paral- 
lélogramme de  s rotations. 

La  construction  que  nous  venons  de  démontrer,  et  qui  sert 
à composer  entre  elles  deux  rotations  élémentaires  simulta- 
nées d’un  solide  autour  de  deux  axes  qui  passent  par  un 
même  point,  est  entièrement  analogue  à la  construction  à 
l’aide  de  laquelle  on  compose  deux  vitesses  simultanées 
d’uu  même  point  (§  42).  Nous  pouvons  en  conclure  de  suite 
que,  quand  on  aura  à composer  entre  elles  un  nombre  quel- 
conque de  rotations  élémentaires  simultanées  d’un  solide  au- 
tour d’axes  dont  les  directions  concourent  toutes  en  un 
même  point,  on  y arrivera  en  opérant  de  même  que  quand  il 
s'agit  de  trouver  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de 
vitesses  simultanées  d'un  point.  Ou  représentera  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  relative  à chacune  des 
rotations  composantes , au  moyen  d’une  certaiue  longueur, 
portée,  comme  nous  l’avons  dit,  sur  l’axe  autour  duquel  s’ef- 
fectue cette  rotation.  On  traitera  les  diverses  lignes  ainsi  ob- 
tenues comme  si  elles  étaient  les  vitesses  simultanées  d’un 
point,  et,  à l’aide  du  polygone  des  vitesses  (§43),  on  trouvera 
leur  résultante.  La  ligne  ainsi  obtenue  fera  connaître  la  direc- 
tion de  l’axe  de  la  rotation  résultante  cherchée,  et  aussi  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  résul- 
tante. Cette  construction,  qui  a pour  objet  de  trouver  la  rota- 
tion résultante  d’un  solide  animé  à la  fois  d'un  nombre  quel- 
conquede  rotations  composantes  autour  d’axes  concourants, 
se  nomme  polygone  des  rotations. 

Dans  le  cas  où  les  rotations  composantes  sont  au  nombre 
de  trois,  et  où  les  axes  de  ces  rotations  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  on  peut  remplacer  le  polygone  des  rotations  par 
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II11P  construction  analogue  au  parallélipipéde  des  vitesses 
3 ; on  désigne  cette  construction  spéciale  sous  le  nom  de 

parallélipipéde  de*  rotation*. 

S AG.  Composition  de  deux 
.*•  rotation * autour  d'are*  non 
situe'*  dan*  un  même  plan.  — 
Soient  A B, -CD,  fig.  35,  les  axes 
des  deux  rotations  élémentaires 
simultanées  d’un  solide.  Nous 
supposons  que  ces  axes  ne  sont 
pas  situés  dans  un  même  plan. 
Par  un  point  E,  pris  sur  AB, 
menons  CIV  parallèle  à CD. 
Nous  pouvons  regarder  la  ro- 
tation autour  de  CD  comme  ré- 
sultant de  la  composition  d’une  rotation  égale  et  de  même 
sens  autour  de  CD',  et  d’une  translation  dirigée  perpendi- 
culairement au  plan  CDCD'  (§  53).  Cette  translation,  de 
même  grandeur  et  de  même  sens  que  le  déplacement  élé- 
mentaire du  point  E dû  à la  rotation  autour  de  CD,  s’ef- 
Icctue  suivant  EF,  avec  une  vitesse  égale  au  produit  de  la 
vitesse  angulaire  autour  de  CD,  par  la  distance  des  paral- 
lèles CI),  CD’.  Si  nous  substituons  à la  rotation  autour  de 
CD,  les  deux  mouvements  simultanés  dont  nous  venons  de 
parler,  c’est-à-dire  la  rotation  autour  de  C'D'  et  la  transla- 
tion suivant  EF,  nous  aurons  à composer  entre  eux  trois 
mouvements  élémentaires , savoir  : la  rotation  autour  de 
AB,  la  rotation  autour  de  C'D',  et  la  translation  suivant  EF. 

Celte  composition  s’effectuera  de  la  manière  suivante  : on 
composera  d’abord  les  deux  rotations  autour  de  AB  et  de 
C'D',  à l’aide  du  parallélogramme  des  rotations  (§  55)  ; 
puis  on  composera  la  rotation  résultante  ainsi  obtenue  avec 
la  translation  suivant  EF  (§  53),  ce  qui  donnera  nécessaire- 
ment un  mouvement  hélicoïdal,  puisque  EF,  perpendiculaire 
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au  plan  CD  CTV,  ne  peut  pas  être  perpendiculaire  à l’axe  de 
la  rotation  résultante  qui  est  situé  dans  le  plan  AEC'. 

§ 57.  Composition  des  mouvements  quelconques.  — 
Tout  mouvement  élémentaire  d’un  solide  équivaut  à la 
coexistence  d’une  rotation  autour  d’un  axe  et  d’une  transla- 
tion le  long  de  cet  axe.  La  composition  de  deux  mouvements 
élémentaires  quelconques  d’un  solide  revient  donc  à la  com- 
position de  quatre  mouvements  simultanés,  dont  deux  sont 
des  mouvements  de  translation,  et  les  deux  autres  des  mou- 
vements de  rotation.  Si  l’on  compose  d’abord  les  deux  rota- 
tions entre  elles,  ou  trouvera  en  général  pour  résultat,  une 
rotation  unique  et  une  translation  (§  56)  ; si  l’on  compose 
ensuite  les  deux  translations  entre  elles,  et  avec  celle  qui 
peut  résulter  de  la  composition  des  deux  rotations,  on  ob- 
tiendra une  translation  unique  : les  mouvements  élémen- 
taires donnés  seront  donc  remplacés  par  une  rotation  et  une 
translation,  ce  (pii  donnera  en  général  un  mouvement  liéli- 
çoïdal  (§  53). 

Si  un  solide  est  animé  à la  fois  de  plus  de  deux  mouve- 
ments élémentaires  quelconques,  on  trouvera  le  mouvement 
résultant  du  solide  de  la  manière  suivante  : on  composera 
entre  eux  deux  des  mouvements  donnés,  et  l’on  obtiendra  ainsi 
un  mouvement  résultant  partiel  de  même  nature  que  chacun 
des  mouvements  composants,  d’après  ce  que  nous  venons  de 
dire;  on  composera  ensuitecc  mouvement  résultant  partiel 
avec  un  troisième  des  mouvements  composants  ; puis  le  se- 
cond mouvement  résultant  partiel  qui  en  proviendra  , avec 
un  quatrième  des  mouvements  composants;  et  ainsi  de  suite. 
Le  résultat  définitif  sera  en  général  un  mouvement  héli- 
çoidal,  ce  qui  devait  être  nécessairement,  puisque  le  mouve- 
ment héliçoïdal  est  le  mouvement  élémentaire  le  plus  général 
dont  un  solide  puisse  être  animé. 

§ 58.  Décomposition  d'un  mouvement  élémentaire 
quelconque  d'un  solide,  en  trois  translations  parallèles 
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à Irai*  axes  rectangulaire s,  et  en  trois  rotations  autour 
de  ces  axes.  — Supposons  qu’un  solide  mobile  soit  rapporté 
à trois  axes  coordonnes  rectangulaires  OX , OY,  OZ,  et  con- 
sidérons un  point  faisant  partie  du  solide,  ou  lié  invariable- 
ment à lui,  qui  coïncide  avec  l’origine  O au  commencement 
du  mouvement  élémentaire  dont  nous  nous  occupons.  Nous 
pouvons  décomposer  ce  mouvement  élémentaire  du  solide, 
en  une  translation  égale  et  parallèle  au  mouvement  du  point 
dont  nous  venons  de  parler,  et  une  rotation  autour  d'un  axe 
passant  par  ce  point  (§  31).  La  translation  peut  toujours  se 
décomposer  en  trois  translations  dirigées  respectivement 
suivant  les  axes  OX,  OY,  OZ  (§  § 52  er45);  la  rotation  s’ef- 
fectuant autour  d’un  axe  qui  passe  par  le  point  O,  peut  égale- 
ment sc  décomposer  en  trois  rotations  autour  des  mêmes  axes 
(§  § 55  et  55).  Donc  tout  mouvement  élémentaire  d’un  so- 
lide peut  se  décomposer  en  trois  translations  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires  pris  à volonté  et  en  trois  rotations 
autour  de  ces  axes. 

g 59.  Théorie  «les  mouvements  relatifs.  — Mou- 
vement relatif  d’un  point , par  rapport  à un  système 
d'axes  unime  d'un  mouvement  de  translation  duns  l’es- 
pace. — Un  point  mobile  décrit  dans  l’espace  la  trajectoire 
MAI’M",  fig.  36,  et  se  trouve  en  M à la  fin  du  temps  /, 
en  Al'  à la  fin  du  temps  t',  en  Al'  à la  fin  du  temps  t ",  etc. 
On  rapporte  ce  point  à un  système  d’axes  A E,  A n,  A t,  qui 
se  déplacent  en  restant  parallèles  aux  axes  fixes  OX,  OY, 
OZ , et  on  se  propose  de  trouver  le  mouvement  relatif  qui 
en  résulte,  c’est-à-dire,  le  mouvement  apparent  du  point 
mobile,  pour  un  observateur  qui  participerait  au  mouvement 
des  axes  mobiles,  Ai-,  A r,,  A Ç. 

Soit  A A'  A"  la  trajectoire  de  l’origine  mobile,  qui  se  trouve 
en  A à la  fin  du  temps  1,  en  A'  à la  fin  du  temps  t ',  en  A"  à 
la  tin  du  temps  t'' , etc.  A la  fin  du  temps  t,  l’observateur, 
que  nous  supposerons  placé  à l’origine  des  axes  mobiles,  voit 
5. 
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le  point  mobile  suivant  la  direction  AM,  A la  (indu  temps  / , 

il  le  voit  suivant 
A M'.  Menons 
A A égale  et  pa- 
rallèle à A AI  ; il 
faudrait  que  le 
point  mobile  se 
trouvât  en  X à la 
lin  du  temps  t\ 
pour  que  l’obser- 
?.  valeur  crût  qu’il 
ne  s’est  pas  dé- 
placé pendant  le 
iïs  sa.  temps  t'  — /.  Au 

lieu  de  cela , le 
point  mobile  est  en  Al'  à la  lin  du  temps  /'  .•  il  doit  donc  sem- 
bler être  allé  de  N en  Al'  pendant  ce  temps  /' — t.  Alais  l'ob- 
servateur, qui  se  croit  immobile,  rapporte  au  point  A ce 
que  nous  venons  de  trouver  pour  le  point  A';  en  sorte  que, 
si  par  ce  point  A nous  menons  une  droite  A ni  égale  et  pa- 
rallèle à A AI',  c’est  le  chemin  Mm',  égal  et  parallèle  à X AI', 
qui  lui  semble  avoir  été  parcouru  par  le  point  mobile.  De 
même,  si  l’on  mène  par  le  point  A une  droite  A/n"  égale  et 
parallèle  à A "AI  ",  on  obtient  la  position  m"  où  le  point  mo- 
bile semble  être  venu  se  placer  à la  fin  du  temps  / et  ainsi 
de  suite.  La  ligne  Al  mm"  est  la  trajectoire  du  mouvement 
relatif. 

Si  /' — t est  infiniment  petit,  Al  AI",  AI  ni",  AI  X sont  les  dé- 
placements élémentaires  simultanés,  dans  le  mouvement 
absolu  du  point  mobile,  dans  son  mouvement  relatif,  et  dans 
le  mouvement  de  l’origine  des  axes  mobiles;  le  premier  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  autres. 
Lu  divisant  ces  déplacements  par  t — t,  ou  a les  vitesses  cor- 
respondantes dans  ces  trois  mouvements,  vitesses  qui  sont 
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dirigées  suivant  les  lignes  MM\  Mm',  MX:  donc  la  vitesse 
absolue  du  point  mobile  est  la  résultante  de  sa  vitesse  rela- 
tive et  de  la  vitesse  de  l’origine  des  axes  mobiles.  Soient  MT, 

MS,  MR,  fi  g.  37,  ces  trois 
vitesses, si  l’on  prolonge  MR, 
au  delà  du  point  M , d’une 
quantité  M R’  égale  à M K,  M S 
sera  la  diagonale  du  parallé- 
logramme MR'ST  : donc  la 
vitesse  relative  MS  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue 
MT,  et  d’une  vitesse  Mit'  égale  et  contraire  à la  vitesse 
.M  R de  l’origine  des  axes  mobiles. 

Concevons  que  les  coordonnées  x,  y,  r du  point  mobile, 
rapportées  aux  axes  ÜxesOX,  OY,  ÜZ,  fig.  36,  soient  don- 
nées en  fonction  du  temps  t par  les  relations  suivantes  : 

*=/(0  » y = <?(0  , *=+(<)• 

Concevons  en  outre  que  les  coordonnées  xi,  y ,,  2,  de 
l’origine  des  axes  mobiles  soient  également  données  en  fonc- 
tion du  temps  t par  les  relations  : 

'*>  =/>{<)  , ÿi  = <?.(<)  , 2l  = |i(t)- 

Les  coordonnées  £,  r,,  £ du  point  mobile,  rapportées  aux 
axes  mobiles  A£,  A/,,  AÇ,  seront  liées  au  temps  t par  les 
relations  : 

5=/(0—  />(')»  >!=? (0— 9. (0  , ?=<{, (<)  — •}.(«). 

Ce  sont  les  équation * du  mouvement  relatif. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  le  point  dont  on  cher- 
che le  mouvement  relatif  est  en  repos  absolu.  Scs  coordon- 
nées, rapportées  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ, auront  alors  des 
valeurs  constantes. 

x — a , y i=  b , z — c ; 
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Pt  par  suite  les  équations  de  son  mouvement  relatif  devien- 
dront 


l~a—  /,  (f)  , r,  = b — <p.(t)  , K = c— 


évidemment  fournies  par  les  formules 

x'  — a—fi  (t)  , ÿ = b — , z'=c—  <J/,  (/). 

Donc  les  coordonnées  de  l’origine  mobile  A,  par  rapport  aux 
axes  fixes  M X',  M V',  AI  Z , sont  constamment  égales  aux 
coordonnées  de  M rapportées  aux  axes  mobiles  Aç,  Ay,  A£. 
Un  en  conclut  nécessairement  que  la  trajectoire  relative  ou 
apparente  du  point  M,  par  rapport  à ces  axes  mobiles,  est 
symétrique  de  la  trajectoire  réelle  du  point  A.  Ces  trajec- 
toires sont  symétriques  l’une  de  l’autre,  et  non  égales,  parce 
que  les  coordonnées  .r , r'  du  point  A se  comptent  eu 
sens  contraires  des  coordonnées  relatives  £,  y,  Ç du  point. M ; 
elles  seraient  égales,  si  les  coordonnées  x' , y',  z,  tout  eu 
ayant  respectivement  les  mêmes  valeurs  que  Ç,  y,,  Ç,  se  romp- 
aient sui  vaut  les  axes  M X”,  AI  Y",  AI  Z . 
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Dans  le  cas  particulier  où,  le  point  M étant  en  repos  ab- 
solu, le  point  A décrit  une  trajectoire  plane,  la  trajectoire 
apparente  on  relative  du  point  M est  aussi  plane.  El  comme 
deux  figures  planes  symétriques  sont  en  même  temps  égales, 
on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  la  trajectoire  apparente  du 
point  M est  exactement  la  même  que  la  trajectoire  réelle  du 
point  A : ces  deux  trajectoires  ne  diffèrent  que  par  la  position 
qu’elles  occupent.  Nous  pouvons  citer,  comme  exemple,  le 
mouvement  annuel  de  la  terre  autour  du  soleil  ; dans  ce  mou- 
vement, la  terre  décrit  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  un 
des  foyers  : il  en  résulte  que,  pour  un  observateur  placé  sur 
la  terre,  le  soleil  semble  décrire  annuellement  une  ellipse 
égale  à la  précédente,  dont  un  des  foyers  est  occupé  par  la 

§(i().  Mouvement  rela- 
tif d’un  point , par  rap- 
port à un  tyxtème  d'aveu 
animé  d’un  mouvement 
de  rotation.  — Soit  AB, 
ftg.  .19, l’axe  de  rotation  du 
système  d’axes  mobiles  par 
rapport  auxquels  nous  vou- 
lons déterminer  le  mouve- 
ment relatif.  Nous  pou- 
vons, si  nous  voulons,  sup- 
poser que  le  système  d’axes 
mobiles  ail  été  choisi  de 
manière  (pie  l’un  d'eux  coïncide  avec  cet  axe  AB. 

Soient  M,  .M',  M"  les  positions  du  point  mobilcà  la  fin  des 
temps  f,  Le  point  M,  considéré  comme  lié  aux  axes 
mobiles,  décrit  un  cercle  .M  N”  N",  en  vertu  de  la  rotation  de 
ces  axes  autour  de  A B,  et  se  trouve  par  exemple  en  N'  à la 
lin  du  temps  et  en  N"  à la  fin  du  temps  I*  est  le  centre 
de  ce  cercle.  Four  que  le  point  mobile  parût  être  dans  la 
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même  position  à la  (in  du  temps  t'  qu’à  la  lin  du  temps  t,  pour 
l’observateur  qui  se  meut  avec  les  axes,  il  faudrait  que  ce 
point  se  trouvât  en  N'  à la  lin  du  temps  t'  ; mais  il  est  alors 
en  M'  : donc  il  a paru  aller  de  IV  en  M'.  L’observateur,  ne  se 
croyant  pas  en  mouvement,  rapporte  cette  trajectoire  appa- 
rente à la  position  M qu’avait  d’abord  le  point  mobile;  en 
sorte  que,  pour  lui,  le  mobile  a semblé  aller  de  M en  m', 
cette  ligne  M m'  étant  la  ligne  N'  M'  qu’on  a fait  tourner  au- 
tour de  AB,  jusqu’à  ce  que  N'  vienne  en  M.  De  même  le  point 
mobile  devrait  être  en  N",  à la  fin  du  temps  t ",  pour  sembler 
occuper  la  même  place  qu’à  la  fin  du  temps  t;  il  est  alors 
en  M"  : il  a donc  paru  aller  de  N"  en  M”,  ou  plutôt  de  M 
en  m",  la  ligne  M m"  n’étant  autre  que  la  ligne  N"  M"  qu’on 
a fait  tourner  autour  de  AB,  jusqu’à  ce  que  N"  vienne 
en  M. 

La  trajectoire  du  mouvement  relatif  du  point  mobile  est 
donc  M ni  ni'.  Il  est  clair  que,  pour  l’obtenir,  on  peut  don- 
ner à chaque  instant  au  point  mobile  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  A B,  égal  et  contraire  au  mouvement  des  axes 
mobiles  autour  de  celte  ligne  ; en  composant  le  mouvement 
absolu  du  point  mobile  avec  ce  nouveau  mouvement,  on 
trouvera  son  mouvement  relatif  ou  apparent. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  particulier  où  le  point 
dont  on  cherche  le  mouvement  relatif  est  en  repos  absolu 
dans  l’espace,  ce  mouvement  relatif  est  un  mouvement  de 
rotation,  égal  et  contraire  au  mouvement  de  rotation  des 
axes  mobiles.  On  eu  trouve  un  exemple  dans  le  mouvement 
diurne  des  astres  ; ce  mouvement  n’est  qu’une  apparence  due 
à ce  que  la  terre  est  animée  d’un  mouvement  de  rotation 
égal  et  contraire,  autour  de  la  ligne  des  pôles. 

§ 61.  Mouvement  relatif  d'un  point , par  rupport  à un 
tytlème  d'axe t qui  te  déplace  d’une  manière  quelconque 
dant  /'et pare.  — Il  est  facile  de  généraliser  ce  qui  précède, 
de  manière  à déterminer  le  mouvement  relatif  d’un  point  par 
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rapport  à un  système  d’axes  qui  se  déplace  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace. 

Imaginons  que  l’on  donne  à l'ensemble  du  point  mobile 
et  des  axes  mobiles  auxquels  on  le  compare,  un  mouvement 
commun  quelconque;  le  mouvement  relatif  du  point  par  rap- 
port aux  axes  ne  sera  pas  changé  par  l’existence  de  ce  mou- 
vement commun.  Si  l’on  choisit  ce  mouvement  commun  de 
telle  manière  qu’à  chaque  instant  il  soit  égal  et  contraire  au 
mouvement  que  possèdent  les  axes  à cet  instant,  ceux-ci  se 
trouveront  réduits  à l’état  de  repos  ; quant  au  point  mobile,  il 
sera  animé  d’un  mouvement  résultant  de  la  composition  du 
mouvement  qu’il  avait  d’abord,  et  de  celui  qu'on  vient  en  ou- 
tre de  lui  donner  : ce  mouvement  résultant  ne  sera  autre 
chose  que  le  mouvement  relatif  cherché. 

Il  est  aise  de  voir  d'après  cela  que  la  vitesse  du  point  mo- 
bile à un  instant  quelconque,  dans  son  mouvement  relatif,  est 
la  résultante  de  sa  vitesse  absolue,  et  d’une  vitesse  égale  et 
contraire  à celle  qu'il  aurait  s’il  était  lié  invariablement  aux 
axes  mobiles,  dans  la  position  qu’il  occupe  à cet  instant. 

§ 62.  Mourement  relatif  de  deux  solides  qui  se  dépla- 
cent chacun  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace.  — 
Lorsque  deux  solides  A,  B,  se  meuvent  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  on  trouve  le  mouvement  du  solide  A 
par  rapport  au  solide  B,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
rapport  à des  axes  coordonnés  que  l’on  suppose  liés  invaria- 
blement à ce  solide  Bel  mobiles  avec  lui,  eu  opérant  comme 
nous  venons  de  l'indiquer  dans  le  paragraphe  précédent.  Un 
attribue  à l'ensemble  des  solides  A et  B un  mouvement  com- 
mun égal  et  contraire  au  mouvement  du  solide  B.  Ce  so- 
lide B se  trouve  ainsi  ramené  à l’état  de  repos  ; et  si  l’on  com- 
pose le  mouvement  qu’avait  le  solide  A avec  celui  qu’on  vient 
de  lui  donner,  on  trouve  un  mouvement  résultant  qui  est  pré- 
cisément le  mouvement  relatif  cherché. 

3 63.  Théorie  du  roulement  et  du  glissement  des 
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solide*  le*  un*  sur  le»  outre*.  — Nous  avons  parlé  d'une 
courbe  roulant  sur  une  autre  courbe,  et  d’une  surface  roulant 
sur  une  attire  surface,  lorsque  nous  avons  cherché  à nous 
faire  une  idée  de  la  manière  dont  s'effectue  le  mouvement 
continu  d’une  figure  plane  dans  son  plan,  et  d’un  solide  dans 
l’espace.  Quoique  l'on  ait  facilement  compris  alors  eu  quoi 
consistait  ce  roulement , nous  allons  en  donner  ici  une  défi- 
nition précise,  afin  que  l'on  voie  clairement  quelle  est  la  na- 
ture de  ce  genre  de  mouvement,  dans  tous  les  cas  où  il  peut 
se  présenter. 

Un  dit  qu’une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe,  lorsque 
la  première  courbe  se  meut  par  rapport  à la  seconde  sans 
qu’elles  cessent  d’être  tangentes  l’une  à l’autre,  et  qu’en  ou- 
tre le  point  de  contact  se  déplace  en  même  temps  de  quantités 
égales  sur  ces  deux  courbes.  Cette  dernière  condition  peut 
d’ailleurs  être  énoncée  autrement,  en  disant  que  les  diverses 
parties  de  la  première  courbe  viennent  successivement  s’ap- 
pliquer sur  des  arcs  de  même  longueur  de  la  seconde 
courbe. 

Lorsque  deux  solides  se  meuvent  l’un  par  rapport  à l’autre, 
et  que  leurs  surfaces  se  touchent  constamment  par  un  point, 
le  point  de  contact  se  déplace  en  général  sur  chacune  de  ces 
surfaces.  Considérons  le  lieu  géométrique  des  positions  que 
ce  point  de  contact  occupe  successivement  sur  la  surface  du 
premier  solide,  et  aussi  le  lieu  géométrique  des  positions 
qu’il  occupe  sur  la  surface  du  second  solide.  Si,  dans  le  mou- 
vement des  deux  solides  l’un  par  rapport  à l’autre,  la  pre- 
mière de  ces  deux  courbes  roule  sur  la  seconde,  conformé- 
ment à la  définition  que  nous  venons  de  donner  du  roulement 
des  courbes,  on  dit  que  le  premier  solide  roule  sur  le  second. 

Deux  solides  peuvent  se  toucher  à la  fois  par  plus  d’un 
point.  S'il  y a un  nombre  fini  de  points  de  contact  isolés  h-s 
uns  des  autres,  il  y aura  roulement  des  deux  solides  l’un  sur 
l’autre,  pour  ceux  de  ces  points  de'contact  pour  lesquels  les 
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conditions  qui  ont  été  indiquées  dans  le  cas  d’un  seul  point 
de  contact  seront  remplies. 

Dans  le  cas  où  deux  solides  se  touchent  par  nn  nombre  infini 
de  points  de  contact,  formant  par  leur  ensemble  ce  qu’on 
nomme  une  ligne  de  contact,  on  dit  qu’il  y a roulement  de 
l’un  sur  l’autre  dans  toute  l'étendue  de  la  ligne  de  contact, 
lorsque  les  choses  se  passent  comme  nous  allons  l’indiquer. 
Concevons  qu’on  ait  tracé  une  courbe  quelconque  sur  la  sur- 
face du  premier  solide,  de  telle  manière  que  celte  courbe 
rencontre  la  ligne  de  contact  du  premier  solide  avec  le  se- 
cond, dans  les  diverses  positions  qu’elle  prend  successivement 
sur  ce  premier  solide.  Concevons  en  outre  que  l'on  ait  mar- 
qué, sur  la  surface  du  second  solide,  la  suite  des  points  où 
cette  surface  est  touchée  successivement  par  la  courbe  que 
l'on  a tracée  sur  la  surface  du  premier;  celte  suite  de  points 
de  contact  formera  une  autre  courbe  tracée  sur  la  surface  du 
second  solide.  Si,  dans  le  mouvement  du  premier  solide  sur  le 
second,  les  deux  courbcsdont  nous  venons  de  parler  roulent 
l'une  sur  l’autre,  de  quelque  manière  que  la  première  de  ces 
courbes  ait  été  tracée  sur  le  solide  correspondant,  il  y a rou- 
lement du  premier  solide  sur  le  second,  tout  le  long  de  leur 
ligne  de  contact. 

§ 64.  La  définition  que  nous  venons  de  donner  du  rou- 
lement d'une  courbe  sur  une  autre,  ou  d’un  solide  sur  un 
autre,  dans  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ne  sup- 
pose en  aucune  manière  que  l’une  des  deux  courbes,  ou  l’un 
des  deux  solides,  est  en  repos.  Le  roulement  est  ahtolu  ou 
relatif,  suivant  que  l’une  des  deux  courbes  ou  l’un  des  deux 
solides  est  immobile,  ou  bien  que  les  deux  courbes  ou  les 
deux  solides  se  déplacent  en  même  temps  dans  l’espace.  Le 
roulement  relatif  peut  d’ailleurs  être  ramené  à un  roulement 
absolu,  par  le  moyen  que  nous  avons  indiqué  pour  ramener 
un  mouvement  relatif  quelconque  à un  mouvement  absolu 

(S  62). 
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Lorsqu'uue  courbe  uiobile  roule  sur  mie  courbe  immobile, 
soit  que  ces  courbes  existent  seules,  soit  quelles  se  trouvent 
tracées  sur  les  surfaces  de  deux  solides  qui  roulent  l’un  sur 
l'autre,  il  est  clair  que  le  point  de  contact  des  deux  courbes, 
considère  comme  appartenant  à la  courbe  mobile,  reste  en 
repos  pendant  un  intervalle  de  temps  inUnimcnt  petit  ; le 
mouvement  élémentaire  de  la  courbe  mobile,  ou  du  solide 
auquel  elle  appartient,  doit  doue  être  une  rotation  autour 
d'un  axe  passant  par  ce  point  de  contact  2 ■ H résulte 

de  là  que, si  un  solide  en  mouvement  touche  constamment*  un 
solide  immobile  par  plusieurs  points,  et  s'il  y a roulement  du 
premier  solide  sur  le  second  en  chacun  de  ces  points  de  con- 
tact, le  mouvement  élémentaire  du  solide  mobile  est  à chaque 
instant  une  rotation  autour  d’uu  axe  passant  par  ses  divers 
points  de  contact  avec  le  solide  immobile  ; et  que,  par  con- 
séquent, tous  ces  points  sont  nécessairement  en  ligne  droite. 
Dans  le  cas  où  le  solide  en  mouvement  touche  le  solide  immo- 
bile eu  une  infinité  de  points,  formant  une  ligne,  il  ne  peut 
y avoir  roulement  du  premier  solide  sur  le  second  tout  le 
long  de  leur  ligne  de  contact,  qu'autaut  que  cette  ligne  est 
droite.  Pour  qu'un  solide  puisse  ainsi  rouler  d’une  manière 
continue,  pendant  un  temps  quelconque,  sur  un  antre  solide 
immobile,  tout  le  long  d’une  ligne  de  contact  de  leurs  sur- 
faces, il  est  nécessaire  que  les  surfaces  de  ces  deux  solides 
soient  des  surfaces  réglée*. 

(x*  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir,  pour  le  cas 
du  roulement  absolu  d'un  solide  mobile  sur  un  solide  immo- 
bile dont  il  touche  la  surface  en  plusieurs  points,  est  directe- 
ment applicable  au  cas  d’un  roulement  relatif  ; puisqu'un 
pareil  roulement  peut  être  ramené  à un  roulement  absolu 
des  mêmes  solides  se  touchant  successivement  par  les  mêmes 
points. 

26â.  Toutes  les  fois  que  deux  solides  sout  en  mouvement, 

I un  par  rapport  à l'autre,  sans  que  leurs  surfaces  cessent 
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«le  se  toucher,  et  que  les  conditions  qui  caractérisent  le  rou- 
lement (§  G S)  ne  sont  ]ias  remplies , on  dit  qu’il  y a g/inne- 
ment  de  l’un  des  solides  sur  l’autre.  Le  glissement  est  a b no  lu 
ou  relatif,  suivant  qu’un  seid  des  deux  solides  se  meut  dans 
l’espace,  ou  bien  qu’ils  sont  tous  deux  en  mouvement.  Nous 
n’avons  besoin  de  nous  occuper  que  du  glissement  absolu, 
puisque  le  glissement  relatif  peut  toujours  être  ramené  à 
éll-e  un  glissement  absolu,  par  l’application  de  ce  qui  a été 
dit  dans  le  paragraphe  62. 

Il  peut  arriver  que  le  contact  des  deux  solides,  que  nous 
supposerons  d’abord  n’avoir  lieu  qu’en  un  point,  reste  tou- 
jours en  un  interne  point  de  la  surface  de  l’un  de  ces  solides, 
et  qu’en  même  temps  il  se  déplace  sur  la  surface  de  l’autre. 
La  quantité  dont  les  points  des  deux  surfaces,  qui  coïnci- 
daient au  commencement  d’un  mouvement  élémentaire  quel- 
conque du  solide  mobile,  se  trouvent  écartés  l’un  de  l’autre 
à la  fui  de  ce  mouvement  élémentaire,  forme  ce  «pi ’on  nomme 
le  glinnemeut  élémentaire  ; la  vitesse  de  celui  de  ces  deux 
points  qui  appartient  au  solide  mobile,  est  la  ritenne  de  (j /in- 
ternent. 

Lu  général,  le  point  de  contact  se  déplace  à la  fois  sur  les 
surfaces  des  deux  solides.  Le  glissement  élémentaire  est  tou- 
jours la  quantité  dont  les  deux  points  «pii  coïncidaient  se 
sont  écartés  en  vertu  d’un  mouvement  élémentaire  du  solide 
mobile,  et  la  vitesse  de  glissement  est  toujours  la  vitesse  de 
celui  de  ces  deux  points  qui  appartient  au  solide  mobile;  ce 
glissement  élémentaire,  et  la  vitesse  de  glissement  qui  lui  cor- 
respond, sont  toujours  dirigés  dans  le  plan  tangent  commun 
aux  deux  solides  mené  par  leur  point  de  contact. 

Le  mouvement  du  solide  mobile  peut  se  décomposer  à 
chaque  instant  en  un  mouvement  de  rotation  autour  d’un 
axe  passant  par  son  point  de  contact  avec  le  solide  immo- 
bile, et  un  mouvement  de  translation  : la  vitesse  de  ce  mou- 
vement de  translation  est  précisément  la  vitessede glissement. 
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Le  solide  en  mouvement  peut  loucher  le  solide  immobile, 
par  plusieurs  points  isolés  et  en  nombre  fini,  ou  bien  par 
une  infinité  de  points  formant  une  ligne  ou  même  une  sur- 
face de  contact.  Dans  ce  cas,  on  peut  dire  pour  chacun  de 
ces  points  ce  que  nous  venons  de  dire  du  point  de  contact 
unique,  dans  le  cas  où  nous  supposions  qu'il  n’y  eu  avait 
qu’un.  Il  y a un  glissement  élémentaire  et  une  vitesse  de 
glissement  pour  chacun  de  ces  points  de  contact,  et  on  les 
déterminera  exactement  de  la  même  manière  que  si  les  so- 
lides ne  se  touchaient  que  par  un  point. 

§ 6G.  Application  aux  Engrenages.  — Les  engre- 
nages sont  des  organes  de  machines  destinés  à transmettre 
le  mouvement  de  rotation  d’un  arbre  à un  autre  arbre.  Ils  se 
composent  de  roues,  garnies  de  dents  sur  tout  leur  contour, 
ou,  suivant  l’expression  admise,  de  roue*  dentée»,  que  l'on 
adapte  aux  arbres  entre  lesquels  on  veut  établir  cette  com- 
munication de  mouvement.  Les  dents  de  la  roue  montée  sur 
le  premier  arbre  pénètrent  entre  les  dents  de  la  roue  que 
porte  le  second  arbre,  ou,  en  d'autres  termes,  les  dents  des 
deux  roues  engrènent  les  unes  avec  les  autres;  eu  sorte  que 
l’un  des  deux  arbres  ne  peut  pas  tourner  sans  que  l’autre 
tourne  en  même  temps. 

On  construit  les  dents  des  engrenages  de  telle  manière 
que,  si  le  mouvement  de  rotation  de  l’une  des  deux  roues  est 
uniforme,  le  mouvement  qui  on  résulte  pour  l’autre  roue  soit 
aussi  uniforme;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  de  manière 
que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  roues  reste 
constant,  quel  que  soit  le  mouvement  de  l’une  d’elles. 

Nous  distinguerons  les  engrenages  cylindriques,  qui  ser- 
vent à établir  la  communication  du  mouvement  de  rotation 
entre  deux  arbres  de  directions  parallèles;  et  les  engrenages 
coniques,  qui  jouent  le  même  rôle  dans  le  cas  de  deux  ar- 
bres dont  les  axes  de  rotation  concourent  en  un  même  point. 

§ G7.  Engrenage»  cylindrique ».  — Soient  O,  U , 
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N-  40,  les  projections  des  axes  de  deux  arbres  parallèles, 


mouvement.  Divisons  la  distance  ÜO'  en  deux  parties  OA, 
O'A,  telles  que  l’on  ait 


' OA  _ w 
O'A  - w 5 


puis  décrivons  deux  .circonférences  de  cercle,  des  points 
O,  O’  comme  centres,  avec  OA  et  O’A  pour  rayons  : ces  deux 
circonférences  se  nomment  les  circonférence*  primi/ire» 
de  l’engrenage. 

L’arc  décrit  pendant  le  temps  <//,  par  un  point  de  la  cir- 
conférence OA,  est  égal  à w dt  x OA;  l’arc  décrit  dans  le 


même  temps  par  un  point  de  la  circonférence  O'A,  est  égal 
à w dt  x O'A  : donc  ces  deux  arcs  sont  égaux,  d’après  la 
position  que  le  point  A occupe  sur  la  ligne  00'.  Ainsi  l’en- 
grenage doit  être  construit  de  manière  qu’il  passe  en  même 
temps  des  arcs  égaux  des  deux  circonférences  primitives  par 
la  ligne  des  centres.  On  en  conclut  facilement  que,  pendant  le 
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mouvement  des  deux  roues,  les  circonférences  primitives 
roulent  Pline  sur  l'autre  (§  6.1). 

On  adopte  pour  surfaces  des  dents  des  roues,  des  surfaces 
cylindriques  ayant  leurs  génératrices  parallèles  aux  axes  des 
arbres;  on  n'a  donc  qu’à  déterminer  la  forme  des  bases  de 
ces  surfaces  cylindriques,  c’est-à-dire  les  profils  des  dents. 
Le  profil  des  dents  de  l’une  des  deux  roues  peut  être  pris  ar- 
bitrairement ; celui  des  dents  de  l’autre  roue  s’en  déduira 
par  la  condition  que,  le  mouvement  se  transmettant  par  ('in- 
termédiaire de  ces  dents,  les  circonférences  primitives  de 
l’engrenage  roulent  l’une  sur  l’autre. 

Soit  Ab  le  profil  d’une  dent  de  la  roue  O’.  Si  l'on  fait  tour- 
ner les  deux  roues  indépendamment  l’une  de  l'autre,  en  leur 
donnant  les  vitesses  angulaires  &>,  w’,  le  profil  de  la  dent 
correspondante  de  la  roue  U devra  rester  constamment  tan- 
gent à la  courbe  AB,  tant  que  ces  deux  dents  se  trouveront 
dans  des  conditions  convenables  pour  être  en  prise  l’une 
avec  l’autre,  eu  égard  à leur  longueur.  Il  en  sera  encore  de 
même  si,  outre  les  mouvements  de  rotation  isolés  dont  nous 
venons  de  parler,  on  donne  à l’ensemble  des  deux  roues  nu 
mouvement  commun  de  rotation  égal  et  contraire  au  mou- 
vement de  la  roue  O,  afin  de  réduire  cette  roue  O à l'état  de 
repos,  et  de  donner  à la  roue  ()’  nu  mouvement  absolu  qui 
soit  précisément  le  mouvement  relatif  quelle  avait  par 
rapport  à la  roue  O (§  62).  Le  mouvement  que  prendra 
ainsi  la  roue  O’  sera  évidemment  un  roulement  de  la  cir- 
conférence primitive  (VA,  sur  la  circonférence  OA  supposée 
immobile.  Donc  le  profil  AD.AI,  que  l'on  doit  donner  à la  dent 
de  la  roue  O,  est  1 ’enrefoppe  des  positions  successives  que 
prend  la  courbe  AB,  lorsqu’elle  est  entraînée  par  le  cercle 
O’A,  roulant  sur  le  cercle  OA. 

Le  cercle  (VA,  roulant  comme  nous  venons  de  le  dire  sur 
le  cercle  OA  qui  reste  immobile,  et  étant  venu  dans  une  po- 
sition quelconque  O'i  Ai  de  manière  à toucher  le  cercle  OA 
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pii  C,  on  obtient  le  point  où  la  position  correspondante  Ai  81 
de  la  courbe  AB  touche  son  enveloppe,  en  abaissant  du 
point  C la  normale  CD  sur  A,  Bi.  Car  le  cercle  mobile,  en 
continuant  à rouler,  tourne  d'abord  d'une  quantité  inlinimenl 
petite  autour  du  centre  instantané  C.  Soit  DCD' l'angle  dont 
il  tourne  ainsi  : l’arc  DD’  de  la  courbe  Ai  B,  peut  être  re- 
gardé comme  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  C comme  cen- 
tre, avec  CD  pour  rayon.  Après  la  rotation  infiniment  petite 
dont  nous  parlons,  le  point  D'  de  la  courbe  Ai  Bi  sera  donc 
venu  en  D ; et  par  suite  le  point  D est  situé  à la  fois  sur  la 
courbe  Ai  B,  et  sur  la  position  infiniment  voisine  qu’elle  va 
prendre  en  tournant  autour  du  point  C : donc  enfin  le  point 
D appartient  à l’enveloppe,  qui  est  le  lieu  géométrique  des 
intersections  successives  de  la  courbe  mobile  AB. 

Le  profil  des  dents  de  la  roue 
O étant  déduit  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire  du  profil  adopté 
arbitrairement  pour  les  dents  de 
la  roue  ()',  considérons  ces  deux 
roues  dans  une  position  telle 
que  les  deux  profils  se  touchent 
en  un  point  quelconque  M,  fig. 
41.  D’après  ce  qui  a été  dit,  la 
ligne  AM  est  la  normale  com- 
mune aux  deux  profils  en  M. 
Le  mouvement  relatif  de  la  roue 
0'  par  rapport  à la  roue  0 étant 
un  mouvement  de  roulement  du 
cercle  O'A  sur  le  cercle  OA,  le 
mouvement  relatif  élémentaire 
de  cette  roue  0'  sera  une  rotation  infiniment  petite  autour 
du  point  À ; dans  ce  mouvement  élémentaire,  le  profil  E F 
adapté  à la  roue  0'  glisse  d’une  certaine  quantité  sur  le 
profil  Cil  adapté  à la  roue  O : nous  allons  déterminer  la 
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valeur  do  ce  glissement.  La  roue  ()  tourne  avec  une  vitesse 
angulaire  w,  et  la  roue  O'  avec  une  vitesse  angulaire  w'  ; 
lorsque  nous  donnons  à l’ensemble  des  deux  roues  un  mou- 
vement égal  et  contraire  au  mouvement  de  la  roue  O,  pour 
ramener  celle-ci  à l’état  de  repos,  et  faire  prendre  à la  roue 
O'  un  mouvement  absolu  égal  au  mouvement  relatif  qu’elle 
avait  d’abord  , cette  roue  O'  se  trouve  animée  à la  fois  d’une 
vitesse  angulaire  w autour  de  l’axe  O,  et  d’une  vitesse  angu- 
laire w',  de  même  sens  que  la  précédente , autour  de  l’axe 
O'  : ces  deux  rotations  simultanées  de  la  roue  O',  considé- 
rées pendant  l’élément  de  temps  dt,  équivalent  à une  rota- 
tion unique  autour  d’un  axe  parallèle  aux  axes  O,  O',  mené 
par  le  point  A,  et  la  vitesse  angulaire  de  cette,  rotation  ré- 
sultante est  égale  à w -F-  w'  (§  5 h).  L’angle  décrit  par  la  roue 
O',  pendant  le  temps  dt , en  vertu  de  son  mouvement  re- 
latif, est  donc  ( w -f-  w')  dt;  et  si  nous  désignons  par  p la 
longueur  de  la  normale  A M,  nous  aurons 

p (w  + &>')  dt 

pour  le  déplacement  relatif  élémentaire  du  point  M pris  sur 
le  profil  E F,  c’est-à-dire  pour  ce  que  nous  nommons  le  glis- 
sement élémentaire  (§  65).  Si  nous  désignons  par  d*  l’arc 
infiniment  petit  de  chacune  des  circonférences  primitives  qui 
passe  parla  ligne  des  centres  pendant  le  temps  dt,  et  par 
les  rayons  OA,  O' A de  ces  circonférences,  nous  aurons 

ds  , ds 

w dt  = — , w dt  — — 

• r r 

et  par  suite  l’expression  du  glissement  élémentaire  de- 
viendra 

§ 68.  Engrenage ft  coniques.  — Dans  le  cas  où  les  axes 
de  rotation  des  deux  arbres  concourent  vers  un  même  point 
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S,  fig-  ù2,  on  détermine  la  forme  des  dents  des  roues  qui  doi- 


vent transmettre  le  mou- 
vement de  rotation  de 
l’un  de  ces  deux  arbres 
à l’autre , par  des  con- 
sidérations analogues  à 
celles  que  nous  venons 
de  présenter  pour  le  cas 
où  les  axes  des  deux  ar- 
bres sont  parallèles. 

Soit  encore  w la  vi- 


Fig.  42.  tesse  angulaire  de  l’ar- 

bre qui  tourne  autour  de  l'axe  S N,  et  w celle  de  l’autre 
arbre,  qui  tourne  autour  de  SX'.  Prenons,  dans  le  plan 
N S N',  un  point  A tel  que  les  distances  0 A,  O'A  de  ce  point 
aux  axes  S N,  S N'  satisfassent  à la  condition 


OA  _ w' 
O'A  ~ w 5 


puis  décrivons,  des  points  O,  O',  comme  centres,  dans  des 
plans  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  SX,  S N', 
des  circonférences  de  cercle  ayant  O A et  O'A  pour  rayons. 
L’intersection  des  plans  de  ces  deux  cercles  passe  par  le 
point  A ; elle  est  perpendiculaire  au  plan  N S N',  et  par  con- 
séquent aux  deux  lignes  OA,  O'A  : donc  cette  intersection  est 
une  tangente  commune  aux  deux  cercles  en  A.  Si  nous  re- 
gardons les  deux  circonférences  O A,  O'A  comme  les  bases 
de  deux  cônes  ayant  tous  deux  le  point  S pour  sommet, 
ces  deux  cônes,  qui  se  touchent  le  long  de  la  génératrice  A S, 
se  nomment  les  cônes  primitifs  de  l’engrenage. 

Pendant  le  mouvement  des  deux  arbres,  les  deux  circonfé- 
rences O A,  O'A , roulent  l’une  sur  l’autre  ; on  le  reconnaît 
exactement  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  engre- 
6, 
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nages  cylindriques.  Les  deux  cônes  primitifs  roulent  égale- 
ment l’un  sur  l’autre. 

On  prend  pour  surfaces  des  dents  des  deux  roues  des  sur- 
faces coniques  ayant  le  point  S pour  sommet  commun.  Si  l’on 
donne  arbitrairement  la  surface  des  dents  de  l'une  des  deux 
roues,  on  détermine  celle  des  dents  de  l’autre  roue,  en  faisant 
rouler  le  cône  primitif  de  la  première  roue  sur  le  cône  pri- 
mitif de  la  seconde  : la  surface  cherchée  n’est  autre  chose 
que  V enveloppe  des  positions  successives  que  prend  la  sur- 
face donnée,  en  vertu  de  ce  roulement.  Il  est  aisé  de  voir,  en 
outre,  que  le  plan  qui  passe  à un  instant  quelconque  par  la 
ligne  de  contact  des  deux  cônes  primitifs  et  par  la  ligne  de 
contact  des  surfaces  coniques  de  deux  dents,  appartenant 
l’une  à la  première  roue,  l’autre  à la  seconde  roue,  est  dirigé 
normalement  à ces  dernières  surfaces,  tout  le  long  de  leur 
ligne  de  contact. 

Si  l’on  veut,  à un  instant  quelconque,  déterminer  le  glis- 
sement élémentaire  des  dents  l’une  sur  l'autre,  en  un  point  M 
pris  sur  leur  ligne  de  contact,  on  y arrivera  encore  comme 
dans  le  cas  des  engrenages  cylindriques.  Pour  trouver  le 
mouvement  relatif  élémentaire  de  la  roue  O’,  par  rapport  à la 
roue  O,  pendant  le  temps  dt,  compté  à partir  de  l'instant 
que  l’on  considère,  appliquons  à l’ensemble  des  deux  roues 
U,  O',  un  mouvement  commun  égal  et  contraire  au  mouve- 
ment de  la  roue  0 ; cette  roue  O sera  réduite  au  repos,  et  la 
roue  O' sera  animée  à la  fois  d’une  vitesse  angulaire  co  autour 
de  l’axe  S N,  et  d’une  vitesse  angulaire  o>'  autour  de  l’axe 
S N'.  Mais  ces  deux  rotations  simultanées  de  la  roue  O’  équi- 
valent à une  rotation  unique  (§  55),  autour  d’un  axe  que  l’on 
reconnaîtra  sans  peine  être  dirigé  suivant  la  ligne  de  contact 
S A des  deux  cônes  primitifs  ; et  la  vitesse  angulaire  ti  de 
cette  rotation  résultante  sera  représentée  par  la  diagonale 
SH  du  parallélogramme  SFGH,  si  les  côtés  SF,  SG  sont 
pris  de  manière  à représenter  les  vitesses  angulaires  compo- 
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saules  w,  u'.  Si  l’on  désigne  l’angle  OSA  par  *,  el  l’angle 
O'S  A pal*  x,  on  a 

S 11  — S F cos  x + SG  cos  a'  ; 
on  aura  donc  aussi 

Ü = w cos  a -f  w'  cos  x. 

D’après  cela,  l’angle  décrit  par  la  roue  O',  dans  son  mou- 
vement relatif  élémentaire  autour  de  l’axe  SA,  sera  égal  à 

(«  cos  x + co'  cos  «’)  dt  ; 

el  si  l’on  désigne  par  p la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M dont  on  veut  évaluer  le  glissement,  sur 
l’axe  de  rotation  instantané  SA,  on  aura 

p (co  cos  x •+-  w’  cos  x)  dt 

pour  le  glissement  élémentaire  de  ce  point  M.  Désignons 
encore  par  d»  l’arc  infiniment  petit  de  chacune  des  circon- 
férences OA,  O’ A qui  traverse  le  plan  N S N'  pendant  le 
temps  dt,  et  par  r,  r les  rayons  UA,0'A  de  ces  circonfé- 
rences, et  cette  expression  du  glissement  élémentaire  du 
point  M deviendra 

P | ÿ COS  7.  + V COS  Xj  ds. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’expression  analogue,  trouvée  dans 
le  cas  des  engrenages  cylindriques,  n’est  qu’un  cas  particu- 
lier de  celle  que  nous  venons  d’obtenir  : il  suffit  en  effet 
de.  supposer  x et  x nuis  dans  cette  dernière  expression,  pour 
qu’elle  devienne  identique  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
engrenages  cylindriques. 
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ACCÉLÉRATION  DANS  LE  MOUVEMENT  D’UN  POINT. 


§ 69.  Accélération  dans  le  mouvement  rectiligne 
uniformément  varié.  — Considérons  un  point  se  mou- 
vant en  ligne  droite,  d’un  mouvement  uniformément  accé- 
léré (§  11).  L’équation  de  ce  mouvement  est  delà  forme 

j = «-+-  bt+  c t1, 

et  la  vitesse  est  donnée  à un  instant  quelconque  par  la  re- 
lation 

v — b -f-  Ici. 

Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  remarqué,  daus  un  pareil  mou- 
vement, la  vitesse  r s’accroît  proportionnellement  au  temps 
t;  et  2 c est  la  quantité  dont  elle  s’accroît  daus  l’unité  de 
temps. 

On  peut  dire  que  2 c sert  de  mesure  au  degré  plus  ou 
moins  grand  de  rapidité  ou  de  lenteur  avec  lequel  s’effectue 
l’accroissement  de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  particulier 
dont  on  s’occupe.  Cette  quantité  2c  est  désignée  sous  le  nom 
à' accélérai  ion.  On  voit  qu’elle  joue,  relativement  à la  varia- 
tion de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment accéléré,  le  rôle  que  joue  la  vitesse  relativement  à la 
variation  de  l’arc  de  trajectoire  qui  sépare  le  point  mobile 
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d’un  point  fixe  de  cette  trajectoire , dans  le  mouvement  uni- 
forme (§  G).  Cette  définition  de  l'accélération,  établie  en 
admettant  implicitement  que  b et  c sont  tous  deux  positifs, 
s'applique,  en  général,  quels  que  soient  les  signes  de  h et  c ; 
c’est-à-dire  que,  dans  le  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment varié  quelconque,  représenté  également  par  l’équation 
ci-dessus,  on  désigne  toujours  2 c sous  le  nom  d’accéléra- 
tion. On  voit  que  l’accélération  est  positive  ou  négative  en 
même  temps  que  c. 

Pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt,  la  vi- 
tesse r s’accroît  de  2c  dt  : c’est  ce  que  nous  nommerons 

r élément  de  ri  texte  aeqnixe,  ou  la  vitexxc  acquise  e'iémen- 

% 

taire,  correspondant  à ce  temps  infiniment  petit.  Il  suflit 
comme  on  voit  de  diviser  la  vitesse  acquise  élémentaire  par 
dt,  pour  avoir  l’accélération. 

§ 70.  Arcéléralion  dans  le  mouvement  rectiligne 
varié  en  général.  — Nous  avons  vu  (§  8)  par  quelles  con- 
sidérations on  est  autorisé  à regarder  un  mouvement  varié 
quelconque  comme  étant  la  succession  d’une  infinité  de  mou- 
vements uniformes  dont  chacun  a lieu  pendant  un  intervalle 
de  temps  infiniment  petit.  Des  considérations  entièrement 
analogues , appliquées  au  cas  d’un  mouvement  rectiligne 
dans  lequel  la  vitesse  varie  d’une  manière  quelconque  d’un 
instant  à un  autre,  nous  permettront  également  de  regarder 
le  mouvement  rectiligne  varié  en  général,  comme  étant  la 
succession  d’une  infinité  de  mouvements  rectilignes  unifor- 
mément variés,  tous  de  même  direction,  dont  chacun  a lieu 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit. 

Cela  posé,  on  nomme  accélération- à un  instant  quelcon- 
que, dans  un  mouvement  rectiligne  varié,  l’accélération  du 
mouvement  rectiligne  uniformément  varié  qui  forme  un 
des  éléments  du  mouvement  rectiligne  varié  à l’instant  que 
l’on  considère. 

Soit  v la  vitesse  du  mobile  à la  fin  du  temps  /,  et  v -+-  de 
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ce  que  devient  celte  vitesse  à la  lin  dn  temps  / + «//,  dr  est 
la  vitesse  acquise  par  le  mobile  pendant  l'élément  de  temps 
dt.  Si  nous  regardons  le  mouvement  comme  uniformément 
varié  pendant  cet  élément  du  temps,  conformément  à ce 
que  nous  venons  de  dire,  nous  n’aurons  qu’à'  diviser  la  vi- 
tesse acquise  élémentaire  dr  par  le  temps  dt , pour  avoir 
l'accélération  à la  fin  du  temps  t ; en  sorte  que,  si  nous  dé- 
signons celle  accélération  par  j,  nous  aurons 


Si  le  mouvement  rectiligne  varié  a pour  équation 

*=/(«). 

on  en  déduit 

»=/(»). 

, et  par  suite 

j =f'  (0- 

g 71.  La  loi  de  variation  de  la  vitesse  du  mobile,  dans  le 
mouvement  rectiligne  varié,  peut  être  représentée  par  une 
ligne  courbe,  de  même  que  précédemment  nous  avons  repré- 
senté pur  une  courbe  la  loi  de  variation  de  la  distance  qui 
sépare  le  mobile  d’un  point  fixe  de  sa  trajectoire  (§  5).  Il 
sudit  en  effet,  pour  cela,  de  représenter  un  temps  quelcon- 
que / par  une  certaine  ligne  dont  la  longueur  lui  soit  pro- 
portionnelle, et  de  regarder  celte  ligne  et  celle  qui  repré- 
sente la  vitesse  correspondante  r du  mobile,  comme  étant 
l'abscisse  et  l’ordonnée  d’un  point,  rapportées  à un  système 
d'axes  coordonnés  rectangulaires.  La  forme  de  la  courbe, 
dont  les  différents  points  correspondent  ainsi  aux  divers 
systèmes  de  valeurs  de  t et  de  r,  donnera  une  idée  nette  de 
a manière  dont  la  vitesse  du  mobile  varie  avec  le  temps. 

Dans  le  cas  du  mouvement  uniformément  varié,  la  vi- 
tesse variant  proportionnellement  au  temps,  la  courbe  qui 
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représente  la  loi  de  celle  variation  de  la  vitesse  se  réduit  à 

une  ligne  droite  A B,  fîg.  US. 
L’accélération  , dans  un  pareil 
mouvement,  étant  la  quantité 
dont  la  vitesse  du  mobile  s’ac- 
croît dans  limité  de  temps,  on 
l’obtiendra  par  une  construc- 
tion analogue  à celle  qui  nous 
a permis  de  trouver  la  vitesse 
dans  le  cas  du  mouvement  uni- 
forme dont  la  loi  est  également 
représentée  par  une  ligne  droite  (§  7).  On  mènera,  par  un 
poiul  quelconque  C,  une  ligne  CD  parallèle  à l’axe  OT  et 
égale  à la  ligne  que  l’on  a adoptée  pour  représenter  l’unité 
de  temps  ; puis , par  le  point  I),  on  mènera  une  parallèle  DE 
à l’axe  0 V , jusqu’à  la  rencontre  de  la  ligue  A B,  en  E : la 
longueur  de  la  ligne  D E fera  connaître  la  quantité  dont  la 
vitesse*  s’accroît  dans  1’unilé  de  temps,  c’est-à-dire  l'accélé- 
ration. Il  est  à peine  nécessaire  d'ajouter  que  la  construc- 
tion que  nous  venons  d’expliquer,  eu  admettant  implicite- 
ment que  la  vitesse  augmente  avec  le  temps,  s’appliquerait 
également  dans  le  cas  où  la  vitesse  irait  en  diminuant,  c’est- 
à-dire  où  l’accélération  serait  négative. 

Lorsqu'un  mouvement  rectiligne  n’est  pas  uniformément 
varié,  la  ligne  qui  représente  la  loi  de  variation  de  la  vitesse 
du  mobile  n'est  plus  une  ligne  droite.  11  est  aisé  de  voir  que 
la  considération  sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyés 
pour  définir  l’accélération,  et  qui  consiste  à regarder  le  mou- 
vement varié  comme  formé  par  la  succession  d’une  infinité 
de  mouvements  uniformément  variés  ayant  lieu  chacun  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  revient  à re- 
garder la  courbe  qui  représente  la  loi  de  variation  de  la 
\ilesse  du  mobile  comme  un  polygone  infinitésimal. 

Soit  C,  fig.  U U , le  point  de  celle  courbe  qui  correspond  à 
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une  valeur  quelconque  / du  temps.  Le  mouvement  unifor- 
mément varié  qui  forme  un 
des  éléments  du  mouvement 
varié , à l'instant  que  nous 
considérons,  est  représenté 
par  l'élément  de  la  courbe 
a A B correspondant  au  point 

- C;etsi  ce  mouvement  uni— 

forinément  varié  se  conti- 
riB>  nunil  pendant  un  temps  quel- 

conque, il  serait  représenté  par  le  prolongement  rectiligne 
de  l'élément  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler,  c’est- 
à-dire  par  la  tangente  CD.  L’accélération  dans  le  mouve- 
ment varié  à la  fm  du  temps  /,  étant  précisément  l’accélé- 
ration de  ce  mouvement  uniformément  varié  (§  70),  nous 
en  trouverons  la  valeur  on  opérant  sur  la  tangente  C D 
comme  nous  avons  opéré  il  n'y  a qu’un  instant  sur  la  ligne 
A B delà  fig.  U 3.  Traçons  la  ligne  CE  parallèle  à O T et  égale 
à la  ligue  (pii  représente  l’unité  de  temps  ; puis  menons  par 
le  point  E une  parallèle  El  à l'axe  O Y,  jusqu’à  la  rencontre 
de  la  tangente  CD  : la  longueur  de  la  ligne  EF  nous  fera 
connaître  l'accélération  dans  le  mouvement  varié,  à la  fin  du 
temps  /. 

§ 72.  Acrélérntlcui  (In ns  le  mouvement  ciirvllicnr. 

— Dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque,  la  vitesse  ac- 
quise élémentaire  relative  à l'élément  de  temps  dt,  n'est 
autre  chose  que  la  vitesse  infiniment  petite  (pii,  en  se  com- 
posant avec  la  vitesse  du  mobile  à la  lin  du  temps  /,  produit 
la  vitesse  qu’il  possède  à la  fin  du  temps  / -f-  dt  ; c’est  la 
vitesse  qui  lui  a été  communiquée  pendant  le  temps  infini- 
ment petit  dt.  Dans  le  cas  oii  le  mouvement  sera  curv  iligne, 
nous  nommerons  encore  élément  de  r i tente  aeguixe,  ou  vi- 
texxe  aeguixe  élémentaire,  la  vitesse  (pie  le  point  mobile 
acquiert  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt,  c’est-à-dire 
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la  vitesse  qui,  en  se  composant  avec  la  vitesse  du  mobile  à 
la  fui  du  temps  t,  produit  celle  dont  il  est  animé  à la  fin  du 
temps  t -1-  dt. 

En  outre,  nous  nommerons  accélération  du  mobile,  à la 
tin  du  temps  t,  la  vitesse  qu’acquerrait  ce  mobile  pendant 
l'unité  de  temps,  si,  dans  chacune  des  portions  iniiniincnt 
petites  et  égales  dans  lesquelles  on  peut  concevoir  que  cette 
unité  de  temps  soit  partagée,  il  acquérait  un  élément  de  vi- 
tesse de  même  grandeur  et  de  même  direction  que  l’élément 
de  vitesse  qu’il  acquiert  réellement  pendant  le  même  temps 
infiniment  petit  à partir  de  la  fin  du  temps  /.  Il  est  clair  que 
l'accélération  dans  le  mouvement  rectiligne  est  comprise, 
comme  cas  particulier,  dans  l’accélération  telle  que  nous 
la  définissons  pour  le  mouvement  curviligne. 

Il  résulte  de  celte  définition  que  l’accélération,  à un  ins- 
tant quelconque,  dans  le  cas  général,  est  une  vitesse  finie, 
dont  la  direction  et  le  sens  sont  les  mêmes  que  la  direction 
et  le  seus  de  la  vitesse  acquise  élémentaire  relative  à cet 
instant;  et  que,  déplus,  pour  avoir  la  grandeur  de  cette 
accélération  , il  suffit  de  diviser  la  vitesse  acquise  élémen- 
taire par  le  temps  infiniment  petit  dt  qui  lui  correspond. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  est  rectiligne,  la  vitesse  du 
mobile  a toujours  la  même  direction  ; la  vitesse  acquise  élé- 
mentaire, et  par  suite  l’accélération,  auront  donc  aussi  tou- 
joui-s  la  même  direction,  qui  est  celle  du  mouvement.  Lors- 
que le  mouvement  est  curviligne,  il  n’en  est  plus  de  même  ; 
la  direction  de  l’accélération  n’est  pas  connue  immédiate- 
ment, comme  dans  le  mouvement  rectiligne.  Aussi  a-t-on  à 
déterminer,  dans  chaque  cas  particulier,  à la  fois  la  gran- 
deur et  la  direction  de  l’accélération  : c’est  ce  qu'on  fait  en 
déterminant  les  grandeurs  de  deux  composantes  de  cette 
accélération  suivant  des  directions  connues,  ainsi  que  nous 
allons  l’indiquer. 

g 73.  Accélération  langentlellc , accélération  cen- 
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Iripéie.  — Soit  A 15 , fiy.  à.ï,  la  trajectoire  du  point  mobile. 

Supposons  (|u’il 


r du  mobile  un  M ; puis  une  seconde  droite  C E égale  cl  pa- 
rallèle à la  vitesse  t>-\-dv  qu’il  possède  en  M'.  La  ligne  DE 
est  évidemment  égale  et  parallèle  à la  vitesse  qui,  en  se  com- 
posant avec  la  vitesse  r du  mobile  en  M,  produit  la  vitesse 
r + dr  du  mobile  en  M'  : donc  cette  ligne  DE  est  égale  et 
parallèle  à la  vitesse  acquise  élémentaire  correspondant  à 
l’élément  du  temps  que  le  mobile  emploie  à aller  de  M en  M'. 
Il  résulte  de  laque  l’accélération  du  mobile, à la  fin  du  temps 
t,  est  dirigée  suivant  une  parallèle  à DE  menée  par  le  point 
M ; et  de  plus,  que  la  grandeur  de  cette  accélération  s'ob- 
tiendra en  divisant  DE  par dt. 

Si  nous  abaissons  EF  perpendiculaire  sur  CD,  et  que  nous 
construisions  le  rectangle  DFEG,  nous  pourrons  regarder 
la  vitesse  infiniment  petite  DE  comme  résultant  de  la  com- 
position des  vitesses  DF,  DG.  Nous  pouvons  donc  aussi  re- 
garder la  vitesse  acquise  élémentaire  du  mobile  en  M,  comme 
résultant  de  la  composition  de  deux  autres  vitesses,  dont 
l’une,  ('-gale  à DF,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à la  trajec- 
toire en  M,  et  l’autre,  égale  à DG,  est  dirigée  suivant  une 
perpendiculaire  à cette  tangente  menée  dans  le  plan  oscilla- 
teur de  la  courbe,  c’est-à-dire  suivant  le  rayon  de  courbure 
AID.  En  divisant  ces  deux  composantes  de  la  vitesse  acquise 
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élémentaire  par  t U,  on  aura  les  grandeurs  des  doux  compo- 
santes de  l'accélération  suivant  les  mêmes  directions. 

La  composante  de  l’accélération  du  mobile  suivant  la  tan- 
gente à la  trajectoire  se  nomme  Y accélérai  ion  tangentielle. 

Sa  valeur  s’obtient  en  divisant  1) F par  dt  : mais  on  a 

1)F  = (p  + dv)  cosdx — p , 

en  désignant  par  dot.  l’angle  infiniment  petit  que  forment 
entre  elles  les  directions  des  vitesses  v et  r + dr,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  l'angle  des  tangentes  à la  trajectoire 
menées  par  les  points  M,  M';  on  a donc  pour  l’expression 
de  l’accélération  tangentielle 

DF  __ (r  + </>•)  cosdx—  v _ de  __  1 dot.  . j cLb-  - V 

dt  ~ dt  ~~  dt  2 dt  ’ £ . , ( v 

quantité  qui  se  réduit  simplement  à ^ 

rfp  X.  , 

dt ’ 

La  vitesse  r,  qui  est  fournie  par  la  relation  (§  9) 

ds 

v=dr 

est  positive  ou  négative,  suivant  quelle  est  dirigée  dans  le 
sens  dans  lequel  on  compte  les  distances  positives  sur  la  tra- 
jectoire, ou  en  sens  contraire;  il  en  est  de  même  de  l’accé- 
lération tangentielle,  qui  est  également  positive  ou  négative, 
suivant  qu’elle  est  dans  le  sens  des  vitesses  positives  ou  en 
sens  contraire. 

La  composante  de  l’accélération  suivant  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  se  nomme  Y accélération  centripète. 

Elle  est  toujours  dirigée  de  la  courbe  vers  le  centre  de  cour- 
bure O.  Sa  valeur  s’obtient  en  divisant  DG  par  r//,  et  comme 
on  a 

DG  = (r  +dv)  si  il  dot. 
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il  en  résulte  que  l’accélération  centripète  est  égale  à 
(r  + </t')sin  </a 

II 


ou  simplement 

dx 
v — . 
dt 

Observons  maintenant  que  l'angle  dx  est  égal  à l'angle  des 
normales  qui  joignent  les  deux  points  M,M’  au  centre  de 
courbure  O ; en  sorte  que,  si  l’on  désigne  le  rayon  de  cour- 
bure M O par  p,  on  a 

dx ds  v 

de  p dt  a 

i i 

D’après  cela,  la  valeur  de  l’accélération  centripète  devient 

±1 

P ‘ 


Si  l’on  construit  un  parallélogramme  sur  l’accélération 

dv  r' 

tangentielle  ^ , et  l’accélération  centripète  —,  la  diagonale 

de  ce  parallélogramme  sera  l’accélération  j du  mobile  au 
point  M,  à laquelle  on  donne  souvent  le  nom  A' accélérai  ion 
totale,  pour  la  distinguer  de  ses  composantes. 

Dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne,  o est  infini,  l’accé- 
lération centripète  est  nulle,  et  l’accélération  totale  se  réduit 

à sa  composante  tangentielle  ^ . Dans  le  cas  du  mouvement 

curviligne  uniforme,  est  nul,  et  l’accélération  totale  se 

r* 

réduit  à sa  composante  normale  Enfin,  dans  le  cas  du 


mouvement  rectiligne  uniforme,  les  deux  composantes  de 
l’accélération  totale  sont  milles,  en  sorte  que  l’accélération 
totale  est  aussi  nulle. 
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Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l’on  construit  une  courbe  pour 
représenter  la  loi  de  variation  de  la  vitesse  d’un  point  mobile 
sur  sa  trajectoire  curviligne,  en  opérant  comme  nous  l’a- 
vons indiqué  (§71)  pour  le  cas  d’un  mouvement  rectiligne, 
on  pourra  se  servir  de  cette  courbe  pour  trouver  l’accéléra- 
tion tangcnliellc  à un  instant  quelconque,  exactement  de  la 
même  manière  qu’on  s’en  sert  pour  trouver  l’accélération 
dans  un  mouvement  rectiligne  ; puisque  l’expression  de  l’ac- 
célération tangcnliellc  dans  le  mouvement  curviligne  est  la 
même  que  l’expression  de  l’accélération  dans  le  mouvement 
rectiligne. 

§ 74.  Accélération  dans  le  mouvement  projeté  sur 
un  plan  lise.  — Quand  on  projette  le  mouvement  d’un  point 
sur  un  plan  fixe  (§  12),  la  vitesse  de  la  projection  est  à 
chaque  instant  la  projection  de  la  vitesse  du  point  dans  l'es- 
pace. Imaginons  donc  que  l’on  ait  construit,  pour  le  mouve- 
ment que  l’on  projette,  le  triangle  C DE,  fig.  45,  dans  lequel 
les  trois  côtés  CD,  CE,  DE  sont  respectivement  égaux  et 
parallèles  à la  vitesse  v du  mobile  à la  lin  du  temps  t,  à la 
vitesse  v dv  relative  à la  fin  du  temps  t-\-dt,  et  à la  vitesse 
acquise  élémentaire  correspondant  à l’élément  de  temps  dt. 
Si  l’on  projette  ce  triangle  CI)  E sur  le  plan  lixe,  on  aura  un 
autre  triangle  que  nous  désignerons  parer/  e.  Dans  ce  trian- 
gle projeté,  le  côté  cd,  projection  de  C I),  serti  égal  et  pa- 
rallèle à la  vitesse  de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan 
lixe  à la  fin  du  temps  / ,•  le  côté  ce,  projection  de  C E,  sera 
aussi  égal  et  parallèle  à la  vitesse  de  la  projection  du  mobile 
à la  fin  du  temps  t-\-dt  : donc  le  troisième  côté  de,  projec- 
tion de  I)  E,  jouera  par  rapport  au  mouvement  projeté  exac- 
tement le  même  rôle  que  DE  par  rapport  au  mouvement  de 
l’espace,  c’est  à-dire  que  de  sera  égal  et  parallèle  à la  vitesse 
acquise  élémentaire  de  la  projection  du  mobile  correspon- 
dant au  temps  infiniment  petit  dt.  On  en  conclut  de  suite 
que  l’accélération , dans  le  mouvement  projeté , est  la 
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projection  de  IVtritraliua  dans  le  mouvement  de*  l'es- 
pace. 

il  faut  bien  observer  qu'il  s'agit  ici  uniquement  des  accé- 
lérations totales,  dans  le  mouvement  que  l’on  projette, et  dans 
la  projection  de  ce  mouvement.  Si  l'on  construit  le  rectangle 
à l'aide  duquel  l'accélération  totale  du  mouvement  de  l'es- 
pace st*  décomposé  en  une  accélération  tangenlielle  et  une 
accélération  centripète,  et  que  l'on  projette  ce  rectangle  sur 
le  plan  live,  sa  projectioti  sera  en  général  un  parallélogramme 
dout  les  angles  ue  seront  pas  droits.  La  diagonale  de  ce  pa- 
rallélogramme représentera  bien  l’accélération  totale  dans 
le  mouvement  projeté,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démon- 
trer ; et  ses  côtes,  dout  l'un  est  dirige  suivant  la  tangente  à la 
trajectoirettu  mouvement  projeté,  représenteront  en  même 
temps  deux  composâmes  de  cette  accélération  : mais  ces 
composantes,  qui  ne  sont  pas  rectangulaires,  sont  nécessaire- 
ment différentes  de  l'accélération  tangenlielle  et  de  l’accélé- 
ration centripète  dans  k*  mouvement  projeté.  Il  ne  serait 
doue  pas  vrai,  en  general,  de  dire  que  l'accélération  tangen- 
lielle  et  l’acecleratiou  centripète,  dans  le  mouvement  projeté, 
sont  respectivement  les  projections  de  l'accélération  tan- 
gcuticllc  et  de  l’accélération  centripète  dans  le  mouvement 
de  l'espace. 

§ “à.  .teeéléruilon  dan»  le  mouvement  projeté  sur 
une  droite  ixe.  — Lorsqu'on  projette  le  mouvement  d’un 
point  sur  une  droite  lixe^§  15',  la  vitesse  de  la  projection 
est  encore,  à chaque  instant,  la  projection  de  la  vitesse  du 
point  dans  l'espace.  Il  nous  sera  facile  d’en  conclure,  comme 
dans  le  eas  précédent,  que  l'accélération  dans  le  mouvement 
projeté  est  la  projection  de  l’accélération  dans  le  mouvement 
que  l'on  projette. 

Pour  cela,  concevons  encore  que  l'on  ait  construit,  pour 
le  mouvement  du  point  dans  l'espace,  le  triangle  C I)  E de  la 
fig.  Uh,  dont  nous  venons  déjà  de  nous  servir  ; et  supposons 
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que  l’on  projette  ce  triangle  sur  la  droite  fixe  sur  laquelle  on 
projette  le  mouvement  du  point.  La  projection  du  coté  CE 
sera  égale  à la  somme  des  projections  des  côtés  CD,  DE; 
et  comme  les  projections  de  .CD  et  de  CE  sont  respective- 
ment égales  aux  vitesses  du  point  projeté,  à la  fin  du  temps 
t,  et  à la  fin  du  temps  l + dt,  il  en  résulte  que  la  projection 
de  DE  sera  égale  à la  différence  de  ces  deux  vitesses,  c’est-à- 
dire  (pic  ce  sera  la  vitesse  acquise  élémentaire  du  point  pro- 
jeté correspondant  au  temps  infiniment  petit  dt.  Donc  la  vi- 
tesse acquise  élémentaire,  dans  le  mouvement  projeté,  est  la 
projection  de  la  vitesse  acquise  élémentaire  dans  le  mouve- 
ment de  l’espace;  et, par  suite,  l’accélération  dans  le  mouve- 
ment projeté  est  la  projection  de  l’accélération  totale  dans 
le  mouvement  que  l’on  projette. 

§ 7G.  Accélération  dan»  le  mouvement  d'un  point 
rapporté  à un  système  de  coordonnées  rectilignes.  — 
Un  point  mobile  étant  rapporté  à un  système  de  coordonnées 
rectilignes,  supposons  que  nous  considérions  à la  fois  le 
mouvement  de  ce  point  et  les  mouvements  de  ses  projections 
sur  les  axes.  Nous  avons  déjà  vu  (§  à6  et  hl)  que  la  vitesse 
du  mobile  à un  instant  quelconque  est  la  résultante  des  vi- 
tesses de  ses  projections  sur  les  axes.  Il  est  aisé  de  voir 
qu’il  en  est  de  même  pour  les  accélérations.  En  effet,  d’après 
ce  qui  vient  d’élre  démontré  (§  75),  l’accélération  du  mou- 
vement projeté  sur  un  quelconque  des  axes  est  la  projection 
de  l’accélération  totale  du  mouvement  de  l’espace  : donc,  si 
l’on  mène  par  la  position  qu’occupe  le  point  mobile  à un  ins- 
tant quelconque,  des  droites  égales  et  parallèles  aux  accé- 
lérations des  projections  de  ce  point  sur  les  axes,  et  que  l’on 
construise  sur  ces  droites  un  parallélogramme  ou  un  paral- 
lélipipèdc,  suivant  qu’il  y a deux  axes  ou  qu’il  y en  a trois, 
la  diagonale  de  ce  parallélogramme  ou  de  ce  parallélipipède 
sera  précisément  l’accélération  totale  du  point  mobile  dans 
l’espace.  Ainsi  on  peut  dire  que  cette  accélération  totale  du 


r 
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mobile  est  la  résultante  des  accélérations  de  ses  projections 
sur  les  axes  coordonnés. 

Il  sera  facile  d'après  cela  de  trouver  l’accélération  totale, 
dans  le  mouvement  d'un  point  rapporté  à deux  ou  à trois 
axes  coordonnes,  lorsqu’on  connaîtra  les  équations  du  mou- 
vement. Dans  le  cas  où  le  mouvement,  s'effectuant  dans  un 
plan,  sera  rapporté  à deux  axes  seulement,  les  équations  du 
mouvement  étant 


»=/(  0 . y = <?(»). 

les  accélérations,  dans  le  mouvement  des  projections  du  mo- 
bile sur  les  axes,  auront  pour  valeurs  (§  70) 


cPx 

^î-/(0 


l’accélération  totale  du  point  mobile  sera  doue  la  diagonale 
d'un  parallélogramme  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes, 
seront  respectivement  égaux  à ces  deux  quantités.  Pans  le  cas 
où  le  mouvement  sera  rapporté  à trois  axes  coordonnés,  les 
équations  du  mouvement  étant 

*=/(  0»  y = ?(0>  * = <M0* 

les  accélérations  dans  les  mouvements  projetés  sur  les  axes 
seront 


drx 

dï * 


=/'(0. 


drz 
c h 2 


= f(0; 


et  par  conséquent  l’accélération  totale  du  mobile  dans  l’es- 
pace sera  la  diagonale  d’un  parallélipipèdc  construit  sur  trois 
droites  parallèles  aux  axes  et  égales  respectivement  à ces 
trois  quantités. 

§ 77.  Prenons  pour  exemple  le  mouvement  circulaire 
et  uniforme  que  nous  avons  déjà  considéré  (§  là),  et  rap- 
portons les  positions  successives  du  point  mobile  à deux  axes 
coordonnés  rectangulaires  passant  par  le  centre  du  cercle. 
Les  équations  de  ce  mouvement  seront  de  lu  forme 
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Vt  . Pt 

x — r cos  — , y = r sm  — . 

r r 

On  trouve  d’abord  pour  les  vitesses  des  projections  du  point 
mobile  sur  les  axes 

dx  . vi  dy  vt 

— — — v sm  — , -p  = v cos  — ; 

dt  r dt  r 

et  l’on  vérifie  aisément  que  ces  vitesses  sont  bien  les  pro- 
jections de  la  vitesse  v du  mobile  dirigée  langenticllement 
à la  circonférence  de  cercle  qu’il  décrit.  On  trouve,  en  outre, 
pour  les  accélérations  du  mouvement  de  ces  projections  du 
mobile  sur  les  axes, 

d 1x  v1  pt  <Pu  p5  . pt 

= cos  — , = — - sm  — . 

dr  r r dr  r r 

Les  valeurs  de  ces  accélérations  montrent  que  l’accéléra- 
tion totale  du  mobile  à un  instant  quelconque  est  égale  à 
r1 

-,  et  qu’elle  est  dirigée  de  la  position  qu’il  occupe  à cet 

instant  vers  le  centre  de  sa  trajectoire.  C’est  en  effet  ce  qu’on 
devait  trouver  : car,  en  vertu  de  l'uniformité  du  mouvement 
sur  la  circonférence,  l’accélération  langcnliclle  est  nulle  ; et 
par  suite  l’accélération  totale  se  réduit  à l’accélération  cen- 

D* 

tripète,  qui,  dans  ce  cas,  a pour  valeur  - (§  73). 

Considérons  encore  la  projection  orthogonale  de  ce  mou- 
vement circulaire  et  uniforme  sur  un  plan  quelconque.  Si 
nous  prenons  pour  axes  coordonnés,  dans  le  plan  de  projec- 
tion, les  axes  de  l’ellipse  suivant  laquelle  se  projette  la  tra- 
jectoire circulaire  de  l’espace,  et  si  nous  désignons  par  « 
l’angle  que  le  plan  de  celte  trajectoire  circulaire  fait  avec  le 
plan  de  projection,  nous  trouverons  sans  peine  que  les  équa- 
tions de  ce  mouvement  sont  de  la  forme 

vt  . vt 

x—r  cos—  , y = rcosscsin  — . 

r r 

7. 
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Les  accélérations,  dans  les  projections  de  ce  mouvement  sur 
les  axes  coordonnés,  auront  doue  pour  valeurs 


tfx 

dë 


iPlJ  vï  vt 

-7— cosasiu  — . 

dl 5 r r 


O11  voit  que  ces  accélérations  sont  proportionnelles  aux 
valeurs  de  x et  y /d’où  l’on  conclut  que  l’accélération  totale 
du  mobile,  dans  le  mouvement  elliptique  dont  il  s'agit,  est 
dirigée  de  la  position  qu’occupe  le  mobile,  vers  le  centre  de 
l’ellipse  qu’il  décrit.  De  plus  la  valeur  de  cette  accélération 
totale  est 


, pi  , . . v f 

cos* h cos5  a sin-  — 

r r 


et  par  conséquent  elle  est  proportionnelle  à la  distance  qui 
sépare  le  mobile  du  centre  de  sa  trajectoire  elliptique,  dis- 
tance qui  a pour  expression 


r 


, . , vt 

cos 5 « sur  — . 
r 


Ces  résultats  sont  d’accord  avec  ce  que  nous  avons  démontré 
en  général  relativement  à l’accélération  dans  un  mouvement 
projeté  sur  un  plan  fixe  (§  76).  Car  l'accélération  totale  d’un 
mouvement  circulaire  et  uniforme  étant  toujours  dirigée  de 
la  position  qu’occupe  le  mobile  vers  le  centre  du  cercle  qu’il 
décrit,  et  ayant  constamment  la  même  valeur,  il  s’ensuit  né- 
cessairement que  l’accélération  totale  dans  la  projection  de 
ce  mouvement  sur  un  plan  quelconque,  est  toujours  dirigée 
suivant  la  ligne  qui  joint  le  mobile  projeté  au  centre  de 
sa  trajectoire  elliptique,  et  que  la  valeur  de  cette  accéléra- 
tion totale  est  proportionnelle  à la  longueur  de  la  même 
ligne. 

g 78.  Détermination  do  l'accélération  d'un  point , 
d'après  son  déplacement  dans  l'espace.  — Soit  A B,  fig. 
46,  lu  trajectoire  d’un  point  mobile,  M la  position  du  mobile 
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à la  fin  du  temps  /,  et  MZ  la  direction  de  l’accélération  totale 

à cct  instant.  Menons  la  tan- 
gente Al  X à la  trajectoire,  et 
une  ligne  MY  non  située  dans 
le  plan  osculaleur  Z M X. 
Nous  pouvons  rapporter  le 
mouvement  du  mobile  aux 
trois  axes  coordonnés  MX, 
M Y,  M Z.  Désignons  par  0 
le  temps  compté  à partir  de 
l'instant  où  le  point  mobile  se 
trouve  en  M , et  supposons 
que  ce  temps  soit  assez  petit 
pour  que  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z du  mobile  puis- 
sent se  développer  suivant  ses  puissances  croissantes,  en- 
tières et  positives.  Si  nous  représentons  la  vitesse  du  mobile 
en  M par  r,  et  son  accélération  totale  par  y,  les  valeurs  de 
x , y,  z,  en  fonction  de  0 seront  les  suivantes  : 

x=r0+  aô’-f-  b0'+ , 

y = ai  QJ  + ô*-+- , 

z = j 0’  + ai  O1  •+•  bi  04  + ; 

car,  pour  9 = 0,  on  doit  avoir 


y = 0 

dy 

-4  = o 


2 = 0; 
dz 


rfj®  _ dry  _ (Pz 

dp  ’ dO1  ’ r/61  ~J 


n,  b.  ...,  a,,  b,,  a,,  A,,...  sont  d’ailleurs  des  quantités  quel- 
conques. 

Soit  M' la  position  qu’occupe  le  mobile  à la  fin  du  temps  0. 
Menons  M'  P parallèle  à M Z,  jusqu’à  la  rencontre  du  plan 
X M Y , en  P;  et  ensuite  PQ  parallèle  à M Y,  jusqu’à  la  ren- 
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contre  de  l’axe  M X en  Q.  Prenons  enfin  M N égal  à vO. 
Nous  pouvons  regarder  NM' comme  étant  la  diagonale  d'un 
parallélipipèdc  qui  aurait  pour  côtés  N Q,  Q P et  PM'.  Pot  - 
ions, sur  les  directions  des  trois  côtés  cl  de  la  diagonale  de  ce 
parallélipipèdc  qui  partent  du  point  N,  des  longueurs  res- 
pectivement égales  aux  quotients  de  2 NQ,  2 QP,  2 PM  , et 
2 N. AP  par  &’  ; nous  obtiendrons  ainsi  quatre  lignes  dont  la 
dernière  sera  également  la  diagonale  du  parallélipipèdc  con- 
struit sur  les  trois  premières.  Nous  allons  chercher  ce  que 
devient  la  diagonale  de  ce  dernier  parallélipipèdc,  lorsque  le 
temps  0 décroît  indéfiniment  jusqu’à  zéro. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’on  a 

N Q = x — vQ  — a 0,+M‘+..., 

Q P = y = a 0S  + b,  0‘  + . . . , 

rM'=z  = :>ej+<M0s+ôiû*-»-. . . ; 

on  a donc  aussi 

-X<v>  = 200+200’  + 

0’ 

‘’OP 

-=  20,0  + 26,0’  + , 

2 PM' 

— ~ — —j  + 2 Oj  0 + 2 bi  0’  + 


2 N O 2 O P 

Ou  voit  par  la  que  — — et  — tendent  indéfiniment 

vers  zéro,  en  même  temps  que  0;  tandis  que  la  limite  vers 
2 PM' 

laquelle  tend  --  est  l’accélération  j.  Ainsi,  a mesure  que 
2 N M' 

0 décroît,  la  diagonale  — ^ — du  second  parallélipipèdc  que 


nous  avons  considéré,  tend  indéfiniment  à se  confondre  avec 
2 PM’ 

le  côté  — jjj—  de  ce  parallélipipèdc;  et,  à la  limite,  elle  a 
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la  même  grandeur  et  la  même  direction  que  ce  côté,  c’est- 
à-dire  qu’elle  se  confond  avec  l'accélération  totale  du  mo- 
bile au  point  M.  C’est  ce  qu’on  énonce  simplement  en  disant 
que,  si  .AI  et  M’  sont  les  positions  que  le  mobile  occupe  à la 
fin  du  temps  t et  ù la  fin  du  temps  l+dt,  et  si  AIX  est  le 
chemin  que  ce  mobile  parcourrait  uniformément  sur  la  tan- 
gente MX  pendant  le  temps  dt,  en  vertu  de  la  vitesse  v 
qu’il  possède  à la  fin  du  temps  t,  l’accélération  totale  de  son 
mouvement  est  dirigée  suivant  la  ligne  N M’,  et  a pour  valeur 
2 X M’ 

dt 1 ’ 

§ 79.  Accélération  dans  un  mouvement  compose. — 

Quand  on  regarde  le  mouvement  d’un  point  dans  l’espace 
comme  résultant  de  la  composition  de  deux  autres  mouve- 
ments (§  40),  la  vitesse  du  point  à un  instant  quelconque  se 
déduit  trcs-simplement  des  vitesses  dont  il  est  animé  au  même 
instant  dans  chacun  des  mouvements  composants  (§  42). 
Xous  allons  voir  que  l’on  peut  également  trouver  l’accéléra- 
tion totale  dans  le  mouvement  résultant,  d'après  la  seule 
connaissance  des  circonstances  que  présentent  les  deux 


mouvements  composants. 


Considérons  d'abord  le 
cas  où  celui  des  deux 
mouvements  composants 
que  nous  nommons  mou- 
vement d'entraînement , 
est  simplement  un  mou- 
vement de  translation  ; en 
sorte  que,  en  vertu  de  ce 
mouvement , les  divers 
points  de  la  trajectoire 
relative  AB,  fig.  47 , qui 
se  transporte  successive- 


ment en  A’ B’,  A” B”,  A"’B ’,...  sont  animés  ù chaque  instant 
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de  vitesses  égales  et  parallèles. Si  les  positions  Alt,  A’ IV  de 
celte  trajectoire  correspondent  aux  instants  qui  terminent 
les  temps  t et  t+dt,  et  si  M et  N sont  les  points  où  le  mo- 
bile se  trouve  sur  sa  trajectoire  relative  aux  mêmes  instants, 
M N'  sera  le  déplacement  absolu  de  ce  mobile  dans  l’espace, 
pendant  le  temps  dt.  Soient  v la  vitesse  absolue  de  cemobile 
lorsqu’il  est  en  AI,  et  v+dv  sa  vitesse  lorsqu’il  est  en  X'; 
v'  la  vitesse  commune  aux  différents  points  de  la  trajectoire 
relative,  à la  lin  du  temps  t,  et  v'+dv'  ce  que  devient  cette 
vitesse,  à la  fin  du  temps  t+dt  ; enfin  v”  la  vitesse  du  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  relative,  lorsqu’il  y occupe  la  position 
M,  à la  fin  du  temps  /,  et  v"  + dr’’  sa  vitesse  relative,  lorsqu’il 
se  trouve  au  point  X de  cette  trajectoire  relative,  à la  fin  du 
temps  t+dt.  A la  fin  du  temps  t,  la  vitesse  absolue  r du 
mobile,  qui  est  alors  en  M,  est  la  résultante  de  la  vitesse 
d’entraînement  r'  du  point  M,  et  de  la  vitesse  relative  r”.  A 
la  fin  du  temps  t + dt,  la  vitesse  absolue  du  mobile  est  de 
même  la  résultante  de  la  vitesse  d’entratnement  r' +dv',  du 
point  X',  et  de  la  vitesse  relative  p"  + r/r". 

Cela  posé,  menons  par 
un  point  quelconque  C, 
fîg.  /i8 , une  droite  C D 
égale  et  parallèle  à la  vi- 
tesse v'  -,  puis  par  le  point 
I)  une  droite  DE  égale  et 
parallèle  à la  vitesse  r"  : 
la  ligne  CE  représentera 
la  vitesse  r en  grandeur  et  en  direction.  Si  d’un  autre  côté; 
nous  menons  CF  égale  et  parallèle  à la  vitesse  r'  dr', 
puis  FG  égale  et  parallèle  à v"  + dr'\  la  ligne  CG  repré- 
sentera la  vitesse  r+dr  en  grandeur  et  en  direction.  La 
ligne  E G sera  donc  égale  et  parallèle  à la  vitesse  acquise 
élémentaire  du  mobile  dans  son  mouvement  absolu.  Mais, 
si  nous  traçons  F II  égale  et  parallèle  à DE,  et  que  nous 
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joignions  le  point  II  aux  points  E,G,  nous  pourrons  dire 
que  la  vitesse  infiniment  petite  EG  est  la  résultante  des 
deux  vitesses  EH,  II G.  D’ailleurs  EH,  égal  et  parallèle 
à DF,  est  évidemment  la  vitesse  acquise  élémentaire  dans 
le  mouvement  d’entraînement  du  point  M de  la  trajec- 
toire relative  ; et  II G est  de  même  la  vitesse  acquise  élé- 
mentaire dans  le  mouvement  relatif  : donc  la  vitesse  ac- 
quise élémentaire  dans  le  mouvement  absolu  est  la  résul- 
tante des  vitesses  acquises  élémentaires  correspondantes, 
dans  le  mouvement  d’entraînement  et  dans  le  mouvement 
relatif.  On  en  conclut  nécessairement  que  l’accélération 
totale,  dans  le  mouvement  absolu,  s’obtient  en  composant 
les  accélérations  totales  dans  le  mouvement  d’entraînement 
cl  dans  le  mouvement  relatif,  d’après  la  règle  du  parallélo- 
gramme des  vitesses. 

Si  un  point  mobile  est  regardé  comme  animé  à la  fois  de 
plus  de  deux  mouvements,  et  que  les  divers  mouvements 
composants  qui  jouent  le  rôle  de  mouvements  d’entraîne- 
ment (§  ôl)  soient  tous  des  mouvements  de  translation,  il 
est  clair  que  l’accélération  totale  du  mouvement  résultant  se 
trouvera  en  composant  les  accélérations  totales  des  divers 
mouvements  composants,  d’après  la  règle  du  polygone  des 
vitesses. 

§ 80.  Voyons  maintenant  comment  l’accélération  totale, 
dans  le  mouvement  absolu  d’un  point  que  l'on  regarde 
comme  animé  à la  fois  d'un  mouvement  d’entraînement  et 
d’un  mouvement  relatif,  peut  se  déduire  des  circonstances 
que  présentent  ces  deux  mouvements  composants,  dans  le 
cas  où  le  mouvement  d’entraînement  ne  se  réduit  pas  à une 
translation. 

Considérons  encore  les  deux  positions  AB,  A’B',  fig.  Ù9, 
que  la  trajectoire  relative  du  mobile  occupe  à la  fin  des 
temps  t et  t+dt , et  supposons  qu'aux  mêmes  instants  le 
mobile  se  trouve  aux  points  M,  N de  cette  ligne.  Nous  sa- 
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vons  que  la  courbe  AB  peut  être  amenée  à la  position  A'B' 

par  un  mouvement  de  trans- 
lation égal  au  déplacement 
infiniment  petit  MM'  du  point 
M,  suivi  d’un  mouvement  de 
rotation  autour  d’un  axe  CD 
passant  par  le  point  M'  (§  28). 
Soit  AiBi  la  position  qu’elle 
prend  ainsi , après  avoir  reçu 
seulement  le  mouvement  de 
translation  dont  il  vient  d’ètre 
question.  Le  point  N,  pour 
aller  en  N',  parcourra  d’abord  un  chemin  N Ni  égal  et  pa- 
rallèle à MM',  en  Vertu  de  la  translation,  puis  un  arc  de 
cercle  Ni  N'  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  l’axe  C 1). 

Menons  en  M la  tangente  à la  trajectoire  M M'  que  décrit 
ce  point  M supposé  lié  invariablement  aux  axes  mobiles,  et 
aussi  la  tangente  à la  trajectoire  relative  A B du  mobile  que 
l’on  considère;  puis  portons  sur  ces  tangentes  des  longueurs 
M R,  M S respectivement  égales  aux  produits  de  la  vitesse 
d’entraînement  v'  du  point  M,  et  de  la  vitesse  relative  v", 
par  le  temps  dt,  en  sorte  qu’on  ait 

MR  = r dt  , MS  — v"dt. 

La  diagonale  MT  du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes 
M R,  M S,  sera  liée  à la  vitesse  absolue  v du  mobile,  par  la 
relation  de  même  forme 

M T=v  dt, 

et  de  plus  cette  diagonale  sera  tangente  en  M à la  trajectoire 
absolue  de  ce  point  mobile.  Il  suit  de  là  que,  si  l’on  joint  le 
point  T au  point  N'  où  le  mobile  se  trouve  réellement  à la 
fin  du  temps  l+dt,  la  ligne  T N’  aura  la  direction  de  l’accé- 
lération totale  du  mouvement  absolu,  et  que  la  grandeur 
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de  cette  accélération  totale  s’obtiendra  en  multipliant  TN' 

Par  ^ (§  78). 

Mais  si  l’on  joint  le  point  S nu  point  N , que  par  le  point 
T on  mène  T U égale  et  parallèle  à S N , puis  qu’on  joigne 
le  point  U au  point  Ni,  on  aura  un  polygone  TU  N,  N', 
dont  la  ligne  TN'  joint  les  deux  extrémités.  Si,  de  plus,  on 
imagine  un  polygone  semblable  à celui-là,  ayant  ses  côtés 
respectivement  parallèles  à ceux  de  ce  premier  polygone,  et 

2 

égaux  à ces  mêmes  côtes  multipliés  tous  par  -jj:,  la  ligne 

correspondant  à T N'  dans  ce  nouveau  polygone  sera  pré- 
cisément l'accélération  totale  j du  mobile  dans  son  mouve- 
ment absolu  : donc  cette  accélération  totale  peut  être  re- 
gardée comme  étant  la  résultante  de  trois  accélérations  dont 
les  grandeurs  sont 

2TU  2UN,  2N|N’ 

dO  ’ dt1  * dt 1 ’ 

et  dont  les  directions  sont  celles  des  lignes  T U,  U N, , N(  N'. 

Observons  maintenant  que,  T U étant  égal  et  parallèle  à 
S N,  la  première  de  ces  accélérations  composantes  est  l’ac- 
célération totale  j"  dans  le  mouvement  relatif  du  mobile  le 
long  de  la  trajectoire  AB  5 et  que,  U Ni  étant  évidemment 
égal  et  parallèle  à RM',  la  seconde  accélération  composante 
est  l’accélération  totale  f dans  le  mouvement  d’entraine- 
ment, c’est-à-dire  dans  le  mouvement  qu’aurait  le  point  mo- 
bile s’il  restait  en  repos  relativement  aux  axes  mobiles  en  M. 
Quant  à la  troisième  accélération , nous  en  trouverons  la 
valeur  en  remarquant  que,  si  « est  la  vitesse  angulaire  dans 
la  rotation  instantanée  des  axes  mobiles  autour  de  CI),  et 
si  V est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Ni, 
sur  cette  ligne  C D,  on  a 

N.N'  = w dt  X N.V; 
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et  que  d'ailleurs,  si  l’on  nomme  * l'angle  formé  par  celte 
ligne  C I)  avec  la  direction  du  déplacement  élémentaire 
M’ Ni  dans  le  mouvement  relatif,  on  a 

N i V = M' N i sin  a = v"  dt . sin  a : 

on  a donc 


2 Ni  N' 


2 u v"  sin«. 


De  plus,  cette  troisième  accélération  composante  est  diri- 
gée perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  CD  et  par 
l’élément  M’ Ni  de  la  trajectoire  relative,  et  dans  le  sens  qui 
va  de  N i à N'. 

D’après  tout  cela , nous  pouvons  dire  que , lorsque  le 
mouvement  d’un  point  est  regardé  comme  résultant  de  la 
composition  d’un  mouvement  d’entraînement  et  d’un  mou- 
vement relatif,  on  peut  obtenir  l’accélération  totale  de  ce 
mouvement  de  la  manière  suivante.  On  imagine  que  le  mou- 
vement d'entrainement  élémentaire  des  axes  mobiles,  à 
l’instant  quelconque  que  l’on  considère,  soit  décomposé  en 
une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  passant  par  le  point 
où  se  trouve  le  mobile  à cet  instant , et  en  une  translation 
égale  au  mouvement  de  ce  même  point  supposé  lié  aux  axes 
mobiles  (§  31)  j et  l’on  détermine  la  vitesse  angulaire  co 
de  cette  rotation  élémentaire,  ainsi  que  l'angle  a que  l’axe 
instantané  autour  duquel  elle  s’effectue  fait  avec  la  direc- 
tion de  la  vitesse  relative  v"  du  mobile.  Cela  fait,  on  com- 
pose entre  elles 

1*  L’accélération  d’entraînement  j',  c'est-à-dire  l’accélé- 
ration du  mouvement  dont  serait  animé  le  point  mobile  s’il 
i-estait  en  repos  relatif  dans  la  position  où  il  se  trouve  ; 

2"  L’accélération  relative  j",  c’est-à-dire  l’accélération 
dans  le  mouvement  relatif  du  point  par  rapport  aux  axes 
mobiles  ; 

3°  Enfin,  une  accélération  égale  à 2 m r"  sin  a,  dirigée 
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perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  la  vitesse  rela- 
tive p”  et  par  l’axe  instantané  de  rotation  des  axes  mobiles, 
et  dans  le  sens  dans  lequel  l’extrémité  de  la  ligne  (pii  repré- 
sente la  vitesse  relative  tourne  dans  la  rotation  instantanée 
autour  de  cet  axe  : 

l.a  composition  de  ces  trois  accélérations  étant  effectuée 
d'après  la  règle  du  polygone  des  vitesses,  l’accélération  ré- 
sultante que  l’on  obtiendra  sera  l’accélération  totale  dans  le 
mouvement  absolu  du  point  considéré. 

§ 81.  — Pour  don- 
ner un  exemple  de 
l'application  des  théo- 
ries précédentes,  con- 
sidérons un  cercle  qui 
se  meut  dans  sou  plan 
en  roulant  unifonné- 
-t  ment  sur  une  ligne 
droite  X V,  fig.  50,  et 
cherchons  l’accéléra- 
tion totale  du  mouve- 
ment dont  est  animé  le 

point  M lié  au  cercle  mobile. 

Pour  passer  de  la  position  actuelle  à une  position  infini- 
ment voisine,  le  cercle  va  tourner  autour  du  point  de  con- 
tact A,  qui  est  son  centre  instantané  de  rotation.  Soit  w 
la  vitesse  angulaire  dont  il  est  animé  dans  cette  rotation  ins- 
tantanée ; w est  supposé  constant.  Désignons  par  r le  rayon 
U A du  cercle,  par  p la  distance  AM  du  point  M au  centre 
instantané  A,  et  par  a l’angle  MAO.  La  vitesse  v du  point 
M est  liée  à la  vitesse  angulaire  oj  par  la  relation 

v = p M. 

Pendant  le  temps  dt,  le  point  M décrit  un  arc  MM’  égal  à 
p ou  dt.  En  même  temps  le  point  O marche  de  r vdf;  et, 
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comme  le  point  de  contact  A du  cercle  avec  la  droite  se 
déplace  précisément  de  la  même  quantité  que  le  centre  O du 
cercle,  il  en  résulte  que  la  distance  A A'  des  deux  positions 
successives  de  ce  point  de  contact  est  égale  à roidt.  Les 
deux  lignes  M A,  M'A'  sont  deux  normales  infiniment  voi- 
sines de  la  trajectoire  du  point  .M  ; donc  leur  point  de  ren- 
contre C est  le  centre  de  courbure  de  celte  trajectoire.  Si 
l'on  décrit  du  point  C comme  centre,  avec  CA  pour  rayon, 
l'arc  de  cercle  infiniment  petit  Ail,  on  trouvera  le  rayou  de 
courbure  31  C,  ou  p,  au  moyen  de  la  proportion  suivante, 


qui  donne 


p M M'  p w dt 

p — p AB  rwcosadt* 


& _ P* 

• p — r cosac  * 


D’après  cela , on  aura  : 1°  pour  l’accélération  langenticlle 
du  point  M, 


dv  _ dp  _ B A'  _ 
dt~(ù  dt  ~~ U dt  ~~ 


or  r sin x~ co* 


X 


OD; 


2°  pour  l’accélération  centripète  du  même  point, 
r* 

— = w (p  — r cos  a)  = u1  X 31 D. 

On  en  conclut  facilement  que  l’accélération  totale  du  point 
M est  dirigée  suivant  31 0,  et  quelle  est  égale  à u>"  x 31  O. 

Ce  résultat  simple  peut  être  obtenu  d’une  autre  manière, 
en  observant  que  le  mouvement  du  cercle  qui  roule  équi- 
vaut à la  coexistence  d’un  mouvement  de  rotation  autour  du 
point  O avec  la  vitesse  angulaire  u,  et  d’un  mouvement  de 
translation  rectiligne  et  uniforme  de  ce  point  O parallèle- 
ment à la  droite  XY  avec  la  vitesse  r w.  Ce  dernier  mouve- 
ment étant  considéré  comme  mouvement  d’entrainement,  et 
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le  premier  comme  mouvement  relatif,  l’accélération  totale 
du  point  mobile  M s’obtiendra  par  la  composition  des  accé- 
lérations totales  des  mouvements  composants  (§  79).  Mais 
l’accélération  dans  ce  mouvement  d’entrainement  est  nulle, 
puisqu'il  est  rectiligne  et  uniforme  : donc  l’accélération  totale 
dans  le  mouvement  résultant  se  réduit  à celle  du  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  ü.  Or,  cette  accélération  du  point 
M,  dans  sa  rotation  uniforme  autour  du  point  O,  a pour 
valeur  le  carré  de  sa  vitesse  w X OM,  divisé  par  le  rayon 
O.M  du  cercle  qu’il  décrit  : donc  elle  est  égale  àu'X  OM. 
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DYNAMIQUE 

PREMIÈRE  PARTIR. 

De  l'équilibre  et  «lu  mouvement  «l'un  point 
matériel. 


CHAPITRE  PREMIER. 


MODE  D’ACTION  F.T  COMPOSITION  DES  FORCES  APPLIQUÉES 
A UN  POINT  MATÉRIEL. 

§ 82.  Ce  qu'ou  entend  par  point  matériel.  — Quand 
on  parle  du  mouvement  d’un  corps,  il  arrive  très-souvent 
que  l’on  fait  abstraction  des  dimensions  de  ce  corps,  et  qu’on 
l’assimile  à un  simple  point  dans  lequel  toute  sa  matière  se- 
rait condensée.  C’est  ainsi  que,  quand  on  dit  qu’un  boulet 
lancé  dans  l’espace  décrit  une  ligne  courbe,  on  conçoit  im- 
plicitement que  le  boulet  soit  réduit  à son  centre  ; il  en  est 
encore  de  même  de  la  terre  cl  des  planètes,  quand  on  dit 
que  ces  corps  décrivent  des  ellipses  autour  du  soleil.  Un  pa- 
reil point,  dans  lequel  ou  imagine  que  toute  la  matière  d'uu 
corps  soit  condensée,  constitue  ce  que  nous  nommerons  un 
point  matériel.  Il  faut  bien  observer  que  la  petitesse  des 
dimensions  du  corps  n’est  nullement  une  condition  néces- 
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saire  pour  qu’on  puisse  le  réduire,  par  la  pensée,  à un  point 
matériel. 

Nous  allons  entrer  clans  l’étude  du  mouvement  des  corps, 
sous  l’action  des  forces  qui  leur  sont  appliquées,  en  les  sup- 
posant d’abord  réduits  à de  simples  points  matériels;  c'est- 
à-dire  que  nous  commencerons  par  faire  abstraction  de  leurs 
dimensions.  Ensuite,  lorsque  nous  aurons  acquis  des  notions 
nettes  et  précises  sur  la  question  du  mouvement  ainsi  sim- 
plifiée , nous  reviendrons  à la  réalité,  en  considérant  les 
corps  tels  qu’ils  existent  dans  la  nature. 

Nous  retrouverons  encore  plusieurs  fois,  dans  la  suite, 
celle  manière  de  procéder,  qui  consiste  à faire  abstraction 
tout  d'abord  d’une  partie  des  circonstances  qui  compliquent 
les  questions  dont  on  s’occupe,  et  à les  ramener  ainsi  à un 
certain  état  de  simplicité  idéale,  pour  les  aborder  ensuite 
dans  toute  leur  réalité'.  Cette  marche  est  indispensable  pour 
que  nous  puissions  attaquer  la  question  si  complexe  du  mou- 
vement des  corps  naturels  et  arriver  à la  connaissance  des 
lois  d’après  lesquelles  ce  mouvement  s’effectue. 

g 83.  Premier  principe. — Inertie  de  lu  matière.  — Les 
lois  de  la  dy  namique  n’ont  pu  être  établies  qu’en  partant  d’un 
certain  nombre  de  principe*,  ou  vérités  fondamentales,  dont 
la  connaissance  a été  puisée  dans  l’observation  des  faits.  Ces 
principes,  qui  sont  au  nombre  de  quatre,  et  que  nous  énon- 
cerons successivement  dans  ce  chapitre,  ne  sont  pas  d’une 
évidence  absolue  ; il  a fallu  des  hommes  de  génie  pour  les 
démêler  dans  les  phénomènes  qui  s’accomplissent  sur  la  terre 
et  dans  l’univers.  Aussi  la  vérité  de  ces  principes  ne  peut-elle 
pas  être  reconnue  d’une  manière  complète  à priori ; on  ne 
peut  que  faire  concevoir  leur  existence,  au  moyen  de  certains 
exemples  de  phénomènes  dans  lesquels  chacun  d’eux  se  ma- 
nifeste d’une  manière  spéciale.  Mais  leur  exactitude  est  ren- 
due incontestable  par  l’exactitude  des  conséquences  qu’on 
en  déduit  au  moyen  d’une  suite  de  raisonnements  rigoureux. 
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La  plus  grande  preuve  de  ectte  exaeliinde  sc  trouve  dans 
l’accord  des  mouvements  des  corps  célestes  avec  les  lois 
théoriques  de  ces  mouvements,  obtenues  en  sc  fondant  sur 
les  principes  dont  il  s’agit. 

Le  premier  principe  dont  nous  parlerons  est  celui  qui  est 
connu  sous  le  nom  de  Principe  de  l'inertie  de  lu  matière. 
Eu  voici  l’énoncé  : 

L n point  matériel  ne  peut  panser  de  lui-même  de  l’é- 
tat de  repu*  à l'état  de  mourraient.  L ne  foi s en  mouve- 
ment, il  ne  peut  modifier  de  lui-même  son  état  de  mou- 
vement; en  sorte  que,  si  aucune  cause  extérieure  n’agit 
sur  lui,  sa  vitesse  sera  constamment  la  même  en  gran- 
deur et  en  direction  , c’est-à-dire  que  son  mouvement 
sera  rectiligne  et  uniforme. 

^ 84.  Forces.  — Pour  qu'un  point  matériel  passe  de  l'é- 
tat de  repos  à l’état  de  mouvement,  il  faut  qu'il  soit  soumis 
à l’action  d’une  certaine  cause.  Pour  qu’un  point  matériel, 
déjà  en  mouvement,  ne  continue  pas  à sc  mouvoir  uniformé- 
ment et  en  ligne  droite,  il  faut  également  qu’il  soit  soumis  à 
l'action  d’une  certaine  cause  qui  modifie  les  circonstances 
de  son  mouvement.  Cette  cause  de  mouvement  ou  de  modi- 
fication de  mouvement,  quelle  quelle  soit,  on  la  nomme 
force. 

Les  mouvements  que  nous  observons  autour  de  nous,  sur 
la  terre,  nous  manifestent  l’existence  de  diverses  espèces  de 
forces.  La  chute  des  corps  que  l’on  abandonne  à eux-mêmes, 
à une  certaine  distance  au-dessus  de  la  surface  du  sol,  est 
due  à l'action  d’une  force  qu’on  nomme  la  pesanteur.  Lors- 
qu'on déforme  une  lame  d’acier,  et  qu’ensuitc  on  l’abondonne 
à elle-même,  ses  diverses  parties  prennent  un  mouvement 
de  vibration,  qui  est  produit  par  l’action  de  ce  qu’on  nomme 
les  forces  moléculaires.  Les  mouvements  des  corps  élec- 
trisés ou  aimantés,  qui  s’approchent  ou  s’éloignent  les  uns 
des  autres,  sont  le  résultat  de  l’action  de  certaines  forces 
8. 
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d’une  lia  Une  particulière,  qu’on  nomme  force * électrique*, 
force*  magnétique*.  Le»  êtres  animés,  par  la  contraction 
de  leurs  muscles,  peuvent  exercer  une  action  sur  les  corps 
qu’ils  touchent,  de  manière  à les  mettre  en  mouvement  ou  à 
niodilicr  le  mouvement  qu'ils  possèdent  déjà. 

Une  force  appliquée  à un  point  matériel  ne  détermine  pas 
toujours  le  mouvement  de  ce  point.  Si  un  obstacle  s’oppose 
à ce  mouvement,  la  force  donne  lieu  à une  pre**ioti  ou  à une 
ten*ion.  L’action  de  la  pesanteur  sur  un  corps  qui  repose 
sur  une  table  détermine  une  pression  exercée  sur  la  table; 
si  le  corps  est  suspendu  à une  corde  dont  l’extrémité*  supé- 
rieure est  fixe,  cette  action  de  la  pesanteur  détermine  une 
tension  de  la  corde.  Ces  deux  exemples  sulliseut  pour  faire 
comprendre  en  général  ce  qu'on  entend  par  la  pression  ou  la 
tension  résultant  de  l'action  d’une  force  sur  un  point  maté- 
riel qui  ne  peut  pas  céder  à celte  action. 

§ 85.  l*oid«  des  corps.  — Loi*squ’uu  corps  n’est  soumis 
qu'à  l’action  de  la  pesanteur,  et  qu’un  obstacle  l'empêche  de 
tomber  sous  cette  action,  la  pression  ou  la  tension  qui  en  ré- 
sulte se  nomme  le  poit i*  du  corps.  Le  poids  d’un  corps  pro- 
duit toujours  une  déformation  de  l’obstacle  qui  s’oppose  à la 
chute  du  corps;  celle  déformation,  qui  esi  souvent  insensible 
à l'uni,  est  quelquefois  au  contraire  extrêmement  marquée, 
comme  par  exemple  dans  le  cas  où  le  corps  est  suspendu  à 
un  appareil  formé  de  lames  de  ressort  présentant  une  cer- 
taine flexibilité.  Un  comprend  que  la  grandeur  de  la  défor- 
mation produite  par  le  poids  d'un  corps,  dans  un  appareil  de 
ce  genre,  peut  servir  à constater  l’énergie  de  ce  poids. 

On  dit  que  les  poids  de  deux  corps  sont  égaux,  lorsque  ces 
deux  corps,  suspendus  successivement  à un  même  appareil  à 
ressort,  le  font  fléchir  d’une  même  quantité.  Deux  corps  de 
même  poids  étant  réunis  ensemble  pour  ne  former  qu’un  seul 
corps,  on  dit  que  le  poids  de  ce  corps  unique  est  double  de 
chacun  des  deux  poids  primitifs.  De  même,  en  réunissant  eti- 
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semble  trois,  quatre,  cinq, corps  de  même  poids,  on  a 

un  corps  unique  dont  le  poids  est  triple,  quadruple,  quintu- 
ple,.... de  chacun  des  premiers. 

Un  conçoit  d’après  cela  qu’il  stiflit  de  choisir  à volonté  un 
corps  A,  dont  on  prendra  le  poids  pour  unité,  pour  pouvoir 
évaluer  en  nombre  le  poids  d’un  corps  quelconque  lî.  Car, 
au  moyen  de  l’appareil  à ressort,  on  pourra  se  procurer  au- 
tant de  corps  que  l'on  voudra  ayant  tous  même  poids  que  le 
corps  A ; puis  on  pourra  chercher  combien  on  doit  suspendre 
de  ces  corps  ensemble  au  même  appareil  à ressort,  pour  dé- 
terminer la  même  déformation  que  h*  corps  11  suspendu  seul 
à cet  appareil  : le  poids  du  corps  11  sera  représenté  par  le 
nombre  de  ces  corps  que  l’on  aura  dû  suspendre  ensemble 
pour  produire  sur  l'appareil  à ressort  le  même  effet  que  le 
corps  B seul. 

On  a adopté  en  France,  pour  unité  de  poids,  le  poids  d'un 
centimètre  cube  d’eau  pure,  prise  à la  température  de  4*,1; 
et  on  lui  a donné  le  nom  de  gramme.  On  se  sert  souvent 
aussi  d’une  autre  unité  de  poids,  le  kilogramme,  qui  vaut 
mille  grammes,  et  qui  est  par  conséquent  le  poids  d’un  litre 
d’eau  pure,  prise  à la  température  de  Le  poids  d'un 
corps  quelconque  peut  s’évaluer  en  grammes  ou  en  kilo- 
grammes, par  le  moyen  qui  vient  d’être  indiqué. 

§ 86.  Evaluation  des  forces  en  nombres.  — Il  est  na- 
turel de  prendre  le  poids  d’un  corps  pour  mesure  de  l'inten- 
sité de  la  force  qui  tend  à faire  tomber  ce  corps.  La  force 
de  la  pesanteur  agissant  sur  un  corps  sera  donc  représentée 
par  un  certain  nombre  de  grammes  ou  de  kilogrammes. 

Une  force  quelconque  étant  appliquée  à un  point  matériel, 
et  tendant  à le  mettre  en  mouvement,  on  conçoit  qu'on  peut 
s’opposer  au  mouvement  du  point  en  l'attachant  à un  appa- 
reil à ressort;  cet  appareil  éprouvera  une  tension  qui  le  fera 
fléchir  d’une  certaine  quantité.  La  force  que  l’on  considère 
pourra  être  regardée  comme  égale  à l'action  de  la  pesanteur 
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sur  le  eoips  qui,  étant  suspendu  à l’appareil  à ressort,  le 
fléchirait  exactement  de  la  même  quantité  : le  poids  de  ce 
corps  servira  donc  de  mesure  à la  force.  Ainsi,  une  force 
quelconque  peut  toujours  ell  e mesurée  par  un  poids,  et  eu 
conséquence  évaluée  en  nombre  au  moyen  de  l'imité  de  poids. 
Le  plus  habituellement,  c’est  en  kilogrammes  que  l’on  évalue 
les  intensités  des  forces. 

Un  appareil  à ressort,  destiné  à comparer  l'intensité  d’une 
force  à celle  de  l'action  de  la  pesanteur  sur  un  corps,  par  la 
déformation  que  ces  forces  lui  font  éprouver,  se  nomme  eu 
général  un  dynamomètre.  Il  en  existe  de  diverses  formes. 
Nous  ne  les  décrirons  |>as  ici.  Nous  nous  contenterons  d’a- 
voir expliqué  le  principe  de  leur  emploi,  en  ajoutant  seule- 
ment qu’au  moyen  d’une  gradation  qu’on  leur  adapte  ordi- 
nairement, ou  reconnaît  de  suite  quelle  est  la  valeur  numé- 
rique d'une  force,  d’après  la  grandeur  de  la  déformation  que 
cette  force  a occasionnée. 

L’observation  indiquant  que  l'intensité  de  la  pesanteur  va- 
rie d'un  point  à un  autre  de  la  surface  de  la  terre,  le  poids 
d'un  litre  d'eau  pure  n’est  pas  le  même  partout  : ce  poids  fe- 
rait inégalement  fléchir  un  même  dynamomètre  auquel  on  le 
suspendrait,  si  l'on  faisait  successivement  l’expérience  dans 
divers  lieux.  Pour  que  le  kilogramme,  que  nous  prenons 
pour  unité  de  force,  soit  complètement  défini,  il  est  nécessaire 
d'ajouter  dans  quel  lieu  ou  en  détermine  la  valeur  ; on  peut 
dire,  par  exemple,  que  le  kilogramme  est  le  poids  d'un  litre 
d’eau  pure,  à Paris,  cette  eau  étant  prise  à la  température 
de  /r,  1 . Un  dynamomètre,  gradué  à Paris,  de  manière  à faire 
connaître  immédiatement  la  valeur  d'une  force  en  kilogram- 
mes, pourra  ensuite  être  employé  dans  un  lieu  quelconque, 
sans  que  l'unité  de  sa  graduation  cesse  d'être  exactement  la 
même.  On  peut  ajouter  cependant  que,  dans  les  applications 
de  la  mécanique  aux  machines,  on  n’a  pas  besoin  de  se  préoc- 
cuper de  ce  que  le  kilogramme  n’aurait  pas  la  même  valeur, 
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suivant  qu’on  le  déterminerait  en  un  lieu  ou  eu  uu  autre  ; la 
différence  est  trop  faillie  pourqu'elle  puisse  avoir  la  moindre 
importance  dans  ce  cas. 

^ 87.  Direction  et  M*n»  il'imo  force.  — Lorsqu’une 
force  agit  sur  un  point  matériel,  ou  peut  concevoir  que  l'on 
maintienne  ce  point  en  repos  pendant  quelque  temps,  puis 
qu’on  l'abandonne,  en  lui  laissant  la  liberté  de  se  mettre  eu 
mouvement  sous  l’action  de  la  force,  sans  qu'aucun  obstacle 
le  gène  dans  ce  mouvement  : la  direction  suivant  laquelle 
il  commencera  à se  déplacer  est  ce  qu’on  nomme  la  direction 
de  lu  force  à laquelle  il  est  soumis.  Un  regarde  également  la 
force  comme  agissant  dans  le  *enx  dans  lequel  le  point  ma- 
teriel se  déplacera  suivant  cette  direction. 

88.  ma  même  rui.xr.irE.  — légalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  — Après  avoir  établi,  dans  ce  qui  précède,  des 
notions  générales  sur  l’intensité,  la  direction,  elle  sens  d’une 
force,  nous  sommes  en  mesure  d'énoncer  un  deuxième  prin- 
cipe de  la  dynamique,  qui  est  connu  sous  le  nom  de  l'rin- 
eipe  de  l’égalité  de  l'action  et  de  ht  réaction.  Voici  en 
quoi  il  consiste  : 

Tante  force,  appliquée  à un  point  niu/éricf  A,  émane 
d’un  autre  point  matériel  IJ  xitué  à une  dixlance  quel- 
conque du  premier ; en  meme  tempx,  le  point  1!  ext  xou- 
mix  à l'action  d'une  autre  force  émanant  du  point  A. 
Ce*  deux  force s ( action  et  réaction ) xont  égale * entre 
elle »,  dirigée * xuirant  la  droite  AU,  et  en  t tent  contraire 
l'une  de  l’autre. 

L’opposition  de  sens  des  deux  forces  auxquelles  les  deux 
points  materiels  A , lî  sont  soumis,  ne  suppose  rien  sur  le  sens 
de  chacune  d’elles  prise  isolément.  Il  peut  se  faire  que  la 
force  (pii  agit  sur  h*  point  A tende  à le  rapprocher  du  point 
II;  et  alors  la  force  «pii  agit  sur  le  point  li  tend  également  à 
le  rapprocher  du  point  A : dans  ce  cas,  les  deux  forces  sont 
dites  altraclice*.  Si  les  deux  forces  agissent  au  contraire  en 
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tendant  à cloigner  les  deux  points  A et  15  l’un  de  l’autre,  on 
dit  qu’elles  sont  répultiret. 

§ 89.  Troisième  principe.  — Indépendance  de  l'elTel 
d'une  force  et  du  mouvement  antérieurement  aequini 
par  le  point  matériel  sur  lequel  elle  agit.  — Après  avoir 
été  conduits  à la  définition  des  forces  par  le  premier  prin- 
cipe que  nous  avons  énoncé  (§  8.1),  et  avoir  établi  par  le 
second  principe  (§  88)  la  manière  dont  elles  existent  dans 
la  nature,  il  nous  reste  à poser  les  bases  de  leur  mode  d’ac- 
tion pour  produire  le  mouvement  des  corps  auxquels  «“Iles 
sont  applûpiées  : tel  i*st  l’objet  des  deux  autres  principes 
que  nous  avons  encore  à énoncer.  Le  premier  des  deux  con- 
siste en  ce  que  : 

L’effet  produit  par  une  force  fur  un  point  matériel  e»t 
indépendant  du  mouvement  antérieurement  acquit  par 
ce  point. 

Pour  bien  comprendre  la  signification  de  ce  principe,  il 
faut  concevoir  que  l’on  rapporte  les  positions  successives  du 
point  matériel  dont  on  s’occupe,  à un  système  d’axes  animé 
d’un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  dans 
lequel  la  vitesse  ait  la  même  grandeur  et  la  même  direction 
que  la  vitesse  du  point  matériel  à un  instant  quelconque  de 
son  mouvement.  Si,  à partir  de  cet  instant,  le  point  matériel 
n’était  soumis  à l’action  d’aucune  force , son  mouvement 
serait  rectiligne  et  uniforme,  en  vertu  du  principe  de  l’iner- 
tie; et  en  conséquence,  il  conserverait  toujours  la  même  po- 
sition par  rapport  aux  axes  mobiles  dont  on  vient  de  parler. 
Le  nouveau  prinri|H‘  qui  vient  d’être  énoncé  signifie  que, sous 
l’action  de  la  force  «pii  lui  «“st  appliquée,  le  point  matériel 
prend,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  à partir  du  même 
instant,  nu  mouvement  «pii  est  exactement  le  même  que  le 
mouvement  absolu  «pu*  cette  force  lui  « ommuuiipicrail  s’il 
partait  «lu  repos;  en  sorte  qu’il  suflira  décomposer  <•<•  mou- 
vement du  point  par  rapport  aux  axes  mobiles,  avec  le  niou- 
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vcment  des  axes  eux-mêmes , pour  avoir  le  mouvement  ab- 
solu du  point  matériel  dans  l’espace. 

§ 90.  Mouvement  d’un  point  matériel  soumis  à 
l’aetion  d'une  foree  de  grandeur  et  de  direelinn  cons- 
tante*. — Le  principe  de  l’indépendance  de  l’effet  d’une 
force  et  du  mouvement  antérieurement  acquis  par  le  point 
matériel  sur  lequel  elle  agit,  va  nous  permettre  de  détermi- 
ner immédiatement  le  mouvement  que  prend  un  point  ma- 
tériel sous  l’action  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction.  Considérons  d’abord  le  cas  où  le  point  matériel  se 
met  en  mouvement,  sous  l’action  de  celte  force,  sans  avoir 
reçu  de  vitesse  initiale. 

Pour  faciliter  la  recherche  du  mouvement  produit  par  la 
force,  concevons  que  le  temps  pendant  lequel  nous  voulons 
étudier  son  action  soit  divisé  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales;  et  supposons  que  la  force,  au  lieu  d’agir 
d’une  manière  continue,  n’agisse  que  par  intermittence,  au 
commencement  de  chacun  des  intervalles  de  temps  partiels 
dont  nous  venons  de  parler.  Entre  deux  actions  consécu- 
tives de  cette  force,  le  point  matériel  aura  nécessairement 
un  mouvement  rectiligne  et  uniforme;  et  c’est  la  succession 
des  mouvements  de  ce  genre  qu’il  possédera  après  chacune 
des  actions  instantanées  de  la  force,  qui  constituera  sou 
mouvement  pendant  un  temps  quelconque.  Après  la  pre- 
mière de  ces  actions  successives  de  la  force,  le  point  maté- 
riel est  animé  d’une  certaine  vitesse,  dont  la  direction  et  le 
sens  sont  précisément  la  direction  et  le  sens  de  la  force  elle- 
même  (§  S7).  Pour  avoir  la  vitesse  dont  le  point  est  animé 
après  la  seconde  action  de  Ja  force , il  faut  composer  la  vi- 
tesse qu’il  possédait  après  la  première  action , avec  une  vi- 
tesse de  même  grandeur,  de  même  direction  et  de  même 
sens,  produite  par  la  nouvelle  action  qu’il  a éprouvée  de  la 
part  de  la  force  : la  résultante  de  ces  deux  vitesses  sera 
double  de  chacune  d’elles,  et  elle  aura  la  même  direction  et 
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le  même  sens  ([iitî  les  composantes.  On  verra  de  même  que, 
après  une  troisième  action  de  la  force,  la  vitesse  du  point 
matériel  aura  encore  la  même  direction  et  le  même  sens 
(ju  avant  celte  action,  et  <pic  celle  vitesse  sera  triple  de  celle 
dont  il  était  animé  après  la  première  action  de  la  force;  et 
ainsi  de  suite.  Le  mouvement  du  point , pendant  un  temps 
quelconque,  s'effectuera  donc  le  long  d’une  ligne  droite  de 
même  direction  que  la  force,  et  dans  le  sens  dans  lequel  elle 
agit  ; et  la  vitesse  dont  ce  point  sera  anime  à un  instant  quel- 
conque sera  proportionnelle  au  nombre  total  des  actions 
qu'il  aura  éprouvées  de  la  part  de  la  force  avant  cet  instant. 

Si  l’on  conçoit  que  les  intervalles  de  temps  égaux  compris 
entre  les  actions  successives  de  la  force  deviennent  de  plus 
en  plus  petits , on  se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  cas  où 
la  force  agirait  d'une  manière  continue,  et  le  mouvement 
qui  se  produirait  dans  ce  cas  est  évidemment  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  mouvement  que  nous  venons  d’obtenir, 
lorsque  ces  intervalles  de  temps  sont  supposés  décroître  in- 
définiment jusqu’à  devenir  nuis.  Il  résulte  de  là  que,  si  un 
point  matériel , primitivement  en  repos,  est  mis  en  mouve- 
ment par  l’action  d'une  force  constante,  en  grandeur  et  en 
direction,  la  trajectoire  du  point  sera  une  ligne  droite  de 
même  direction  que  la  force , et  sa  vitesse  croîtra  propor- 
tionnellement au  temps  compté  à partir  du  commencement 
du  mouvement;  en  un  mot,  ce  mouvement  sera  rectiligne 
cf  uniformément  accéléré  (§  11). 

Désignons  par  y l’accélération  de  ce  mouvement  (J  6Î>), 
par  t le  temps  compté  à partir  de  l'instant  où  le  point  mate- 
riel se  met  en  mouvement , et  par  x la  distance  comprise 
entre  son  point  de  départ  et  la  position  qu'il  occupe  à la  lin 
du  temps  /.  L'équation  du  mouvement  sera  simplement 

car  x et  doivent  être  nuis  tous  deux  pour  t = o. 
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Oii  trouve  mi  exemple  de  ce  mouvement  dans  la  chute  des 
corps  pesants  qu’on  laisse  tomber  librement  dans  le  vide, 
suis  vitesse  initiale.  L’accélération  étant  désignée  par  g, 
dans  ce  cas,  on  a pour  l'équation  du  mouvement 

. x = \gi\ 

L’expérience  montre  que  ce  mouvement  s'effectue  bien  sui- 
vant la  loi  indiquée  par  la  théorie.  A Paris,  l’accélération  g 
a pour  valeur 

g ■=  *),S088, 

le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde  de 
temps  moyen  pour  unité'  de  temps.  Dans  ce  mouvement,  la 
vitesse  r,  à un  instant  quelconque,  a pour  valeur 

v=gt; 

et  si  I on  élimine  t entre  cette  équation  et  la  précédente,  ou 
trouve 

1 = 2 gx, 

relation  qui  permet  de  calculer  la  vitesse  r,  connaissant  la 
hauteur  de  chute  r,  ou  inversement 
Q 111.  Supposons  maintenant  que  le  point  matériel  se  mette 
en  mouvement  avec  une  certaine  vitesse  initiale  »■„  de  même 
direction  que  la  force  qui  lui  est  appliquée.  Si  celle  vitesse 
initiale  r„  est  de  même  sens  que  la  force,  on  obtiendra  le 
mouvement  du  point  matériel  en  composant  le  mouvement 
rectiligne  et  uniforme  dont  l’équation  est 

.C  I ' u I _» 

avec  un  mouvement  rectiligne  uniformément  accéléré,  de 
même  direction  et  de  même  sens  que  le  précédent,  ayant 
|>o(ir  équation 

x=‘,jiK 

Le  mouvement  résultant  sera  rectiligne  ; sa  direction  sera 
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la  même  que  celle  de  chacun  des  mouvements  composants, 
et  son  équation  sera 

.r  = p„t+  '-ji\ 

Le  mouvement  d’un  point  matériel , soumis  à l’action  d’une 
foi  •ce  constante  en  grandeur  et  en  direction , et  animé  d’une 
vitesse  initiale  de  même  direction  et  de  même  sens  que  la 
force,  est  donc  encore  un  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment accéléré.  La  vitesse,  qui  a pour  valeur 

,+jt, 

est  toujours  dirigée  dans  le  même  sens,  et  va  constamment 
en  croissant. 

Si  la  vitesse  initiale  r„  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
force,  on  trouvera  facilement,  en  opérant  comme  nous  ve- 
nons de  le  faire , que  le  mouvement  du  point  matériel  est 
encore  rectiligne,  et  que  sa  distance  x à son  point  de  départ, 
comptée  dans  le  sens  de  la  vitesse  rol  est  fournie  par  l’équa- 
tion 

x — vj — tjt1. 

La  vitesse,  à un  instant  quelconque,  a pour  valeur 
v=v0  — jt. 

Elle  est  d’abord  positive,  et  va  en  décroissant,  jusqu’à  de- 
venir nulle  pour 

Vo 

t = -i 
J 

puis  elle  devient  négative,  et  augmente  dès  lors  indéfini- 
ment. Le  mouvement  est  donc  d’abord  dirigé  dans  le  sens 
de  la  vitesse  initiale  r0;  il  se  ralentit  de  plus  en  plus;  puis 
il  change  de  sens,  et,  à partir  de  là,  il  s’accélère  constam- 
ment. Ce  mouvement  est  uniformément  varié  ; pendant  quel- 
que temps  il  est  uniformément  retardé,  puis  il  devient  uni- 
formément accéléré,  en  changeant  de  sens. 
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Un  corps  pesant,  lancé  verticalement,  de  haut  en  bas  ou 
de  bas  en  liant,  se  meut  conformément  à ce  qui  vient  d'étre 
dit;  l’accélération  </de  son  mouvement  est  la  même  que  s’il 
n’avait  pas  reçu  de  vitesse  initiale  (§  90).  S’il  est  lancé  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  r0,  il  monte  jusqu’à  ce  que  le 

temps  / soit  égal  à — . lài  substituant  celte  valeur  de  t dans 

a 

l'équation  du  mouvement,  qui  est 

x=vj—  ; gtl, 

ou  trouve  pour  la  hauteur  à laquelle  il  s’élève 


Ou  voit  que  cette  hauteur  est  précisément  celle  dont  il 
devrait  tomber  sans  vitesse  initiale,  pour  acquérir  la  vi- 
tesse r„  (g  90). 

§ 92.  Considérons  enfin  le 
cas  où  le  point  matériel  se  met 
en  mouvement,  avec  une  vitesse 
initiale  dirigée  d’une  manière 
quelconque  relativement  à la 
direction  de  la  force  qui  agit 
sur  lui.  Soit  U,  fig.  51,  le  point 
de  départ  du  mobile,  OA  la 
direction  de  sa  vitesse  initiale 
que  nous  désignerons  toujours 
par  r„,  et  O B une  ligne  à la- 
quelle la  direction  de  la  force* 
reste  constamment  parallèle. 
D’après  le  principe  du  § 89, 
nous  trouverons  le  mouvement 
qui  se  produit  dans  ces  circonstances,  en  supposant  que  le 
mobile  prenne  sur  la  ligne  O B le  mouvement  que  la  force 
lui  communiquerait  s’il  n’avait  pas  de  vitesse  initiale,  et 
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qu’on  même  temps  cette  ligne  se  transporte  parallèlement 
à elle-même,  de  manière  que  le  point  0 parcoure  uniformé- 
ment la  ligne  U A avec  la  vitesse  /•„.  Si  nous  représentons 
toujours  par  j l'accélération  du  mouvement  que  la  force 
communiquerait  au  point  matériel,  dans  le  cas  où  il  se 
mouvrait  sans  vitesse  initiale,  nous  aurons 

'J1' 

pour  la  distance  OC  qu’il  parcourra  sur  la  ligue  O li,  pendant 
le  temps  /,  compté  à partir  de  l'instant  où  il  commence  à se 
mouvoir.  Mais,  pendant  ce  même  temps,  la  ligue  O 11  sera 
venue  prendre  la  position  I)  F.  telle  que  l’on  ail 

OD  = vj. 

Si  l'on  prend,  sur  cette  ligne  DF,  une  longueur  1).M  égale 
à OC,  le  point  AI  ainsi  obtenu  sera  la  position  qu'occupera 
réellement  le  point  matériel  à la  tin  du  temps  I. 

On  peut  se  faire  une  idée  nette  du  mouvement  qui  se  pro- 
duit dans  ces  circonstances,  en  rapportant  les  positions  suc- 
cessives du  mobile  à deux  axes  coordonnés  OX,  OA’  dirigés 
suivant  les  ligues  OA  et  011.  D’après  ce  qui  vient  d'être  dit, 
les  équations  du  mouvement  sont  : 

x = v0t  , y = -1 
Si  l’on  élimine  t entre  ces  deux  équations,  on  trouve 


pour  l'équation  de  la  trajectoire.  Celte  courbe  est  une  para- 
bole, dont  l'axe  est  parallèle  à l'axe  des  y,  et  qui  est  tan- 
gente à l’axe  des  x,  au  point  0. 

Le  mouvement  d'un  corps  pesant,  lancé  obliquement  dans 
le  vide,  fournit  un  exemple  du  mouvement  parabolique  au- 
quel nous  venons  de  parvenir. 

§ 93.  quatrième  rtuxni’E.  — Indépendance  des  effets 
des  forces  qui  agissent  simultanément  sur  un  même. 
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point  matériel.  — Le  dernier  principe  que  nous  avons  à 
énoncer,  se  rapporte  à la  manière  dont  un  point  matériel  se 
met  en  mou  veinent,  lorsqu'il  est  soumis  à la  fois  à l’action 
de  plusieurs  forces.  Voici  en  quoi  il  consiste  : 

Lorsque  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sur 
un  même  point  matériel , chacune  d'elles  produit  le 
même  effet  que  si  elle  agissait  seule. 

En  d’autres  termes,  si  un  point  materiel  est  soumis  à la 
fois  à l'action  de  plusieurs  forces,  on  trouvera  le  mouvement 
qu'il  prend,  à partir  d'un  instant  quelconque,  en  composant 
le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  correspondant  à la  vi- 
les'c  qu'il  possède  à cet  instant,  avec  les  divers  mouvements 
que  chacune  des  forces  lui  communiquerait,  si  elle  agissait 
seule  sur  lui,  et  qu’il  partit  du  repos.  Dans  cette  composition 
de  mouvements,  ou  regardera  tous  h s mouvements  compo- 
sants (pii  jouent  le  rôle  de  mouvements  d'entrainement , 
coinuie  «‘tant  des  mouvements  de  translation. 

2 94.  ■*roporlionii«lllc  des  forces  nuv  accélération* 
qu’elles  produisent.  — Supposons  qu'un  point  matériel  se 
mette  en  mouvement,  sans  vitesse  initiale,  sous  l’action 
d’une  force  F de  grandeur  et  de  direction  constantes  ; et  dé- 
signons par  j l'accélération  de  son  mouvement,  qui  sera  rec- 
tiligne et  uniformément  accéléré  (g  90).  Soit  de  même./'  l'ac- 
célération du  mouvement  que  prendrait  ce  point  matériel, 
s'il  était  soumis,  dans  les  mêmes  circonstances , à l'action 
d’une  autre  force  F'.  Le  principe  de  l'indépendance  dos  offris 
des  forces  qui  agissent  simultanément  sur  un  même  point 
matériel,  montre  que  les  foi  ces  F,  F'  sont  entre  elles  dans 
le  même  rapport  que  les  accélérations  j,  j' . 

Pour  établir  celte  proportionnalité  des  forces  aux  accélé- 
rations qu’elles  produisent,  admettons  que  les  deux  forces 
F,  F soient  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  entiers 
n,  n ; en  sorte  qu’on  ait 

F = « Fi  , F = n'  Fi, 
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l'i  désignant  une  certaine  force  qui  sert  de  commune  mesure 
aux  forces  F,  F'.  D’après  la  manière  dont  les  poids,  et  par 
suite  les  forces,  sont  évalues  en  nombres  (§§  85  et  86),  il 
est  clair  que  la  force  F,  agissant  sur  le  point  matériel  dont 
on  s’occupe,  équivaut  à l’ensemble  de  n forces  égales  à Fi , 
agissant  toutes  en  même  temps  sur  ce  point  matériel,  dans  la 
même  direction  et  dans  le  même  sens  que  la  force  F.  Soit  j ,, 
l’accélération  du  mouvement  que  chacune  des  forces  F(  agis- 
sant seule , communiquerait  au  même  point  matériel.  Le 
mouvement  que  ce  point  prendra  sous  l’action  simultanée 
des  » forces  F,  de  même  direction  et  de  même  sens,  s’obtien- 
dra par  la  composition  des  divers  mouvements  rectilignes  et 
uniformément  accélérés  que  chacune  d’elle  lui  donnerait  sé- 
parément (§  95)  j et  l’accélération,  dans  le  mouvement  ré- 
sultant, sera  la  résultante  des  accélérations  dans  les  mouve- 
ments composants  (§79):  donc  l’accélération  j,  produite  par 
l’action  de  la  force  F équivalente  à l’ensemble  des  n for- 
ces F,,  sera  égale  à njt.  Un  verra  de  même  que  l’accéléra- 
tion /',  produite  par  l’action  de  la  force  F'  sur  le  même  point 
matériel,  est  égale  à n'j,  ; puisque  cette  force  F'  est  équiva- 
lente à l’ensemble  de  w'  forces  égales  à Fi  et  agissant  toutes 
dans  la  même  direction  et  dans  le  même  sens  qu’elle.  Les 
deux  égalités 

j = »Ji  » /=«>’  i * 

montrent  que  les  accélérations/,  /'  sont  entre  elles  dans  le 
même  rapport  que  les  nombres  et  par  conséquent 

aussi  dans  le  même  rapport  que  les  forces  F,  F'. 

§ 95.  Lorsqu’une  force  de  grandeur  et  de  direction  cons- 
tantes agit  sur  un  point  matériel  qui  est  déjà  animé  d’une 
certaine  vitesse,  le  mouvement  de  ce  point  s’obtient  par  la 
composition  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  correspon- 
dant à sa  vitesse  initiale,  avec  le  mouvement  rectiligne  uni- 
formément accéléré  que  la  force  lui  communiquerait  s’il  par- 
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tait  du  repos  (§§  91  et  92).  Or,  l’accélération  dans  le  mou- 
vement résultant  est  la  résultante  des  accélérations  dans  les 
mouvements  composants  (§  79);  et  l'accélération,  dans  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme,  est  égale  à zéro  : donc 
l'accélération,  dans  le  mouvement  rectiligne  ou  parabolique 
qu’un  point  matériel  animé  d’une  vitesse  initiale  prend  sous 
l’action  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
est  exactement  la  même  que  celle  que  lui  communiquerait 
In  force,  si  sa  vitesse  initiale  était  nulle.  Il  résulte  de  là  que 
deux  forces  de  grandeurs  et  de  directions  constantes,  que 
l’on  fait  agir  séparément  sur  un  même  point  matériel,  sont 
entre  elles  comme  les  accélérations  qu’elles  communiquent 
à ce  point,  quelle  que  soit  la  vitesse  qu’il  possède  à l'instant 
où  chacune  des  forces  commence  à agir  sur  lui. 

Lorsqu'un  point  matériel  est  soumis  à l’action  d’une  force 
qui  ne  satisfait  pas  à la  double  condition  d’avoir  à la  fois  une 
grandeur  et  une  direction  constantes,  l’accélération  totale  de 
ce  point,  correspondant  à un  instant  quelconque  de  sou 
mouvement,  n’est  autre  chose  que  l'accélération  que  cette 
force  lui  communiquerait,  si,  à partir  de  cet  instant,  elle 
conservait  constamment  la  même  grandeur  et  la  même  di- 
rection. Car  cette  accélération  totale  se  déduit  des  circons- 
tances que  présente  le  mouvement,  pendant  un  intervalle  de 
temps  infiniment  petit  ; et  le  mouvement  qui  a lieu  pendant 
ce  temps  peut  être  regardé  comme  un  élément  du  mouvement 
que  le  point  matériel  prendrait,  si  la  grandeur  et  la  direction 
delà  force  cessaient  de  varier  à partir  du  commencement  de 
cet  intervalle  de  temps.  D’après  cela,  on  peut  dire  que,  si 
l’on  considère  le  mouvement  qu'un  point  matériel  prend  sous 
l'action  d’une  force  quelconque,  et  qu'on  le  compare  au  mou- 
vement que  le  même  point  matériel  prend  sous  l’action  d’une 
autre  force  aussi  quelconque,  les  intensités  de  ces  deux 
forces,  prises  chacune  à un  instant  déterminé,  sont  entre 
elles  comme  les  accélérations  totales  eorres|>ondanl  aux 

y 
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marnes  instants,  dans  les  mouvements  qu’elles  produisent. 
Les  directions  des  deux  forces  sont  d’ailleurs  évidemment  les 
mêmes  que  celles  de  ces  accélérations  totales. 

§ 96.  Définition  de  la  masse  d’un  point  matériel.  — 
Les  corps,  que  nous  supposons  toujours  réduits  à de  simples 
points  matériels,  ne  doivent  pas  être  regardés  comme  iden- 
tiques les  uns  avec  les  aulres,  au  point  de  vue  des  effets  qu’ils 
éprouvent  de  la  part  des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Une 
même  force,  agissant  successivement  sur  différents  points 
matériels,  ne  leur  communiquera  pas  à tous  une  même  accé- 
lération. Il  existe  donc  dans  les  corps  une  certaine  qualité, 
d’après  laquelle  ils  cèdent  plus  ou  moins  facilement  à l’action 
des  forces,  et  dont  on  reconnaît  l’existence  par  l'accélération 
plus  ou  moins  grande  qu’ils  éprouvent  de  la  part  d’une  même 
force  : cette  qualité,  par  laquelle  les  corps  diffèrent  les  uns 
des  autres,  sous  ce  point  de  vue,  est  désignée  sous  le  nom 
de  masse. 

On  dit  que  deux  points  matériels  ont  même  masse,  lorsque, 
étant  soumis  à l’action  d’une  même  force,  ils  en  reçoivent 
une  même  accélération.  Un  point  matériel,  formé  par  la 
réunion  de  deux  points  matériels  de  même  masse,  est  dit 
avoir  une  masse  double  de  celle  de  chacun  d’eux.  De  même, 
en  réunissant  trois,  quatre,  cinq,...  points  matériels  dont  les 
musses  sont  égales,  on  forme  un  point  matériel  dont  la  masse 

est  triple,  quadruple,  quintuple,  de  celle  de  chacun 

des  points  matériels  composants.  On  conçoit  par  là  comment 
la  masse  d’un  point  matériel  pourra  être  évaluée  en  nombre, 
quand  on  aura  choisi  arbitrairement  un  corps  dont  la  masse 
sera  prise  pour  unité  de  masse.  Il  suffira  de  suivre  une 
marche  analogue  à celle  qui  a déjà  été  indiquée  pour  éva- 
luer en  nombre  le  poids  d'un  corps  quelconque  (§  85). 

§ 97.  Proportionnalité  «les  forces  aux  masses  des 
points  matériels  auxquels  elles  «lonnent  une  même 
accélération.  — Soient  F,  F,  deux  forces  qui,  en  agissant 
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sur  deux  points  matériels  de  masses  in,  ni,  leur  communi- 
quent une  même  accélération.  Supposons  que  les  forces  F,  F' 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  entiers  n,n, 
en  sorte  qu’on  ait 

F = « F i , F'  = ri  Fi  ; 

et  considérons  les  deux  points  matériels  comme  résultant,  le 
premier  de  la  réunion  de  n points  matériels  ayant  tous 
même  masse  m,,  le  second  de  la  réunion  de  n points  ma- 
tériels ayant  tous  pour  masse  m't,  ce  qui  fait  qu’on  aura 

m — nm , , 

Si  la  force  F,  agissait,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  di- 
rection, sur  un  point  matériel  de  masse  m,  partant  du  repos, 
elle  lui  donnerait  un  mouvement  rectiligne  uniformément 
accéléré,  dans  lequel  l’accélération  aurait  une  certaine  va- 
leur dépendant  de  l’intensité  de  la  force  Fi  et  de  la  grandeur 
delà  masse  m,.  Concevons  que  n points  matériels,  ayant 
tous  la  même  masse  m,,  se  trouvent  à côté  les  uns  des  autres, 
et  qu’ils  se  mettent  tous  en  mouvement  à un  même  instant, 
sous  l’action  de  forces  appliquées  à chacun  d’eux;  si  ces 
forces  sont  toutes  égales  à Fi,  et  agissent  toutes  suivant  la 
même  direction  et  dans  le  même  sens,  les  n points  maté- 
riels prendront  tous  le  même  mouvement  rectiligne  et  uni- 
formément accéléré,  suivant  la  même  direction,  et,  en  con- 
séquence , ils  ne  cesseront  pas  de  se  trouver  à côté  les  uns 
des  autres,  comme  avant  leur  départ.  On  comprend  d’après 
cela  que  rien  ne  changera  dans  le  mouvement  de  l’ensemble 
de  ces  points  matériels,  si  on  les  suppose  liés  entre  eux  de 
manière  à ne  pouvoir  se  séparer  pendant  le  mouvement , 
puisqu'ils  ne  se  séparaient  pas  lorsqu’ils  avaient  la  liberté 
de  le  faire.  Mais  alors  on  n’aura  plus  qu’un  point  matériel 
unique,  dont  la  masse  sera  égale  à uni,  (g  90),  ou  à m;  et 
les  n forces  F, , égales,  de  même  direction,  et  de  même  sens, 
9. 


/ 
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qui  agiront  sur  ce  point  materiel  unique,  pourront  être  rem- 
placées par  une  seule  force  égale  à «Fi,  ou  à F.  Donc  la 
force  F,  agissant  sur  un  point  matériel  de  masse  m qui  part 
du  repos,  lui  donnera  un  mouvement  qui  sera  identiquement 
le  même  que  celui  que  la  force  F,  communiquerait  à un  point 
matériel  de  masse  m,,  parlant  également  du  repos;  et,  en 
conséquence,  l’accélération  communiquée  par  la  force  F'  au 
point  matériel  de  masse  m est  la  même  que  l’accélération 
communiquée  parla  force  Fi  au  point  matériel  de  masse  m t . 

Un  verra  de  la  même  manière  que  les  accélérations  com- 
muniquées respectivement  aux  points  matériels  de  masses 
m' , ni ,,  par  les  forces  F’,  Fi  sont  exactement  les  mêmes. 

Mais,  par  hypothèse,  les  forces  F,  F’  communiquent  une 
même  accélération  aux  points  matérielsde  niasses  m,tn'.  Donc 
la  force  Fi, appliquée  successivement  aux  deux  points  maté- 
riels de  masses  m,,  m',,  leur  communique  une  même  accé- 
lération, et,  en  conséquence,  ces  deux  masses  m,,  ni,  sont 
égales  (§  9G),  c’est-à-dire  que  les  masses  m,  ni  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  nombres  n,  n'. 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  forces  F,  F’,  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  masses  m,  ni  des  deux  points 
matériels  auxquels  elles  communiquent  une  même  accéléra- 
tion. 

§ 1)8.  lfcclallon  entre  une  force,  In  niasse  du  point 
matériel  sur  lequel  elle  agit , et  l’aeeéléralion  qui 
résulte  de  cette  action.  — Soient  F,  1 deux  forces  quel- 
conques; ni,  ni,  les  masses  de  deux  points  matériels  aux- 
quels ces  forces  sont  respectivement  appliquées  ; et  j,  j les 
accélérations  qu’éprouvent  les  points  matériels  par  suite  de 
l’action  de  ces  forces.  Pour  établir  une  relation  entre  ces  six 
quantités,  considérons  une  force  F telle  que,  si  elle  agissait 
sur  le  point  matériel  de  masse  ni,  elle  lui  donnerait  une  accé- 
lération/. Les  deux  forces  F,  F"  donnant  les  accélérations  j,j' 
à un  même  point  matériel , leur  rapport  est  le  même  «pie 
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celui  des  accélérations  qu’elles  produisent  (§  94),  eu  sorte 
qu'on  a * 


D'une  autre  part,  les  deux  forces  F",  F’  donnant  une  même 
accélération  / aux  deux  points  matériels  de  masses  m,  tri , 
auxquels  elles  sont  respectivement  appliquées,  on  a entre 
elles  la  proportion 

F_m 

F’  “m7- 

Si  l’on  multiplie  membre  à membre  les  deux  égalités  aux- 
quelles on  vient  de  parvenir,  on  trouve 

F mi 

F — trif' 

Donc  les  forces  sont  entre  elles  comme  les  produits  des 
masses  des  points  matériels  sur  lesquelles  elles  agissent  par 
les  accélérations  qu’elles  leur  communiquent. 

L’unité  de  masse  n’a  pas  été  définie  jusqu’à  présent.  Sup- 
posons donc  que  nous  choisissions  pour  unité  la  masse  d’un 
point  materiel  qui,  sous  l’action  d'une  force  égale  à 1,  pren- 
drait une  accélération  égale  à 1.  L’unité  de  masse  étant  choi- 
sie de  cette  manière,  il  en  résulte  que,  si  Fou  suppose  F = 1 
et/  = 1,oii  aurawi'  = l,  et,  par  conséquent , la  relation 
qui  vient  d’être  établie  se  réduit  à 

F ~ mj. 

Soit  P le  poids  d’un  corps,  c’est-à-dire  la  force  qui  déter- 
mine la  chute  du  corps,  lorsqu’on  l’abandonne  à lui-même 
CS  86) • La  force  P,  en  agissant  sur  le  corps , dont  nous  dé- 
signerons la  masse  par  m,  lui  communique  un  mouvement 
dans  lequel  l’accélération  est  g (§  90).  On  doit  donc  avoir 

P ~ mg. 
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d’après  ce  qui  vient  d’ètrc  établi.  On  en  déduit 


r 


ce  qui  fournit  un  moyen  très-simple  d'évaluer  numérique- 
ment la  masse  d’un  corps,  dans  le  cas  où  l’unité  de  masse 
est  celle  que  nous  avons  définie. 

§ 99.  Composition  des  forces  appliquée*  à un  incnie 
point  matériel.  — Lorsque  plusieurs  forces  agissent  simul- 
tanément sur  un  même  point  matériel,  suivant  des  directions 
quelconques,  ce  point  prend  un  certain  mouvement  dans 
l’espace.  Ou  comprend  que  le  même  mouvement  pourrait  lui 
être  communiqué  par  l’action  d’une  force  unique,  dont  la 
grandeur  et  la  direction  dépendent  des  circonstances  que 
présente  ce  mouvement.  Celte  force  unique,  capable  de  don- 
ner au  point  matériel  le  mouvement  qu’il  prend  sous  l’action 
des  diverses  forces  qui  lui  sont  appliquées  simultanément, 
est  ce  qu’on  nomme  la  résultante  de  ces  forces.  Los  forces 
dont  elle  peut  tenir  lieu  se  nomment  ses  composantes.  La 
composition  des  forces  a pour  objet  la  détermination  de  la 
résultante  lorsqu’on  connaît  les  composantes. 

Le  principe  de  l’indépendance  des  effets  des  forces  qui 
agissent  simultanément  sur  uu  même  point  matériel 
conduit  directement  à la  règle  de  la  composition  des  forces 
appliquées  à un  point.  D’après  ce  principe,  le  mouvement 
d'un  point  matériel  soumis  à la  fois  aux  actions  de  plusieurs 
forces,  s’obtient  en  composant  le  mouvement  rectiligne  et 
uniforme  correspondant  à la  vitesse  qu’il  possède  à uu  ins- 
tant quelconque,  avec  les  divers  mouvements  que  chacune 
des  forces  lui  communiquerait  si  elle  agissait  seule  sur  lui 
et  qu’il  partît  du  repos;  et  dans  celte  composition,  on  doit 
regarder  tous  les  mouvements  composants  qui  jouent  le  rôle 
de  mouvements  d’entrainement  comme  étant  des  mouve- 
ments de  translation.  Or,  nous  savons  que,  dans  ce  cas,  on 
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trouve  l'accélération  totale  du  mouvement  résultant  en  com- 
posant les  accélérations  totales  des  mouvements  composants 
d'après  les  règles  de  la  composition  des  vitesses  (§  79).  Nous 
savons  en  outre  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
accélérations  totales  des  mouvements  qu’un  même  point  ma- 
tériel prend  sous  l’action  de  chacune  d’elles,  et  que  les  di- 
rections des  forces  sont  les  mêmes  que 
celles  de  ces  accélérations  (§  95).  Nous 
pouvons  en  conclure  immédiatement  que, 
si  l’on  représente  les  forces  par  des  droites 
dont  les  longueurs  soient  proportionnel- 
les à leurs  intensités,  et  dont  les  directions 
soient  celles  suivant  lesquelles  elles  agis- 
sent, la  résultante  de  plusieurs  forces  ap- 
pliquées à un  même  point  s’obtiendra  au 
moyen  des  composantes,  par  une  construc- 
tion entièrement  pareille  à celle  qui  donne  la  résultante  de 
plusieurs  vitesses  au  moyen  des  vitesses 
composantes. 

Quand  on  n’aura  que  deux  forces  F, 
F' à composer  en  une  seule,  on  cons- 
truira un  parallélogramme  sur  les  deux 
lignes  AH,  AC  qui  les  représentent, 
fig.  52...,  et  la  diagonale  AD  de  ce  pa- 
rallélogramme représentera  leur  résul- 
tante. Cette  construction  constitue  ce 
qu’on  nomme  le  parallélogramme  dex 
force». 

Quand  on  aura  à composer  un  nombre 
quelconque  de  forces  F,  F',  F",  F"',  ap- 
pliquées à un  même  point  A,  fig.  33, 
on  tracera  les  lignes  AB,  AC,  AD,  AE 
qui  les  représentent;  puis  on  construira 
c polygone  A BG  H K,  dont  les  côtés  A B,BG,  G H,  HK,  sont 


Fig.  53. 


% 


Digitized  by  Google 


13<*  LIVRE  II.  — RYNAMIQIE.  PREMIÈRE  PARTIE. 

respectivement  égaux  et  parallèles  à ces  diverses  lignes  : la 
droite  AK,  qui  joint  le  point  A à l'extrémité  K du  polygone 
ainsi  obtenu , représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
résultante  des  forces  données  F,  F’,  F , F”'.  On  donne  à celle 
construction  le  nom  de  polygone  des  forces. 

Enfin,  quand  les  forces  composantes  seront  au  nombre  de 
trois,  et  que  leurs  directions  ne  seront  pas  comprises  dans 
un  même  plan,  le  polygone  des  forces  pourra  être  remplacé 
parle paralle'/ipipède  des  forces ; c’est-à-dire  que  la  droite 
qui  représentera  la  résultante  des  forces  données  sera  la 
diagonale  du  parallélipipède  ayant  pour  arêtes  les  droites 
qui  représentent  les  composantes. 

Une  force  étant  donnée,  on  pourra  la  décomposer  en  deux 
ou  en  trois  composantes  suivant  des  directions  détermi- 
nées, en  opérant  exactement  de  la  même  manière  que  s’il 
s’agissait  de  décomposer  une  vitesse  (§  à5). 

^ 100.  Projections  «les  for«*es  sur  un  plan  tlxe  ou  sur 
une  droite  fixe.  — Une  force  étant  représentée  par  une 
ligne  droite , conformément  à ce  qui  vient  d’être  dit  (§  99), 
si  l’on  projette  celte  droite  sur  un  plan  fixe,  la  projectiou 
pourra  être  regardée  comme  représentant  une  autre  force 
qui  agit  dans  ce  plan  : cette  autre  force  est  ce  qu’on  nomme 
lu  projection  de  la  première  force  sur  le  plan  fixe.  De  même, 
si  l’on  projette  sur  une  droite  fixe,  la  ligne  qui  représente 
une  force  quelconque,  la  projection  représente  une  autre 
force  que  l’on  dit  être  la  projection  de  la  première. 

Si  l’on  a construit  le  polygone  qui  sert  à trouver  la  résul- 
tante d’un  système  quelconque  de  forces  appliquées  à un 
même  point  matériel,  et  que  l’on  projette  la  figure  tout  en- 
tière sur  un  plan  fixe,  ou  obtiendra  un  autre  polygone  situé 
dans  ce  plan  : la  considération  de  et*  second  polygone  montre 
que  la  projection  de  la  résultante  des  forces  sur  le  plan  tixe 
est  la  résultante  des  projections  des  forces  elles-mêmes  sur 
ce  plan. 
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On  trouve  exactement  de  la  même  manière  que,  si  plu- 
sieurs forces  agissent  sur  un  même  point  matériel,  la  projec- 
tion de  leur  résultante  sur  une  droite  fixe  est  la  résultante 
des  projections  des  forces  sur  cette  droite,  résultante  qui, 
dans  ce  cas,  sc  réduit  à la  somme  algébrique  des  compo- 
santes. 

Si  par  le  point  d'application  d’une  force  on  mène  trois 
droites  non  situées  dans  un  même  plan,  et  qu’on  décompose 
la  force  en  trois  composantes  dirigées  suivant  ces  trois 
droites,  chaque  composante  peut  être  regardée  comme  la 
projection  de  la  force  sur  la  droite  correspondante,  cette 
projection  étant  effectuée  parallèlement  au  plan  des  deux 
autres  droites.  D’après  cela,  on  voit  que  la  force  est  la  résul- 
tante de  ses  projections  sur  les  trois  droites.  11  en  est  de 
même  lorsqu’une  force  se  trouve  décomposée  en  deux  autres 
suivant  deux  droites  dont  le  plan  passe  par  la  direction  de 
la  force  : chaque  composante  est  la  projection  de  la  force 
sur  la  droite  correspondante,  cette  projection  étant  effectuée 
parallèlement  à l’autre  droite  ; cl  par  suite  la  force  est  la  ré- 
sultante de  ses  projections  sur  les  deux  droites. 

Les  propositions  (pii  précèdent  sont  vraies  de  quelque 
manière  que  s’effectuent  les  projections,  et,  par  conséquent 
aussi , dans  le  cas  particulier  où  ces  projections  sont  ortho- 
gonales. Toutes  les  fois  que  nous  aurons  occasion  de  les 
appliquer,  et  que  nous  ne  spécifierons  pas  la  nature  des  pro- 
jections, on  devra  toujours  entendre  qu'il  s’agit  de  projec- 
tions orthogonales. 

§ 101.  Théorie  des  moments,  dons  le  cas  des  forces 
appliquées  à un  meme  point  matériel. — Soit  O un  point 
quelconque  pris  sur  le  plan  des  deux  forces  F,  F'  appliquées 
à un  même  point  A,  fig.  Construisons  le  parallélogramme 
A BDC , sur  les  lignes  A B,  AC  , qui  représentent  les  forces 
F,  F'  ; la  diagonale  A D représentera  leur  résultante.  Si 
nous  joignons  le  point  ü aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D 
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de  ce  parallélogramme,  nous  formerons  trois  triangles  A B O, 
A A CO,  ADO,  dont  le  der- 

nier  A DO  est  égal  à la 
/ Yà\  somme  des  deux  premiers 

/ /"  \ > A BO,  A C O.  En  effet , on 

y \ \ peut  regarder  ces  trois 

\ triangles  comme  ayant 

V\  1*  \m  pour  base  commune  AO, 

\\J  j et  pour  hauteurs  les  dis- 

\ A / tances  des  ponits  11,  C,  D 

*\  \ / à cette  base;  or,  ces  hau- 

* \ i 

leurs  sont  évidemment  les 
/ projections  orthogonales 

des  lignes  AB,  AC,  AD 
V>,  / sur  la  ligne  A M menée 

v*  Kig.  m perpendiculairement  à AO, 

et  la  projection  de  AD  sur 
A M est  égale  à la  somme  des  projections  de  A B et  BD  sur 
cette  même  ligne,  c’est-à-dire  égale  à la  somme  des  projec- 
tions de  A B et  AC  : donc  aussi  la  surface  du  triangle  A 1)0 
est  égale  à la  somme  des  surfaces  des  triangles  ABO,  A CO. 
Mais  nous  pouvons  évaluer  les  surfaces  de  ces  triangles  en 
les  regardant  comme  ayant  pour  bases  AB,  AC,  AD, et  pour 
hauteurs  les  perpendiculaires  OP,  OQ,  OH  abaissées  du 
point  0 sur  ces  bases  : nous  aurons  donc 


AD  X 0 R = A B XOP  + A C x OQ. 


Chacun  des  trois  termes  (pii  entrent  dans  cette  équation 
est  le  produit  d’une  force  par  la  distance  du  point  O à sa 
direction  ; un  pareil  produit  se  nomme  le  moment  de  la 
force  par  rapport  au  point  0.  Il  résulte  donc  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  que,  si  l’on  considère  deux  forces  appliquées 
à un  même  point  matériel  et  la  résultante  de  ces  deux  forces, 
le  moment  de  la  résultante,  par  rapport  à un  point  0 pris 
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dans  l<*  plan  dos  forces,  est  égal  à la  somme  des  moments 
îles  composantes  par  rapport  au  même  point  0. 

Pour  que  ce  théorème  soit  vrai,  de  quelque  manière  que 
le  point  O soit  situé  dans  le  plan  des  forces  A B,  AC,  A I),  il 
est  nécessaire  d’attribuer  un  signe  au  moment  de  chacune 
d’elles,  d'après  la  position  qu’elle  occupe  par  rapport  au 
point  0;  voici  comment  ce  signe  se  détermine.  On  conçoit 
que  chaque  force  soit  appliquée  seule  à une  ligure  plane 
matérielle, contenue  dans  le  plan  dont  il  s’agit,  et  ne  pouvant 
que  tourner  autour  du  point  0;  sous  l’action  de  cette  force, 
la  figure  prendra  un  mouvement  de  rotation  autour  du  point 
0,  dans  un  certain  sens  facile  à trouver  d’après  le  sens  dans 
lequel  la  force  agit  : on  regarde  comme  positif  le  moment 
de  toute  force  qui  tend  ainsi  à faire  tourner  la  ligure  mobile 
dans  un  sens  déterminé,  que  l'on  choisit  d’ailleurs  à volonté, 
et  comme  négatif  le  moment  de  toute  force  qui  tend  à faire 
tourner  cette  figure  dans  le  sens  opposé. 

Si  l’on  reprend  ce  qui  a été  dit  au  commencement  de  ce 
paragraphe,  en  donnant  successivement  au  point  O diverses 
positions  dans  le  plan  des  forces  F,  F',  et  qu’on  attribue  au 
moment  de  chacune  de  ces  forces  et  à celui  de  leur  résul- 
tante les  signes  qu’ils  doivent  avoir  dans  chaque  cas,  on  re- 
connaîtra que  le  moment  de  la  résultante,  par  rapport  au 
point  U,  est  toujours  égal  à la  somme  des  moments  des  com- 
posantes par  rapport  au  même  point. 

§ 102.  Si  nous  considérons  un  nombre  quelconque  de 
forces  F,  F',  F",  F'", appliquées  à un  même  point  ma- 

tériel, et  dirigées  toutes  dans  un  même  plan,  nous  pourrons 
étendre  sans  peine  à ce  système  de  forces  le  théorème  qui 
vient  d’être  établi  pour  le  cas  de  deux  forces  seulement. 

Composons  d’abord  les  deux  forces  F,  F'  entre  elles,  et 
nous  trouverons  une  résultante  partielle  dont  le  moment, 
par  rapport  à un  point  quelconque  O pris  dans  le  plan  des 
forces,  sera  égal  à la  somme  des  moments  des  forces  F,  F' 
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par  rapport  à ce  point.  Si  nous  composons  ensuite  cette  ré- 
sultante partielle  avec  la  force  F ",  nous  aurons  une  deuxième 
résultante  partielle  dont  le  moment,  par  rapport  au  point  O, 
sera  égal  à la  somme  des  moments  de  F"  et  de  la  première 
résultante  partielle  par  rapport  au  même  point  : le  moment 
de  cette  deuxième  résultante  partielle  sera  donc  égal  à la 
somme  des  moments  des  trois  forces  F,  F',  F”.  En  composant 
la  deuxième  résultante  partielle  avec  F ",  on  trouvera  une 
troisième  résultante  partielle  dont  le  moment  sera  de  même 
(•gai  à la  somme  des  moments  des  quatre  forces  F,  F",  F",  F"'. 
En  continuant  ainsi,  ou  finira  par  arriver  à la  résultante  de 
toutes  les  forces  données,  et  I on  trouvera  que  le  moment  de 
cette  force,  par  rapport  au  point  U,  est  égal  à la  somme  des 
moments  de  ses  composantes,  par  rapport  à ce  point. 

§ 103.  Dans  le  cas  où  un  point  matériel  est  soumis  à Fac- 
tion d un  nombre  quelconque  de  forces  non  dirigées  dans 
un  même  plan,  nous  11e  pouvons  plus  arrivera  un  résultat 
simple  en  appliquant  le  théorème  du  g 101  aux  diverses 
compositions  successives  que  nous  venons  de  considérer,  et 
qui  conduisent  à trouver  la  résultante  définitive  du  système 
de  forces,  parce  que  ces  compositions  successives  11e  s'effec- 
tuent pas  dans  un  même  plan.  Mais,  en  suivant  une  autre 


conque  par  rapport  à celte  force.  On  donne  le  nom  de  mo- 
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mont  de  la  force  AB,  par  rapport  à la  droite  OP,  au  produit 
de  la  plus  courte  distance  des  lignes  A B,  OP,  par  la  projec- 
tion de  la  force  A B sur  un  plan  MN  perpendiculaire  à U P. 
Il  est  aisé  de  voir  que  la  plus  courte  distance  R S des  droites 
A B, O P est  parallèle  au  plan  M N , et  que,  par  conséquent, 
elle  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan;  de  plus,  la 
projection  OT  de  celle  plus  courte  distance  est  perpendi- 
culaire à la  projection  uh  de  la  force  AB  : donc  ce  que  nous 
nommons  le  moment  de  la  force  A B,  par  rapport  à la  droite 
U P,  n'est  autre  chose  que  le  moment  de  la  projection  de 
cette  force  sur  le  plan  Mi\,  par  rapporl  au  point  O où  ce 
plan  est  percé  par  la  ligne  O P. 

Cela  posé , concevons  que  nous  projetions  sur  un  plan 
quelconque  les  diverses  forces  qui  agissent  sur  un  même 
point  matériel,  ainsi  que  la  résultante  de  ces  forces.  Nous 
savons  que  la  projection  de  la  résultante  est  la  résultante 
des  projections  des  forces  (§  100);  et  comme  toutes  ces  pro- 
jections sont  dirigées  dans  un  même  plan , nous  pouvons 
dire  (g  102)  que  le  moment  de  la  résultante  projetée,  par 
rapport  à un  point  quelconque  O du  plan  de  projection,  est 
égal  à la  somme  des  moments  des  composantes  projetées, 
par  rapport  au  meme  point.  Remplaçons,  dans  cet  énoncé, 
le  moment  de  chaque  force  projetée  par  rapport  au  point  ü, 
par  le  moment  de  la  force  de  l’espace  par  rapport  à la  per- 
pendiculaire au  plan  de  projection  menée  par  le  point  U,  et 
nous  arriverons  ainsi  à la  proposition  suivante  : lorsque 
plusieurs  forces  agissent  sur  un  même  point  matériel,  dans 
diverses  directions,  le  moment  de  la  résultante  de  ces  forces, 
par  rapport  à une  droite  quelconque , est  égal  à la  somme 
des  moments  des  composantes,  par  rapport  à la  même  droite. 

Pour  que  ce  théorème  soit  toujours  vrai , il  est  néces- 
saire de  regarder  le  moment  d’une  force  par  rapport  à une 
droite  comme  étant  une  quantité  positive  ou  négative,  sui- 
vant les  cas.  Ce  moment  n’étant  autre  chose  que  le  moment 
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de  la  projection  de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à la 
droite,  par  rapport  au  point  où  ce  plan  est  percé  par  la 
droite,  il  est  naturel  de  lui  donner  le  signe  de  ce  dernier 
moment  : le  moment  d'une  force,  par  rapport  à une  droite, 
sera  donc  positif  ou  négatif,  suivant  que  celte  force  tendra 
à faire  tourner  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  un  corps  au- 
quel elle  serait  appliquée,  et  qui  ne  pourrait  que  tourner 
autour  de  la  droite. 
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§ 10/».  Equilibre  d’un  point  matériel.  — Lorsqu’un 
point  matériel , que  nous  supposerons  primitivement  en 
repos,  vient  à être  soumis  aux  actions  simultanées  de  diver- 
ses forces,  il  peut  arriver  que  ces  forces  se  contre-balancent 
mutuellement,  de  telle  manière  qu’il  reste  en  repos  malgré 
l’action  des  forces.  Dans  ce  cas,  on  dit  que  le  point  mate- 
riel eut  en  équilibre  ; on  dit  aussi  que  le*  force*  *e  font 
équilibre  sur  le  point  matériel. 

Il  est  aisé  de  voir  à quelle  condition  les  forces  doivent 
satisfaire,  pour  que  le  point  matériel  sur  lequel  elles  agissent 
soit  en  équilibre.  Ces  forces,  quelles  que  soient  leurs  gran- 
deurs et  leurs  directions,  peuvent  être  remplacées  par  leur 
résultante  (§  99).  Le  point  matériel , soumis  à Faction  de 
celte  résultante  seule,  doit  donc  restera  l’état  de  repos,  tout 
aussi  bien  que  lorsqu’il  est  soumis  aux  actions  simultanées 
des  composantes.  Or,  cela  ne  peut  évidemment  avoir  lieu 
qu'aulantque  la  résultante  est  nulle  : donc,  pourqu’un  point 
matériel  soit  en  équilibre  sous  l’action  de  plusieurs  forces, 
il  faut  que  la  résultante  de  ces  forces  soit  nulle.  D’ailleurs  il 
est  bien  clair  que  celte  condition  est  suffisante  pour  que  le 
point  matériel,  primitivement  en  repos,  ne  se  mette  pas  en 
mouvement  sous  Faction  des  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
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puisque  ces  forces  peuvent  toujours  être  remplacées  par 
leur  résultante,  et  que,  celle-ci  étant  nulle,  le  point  matériel 
se  trouve  dans  le  même  cas  que  s’il  n’était  soumis  à l’action 
d’aucune  force. 

Si  plusieurs  forces,  agissant  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement, ont  une  résultante  nulle,  ou  dit  encore  qu’elles  se 
font  équilibre.  Dans  le  cas  où  le  point  matériel  serait  sou- 
mis à ces  forces  seules,  il  se  trouverait  dans  les  mêmes  con- 
ditions que  si  aucune  force  ne  lui  était  appliquée,  et  par 
suite  son  mouvement  serait  rectiligne  et  uniforme. 

Lorsque  plusieurs  forces  appliquées  à un  même  point  ma- 
tériel se  font  équilibre,  il  est  clair  qu'une  quelconque  d’entre 
elles  est  égale  et  directement  opposée  à la  résultante  de 
toutes  les  autres. 

Soient  F,  F,  F",...  diverses  forces  qui  agissent  sur  un 
même  point  matériel.  Menons,  par  un  point  quelconque  de 
l’espace,  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et  décompo- 
sons chacune  des  foires  F,  F',  F",...  en  trois  composantes 
dirigées  parallèlement  à ces  axes.  Soient  X,  Y,  Z les  com- 
posantes de  la  force  F ; X',  Y',  Z',  les  composantes  de  la  force 
F,  etc.  La  projection  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F",... 
sur  l’axe  des  x (§  100)  est  égale  à 

X + X'  -f-  X"  -F , ou  SX; 

de  même  les  projections  de  cette  résultante  sur  les  axes 
des  y et  des  2,  sont  respectivement 

Y 4-  Y'  + Y"  + ou  2 Y . 

Z+Z'  + Z"  + , ou  2 Z. 

11  est  clair  que,  pour  que  les  forces  F,  F',  F''....  se  fassent 
équilibre,  c’est-à-dire  pour  que  leur  résultante  soit  nulle, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  projections  de  celte  ré- 
sultante sur  les  axes  soient  milles  toutes  dois  : l'équilibre 
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des  forces  F,  F',  F"...  se  trouve  donc  exprimé  par  les  équa- 
tions 


ZX=o  , SY=o  , 2Z  = o. 

§ 105.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel. 

— üans  ce  qui  suit,  uous  allons  étudier  les  lois  du  mouve- 
ment que  prend  un  point  matériel  sous  l’action  d’une  ou  de 
plusieurs  forces.  Mais,  les  diverses  forces  qui  agissent  simul- 
tanément sur  un  même  point  matériel  pouvant  toujours  être 
remplacées  par  leur  résultante , nous  n’avons  pas  besoin  de 
nous  préoccuper  de  l’existence  de  ces  diverses  forces,  et 
nous  pouvons  raisonuer  dans  tous  les  cas,  comme  si  le  mou- 
vement du  point  mobile  était  dû  à l’action  d’une  force 
unique. 

Si  un  point  matériel,  partant  du  repos,  est  soumis  à l’ac- 
tion d’une  force  dont  la  direction  reste  constamment  la 
même,  il  se  mouvra  suivant  une  ligne  droite.  Il  en  sera  en- 
core de  même  si  ce  point  matériel  a reçu  une  vitesse  ini- 
tiale dont  la  direction  coïncide  avec  celle  de  la  force  qui  lui 
est  appliquée.  C’est  ce  qu’on  reconnaîtra  sans  peine,  en  rai- 
sonnant comme  nous  l’avons  déjà  fait  dans  le  cas  où  la  force 
est  constante  en  grandeur  et  en  direction  (§§  90  et  91). 

De  quelque  manière  que  varie  la  force  qui  agit  sur  le 
point  matériel , si  l’on  désigne  par  m la  masse  de  ce  point , 
par  y l’accélération  de  son  mouvement  à un  instant  quel- 
conque, et  par  F la  valeur  de  la  force  à cet  instant,  on  aura 
toujours  la  relation  (§  98) 

F —mj. 

La  connaissance  de  la  loi  de  variation  de  la  foire  F entraîne 
donc  celle  de  la  loi  de  variation  de  l’accélération  j , ce  qui 
permet  de  déterminer  la  loi  du  mouvement. 

Soient  t le  temps  compté  à partir  d’un  instant  quelconque 
pris  pour  origine;  x la  distance  du  point  mobile  à un  point 

to 
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Il  le  de  sa  trajectoire  rectiligne,  à La  fin  du  temps  I;  et  r la 
vitesse  de  ce  point  ao  même  instant.  On  a 

dx  dr (Px 

* ~ dt  ' * di  ~ dt1 


L’accélération  j,  ainsi  obtenue , est  positive  on  négative  en 
même  temps  qne  l'accroissement  de  vitesse  infiniment  petit 
dr  correspondant  à l'élément  de  temps  dt.  Il  est  aisé  de 

voir  que,  quel  que  soit  le  signe  de  r,  ou  de  la  vitesse 

i ® * 

acquise  élémentaire  dr  est  positive  ou  négative,  snivant 
qu’elle  est  dirigée  dans  le  sens  des  r positifs  ou  dans  le  sens 
des  x négatifs  ; et  par  suite  il  en  est  de  même  de  l’accéléra- 
tion y.  On  voit  donc  que  la  relation 


F = tnj, 

qui  a été  établie  (j)  98),  en  ue  considérant  que  les  valeurs 
absolues  de  j et  de  F,  subsistera  eucore  quand  on  prendra 
y avec  son  signe,  à la  condition  de  regarder  la  force  F comme 
positive  ou  négative , suivant  quelle  agira  dans  le  sens  des 
x positifs  ou  bien  dans  le  sens  opposé. 

cPx 

En  remplaçant  j par  sa  valeur  ^ dans  cette  dernière  re- 
lation, on  trouve 

d'x 

"^=F> 

qui  n'est  autre  chose  que  l’équation  différentielle  du  mou- 
vement du  point.  L'intégration  de  cette  ëqualiou  différen- 
tielle fera  connaître  l’équation  finie  du  mouvement.  Les 
constantes  arbitraires  se  détermineront  d’après  les  circons- 
tances initiales,  c'est-à-dire  d’après  les  valeurs  de  la  distance 

x du  mobile  au  point  fixe,  et  de  sa  vitesse  correspondant 

à / = o. 

S 106.  La  force  F varie,  en  général,  avec  t,  et  par 
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conséquent  aussi  avec  les  quantités  x et  r;  on  conçoit  qu’elle 
sera  généralement  donnée  en  fonction  de  ces  trois  variables 
t,  x,  r.  (/intégration  de  l’équation  différentielle  du  mouve- 
ment s’effectuera  alors' en  suivant  une  marche  plus  ou  moins 
complexe , qui  dépendra  de  la  forme  de  cette  fonction,  et  en 
tenant  compte,  en  même  temps,  de  la  relation 


v — 


dx 

Tl' 


Nous  nous  contenterons  ici  d'indiquer  la  marche  à suivre 
pour  faire  celte  intégration,  lorsque  la  force  F sera  donnée 
en  fonction  d’une  seule  des  trois  variables  t,  x,  v.  Nous  au- 
rons pour  cela  à examiner  trois  cas  distincts. 

1"  cas.  — La  valeur  de  F est  donnée  par  la  relation 

F =/(<)• 

L équation  différentielle  du  mouvement  est  donc 


cPx 

md?=“l)- 


dt 


Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  — , et  qu’on  intègre, 


on  trome 


dx 

-r  = K 

di 


1 

m 


r.  étant  la  vitesse  du  mobile  correspondant  à/  = o.  Repré- 

dx 

sentons  par  <f  (/)  cette  valeur  de  , en  sorte  que  nous  au- 


rons 


En  multipliant  les  deux  membres  par  dt,  et  intégrant  de 
nouveau,  on  aura  définitivement 

/»* 

x = x0+  / <f(t)dt 

v » 

10. 
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ponr  l'équation  du  mouvement  ; x,  désigne  la  valeur  de  x 
correspondant  à / = o. 

2*  cas.  — Ou  donne 


F =/(*). 


L’équation  différentielle  qull  s'agit  d'intégrer  est  donc  alors 


m 


drx 

ïïi7 


=/w. 


Si 


d~-x  dr 
nous  remplaçons  •—  par  , 


cette  Quation  deviendra 


=/«■ 


Multiplions  le  second  membre  par  et  le  premier  mem- 

, . , 2 rdt 

bre  par  son  égal , et  nous  aurons 

m 


2 p dv=  — f (x)  dx; 


m 


d’où  en  intégrant 


vt  = v0  -h-  I /(x)  dx; 
mJx. 

r„  et  xa  désignent  comme  précédemment  les  valeurs  de  r et 
x qui  correspondent  à l = o.  On  lire  de  cette  équation  une 
valeur  de  r que  nous  représenterons  par 

p = <p(x); 

en  y remplaçant  v par  puis  résolvant  par  rapport  ù dt, 
on  trouve 


dt  — 


dx 

{x) 


ou  a donc,  en  intégrant  encore  une  fois. 
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IX 

/ 


-f 


«te 


?(•*)  ' 


3*  cas.  — On  donne 

F =/(*). 

L’équation  différentielle  du  mouvement  est  dans  ce  cas 

(Px 

-as 

ou  ce  qui  est  la  même  chose 


dv 


On  en  tire 


d’où  en  intégrant 


dt  = m 


dv 


/(«)* 


fV  dv 


Si  l’on  résout  cette  équation  par  rapport  à r,  ce  qui  donnera 

* = ?(*). 

et  qu’on  observe  que  l’on  a 


dx 

v = dï' 


on  en  déduira 


x = x„  -+-  j <p  (t)dt. 


Mais  on  peut  aussi  remplacer  celte  dernière  opération  par 
la  suivante  : la  relation 

dx  = v dt 
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donne,  dans  le  cas  dont  il  s’agit, 


dx 


vdv 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant 


il  suffit  alors  d’éliminer  v,  entremette  dernière  équation  et  la 

relation  entre  r et  t qui  résulte  de  la  première  intégration  , 

pour  avoir  la  relation  cherchée  entre  r et  t. 

§ 107.  Exemple*  de  mouvement*  rectilignes.  — Nous 

allons  appliquer  ce  qui  précède  à deux  exemples. 

# Considérons  d’abord  le  mouvement  d’un  point 

matériel  qui  part  du  point  O,  fîg.  56,  sans  vitesse 
1 M . . » 

R initiale,  sous  l'action  d'une  force  dirigée  suivant  la 

ligne  OA  et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  du  point  mobile  au  point  A de  cette 
ligne.  Nous  verrons  plus  tard  que  le  poids  d’un 
corps,  placé  successivement  à différentes  hauteurs 
au-dessus  de  la  surface  de  la  terre,  varie  sensible- 
ment en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  qui 
A le  sépare  du  centre  du  globe  terrestre  ; en  sorte 
F‘8' 56-  que  l’exemple  que  nous  allons  traiter  peut  être  re- 
gardé comme  se  rapportant  au  mouvement  d’un  corps  pe- 
sant qu’on  laisserait  tomber  d’une  certaine  hauteur  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  sans  vitesse  initiale , et  dans  le 
vide,  pour  ne  pas  avoir  à tenir  compte  de  la  résistance  de 
l’air.  Nous  supposerons  donc  que  A est  le  centre  de  la  terre, 
et  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel  n’est  autre 
chose  que  son  poids.  Soit  B le  point  où  la  ligne  OA  perce 
la  surface  de  la  terre  : lorsque  le  mobile  est  en  ce  point , son 
poids  est  égal  à ing  (S  98).  Le  poids  du  mobile,  en  un  point 
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quelconque  M de  la  droite  suivant  laquelle  il  se  meut,  aura 
pour  expression 


m a - — , 

y (a  — x)1 

en  désignant  par  x la  distance  OM,  par  a la  distance  OA,  et 
par  r le  rayon  AB  de  la  terre.  D’après  cela,  l’équation  diffé- 
rentielle du  mouvement  sera 

tPx  r1 

dô~  9 (a— 

Nous  nous  prouvons  ici  dans  le  second  des  trois  cas  qui 
ont  été  lraité%dans  le  paragraphe  106.  En  opérant  comme 
nous  l’avons  dit,  et  observant  que  la  vitesse  initiale  r,  est 
nulle  par  hypothèse,  ainsi  que  la  distance  initiale  xt  du  mo- 
bile au  point  O,  nous  trouverons  d’abord 


5 gt 


x 

a — x 


‘ 


En  y remplaçant  v par  — , puis  résolvant  par  rapport  à dt, 
dt 

et  remarquant  que  dx  et  dt  sont  de  même  signe , nous  au- 
rons 


En  intégrant  de  nouveau,  et  tenant  compte  de  ce  que  x est 
nul  en  même  temps  que  t,  nous  obtiendrons  enfin  l’équation 
finie  du  mouvement,  qui  est 


§ 108.  Considérons  encore  le  mouvement  rectiligne  d’un 


Z-V 
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point  matériel  soumis  aux  actions  simultanées  de  deux  forces, 
dont  l'une  est  constante  en  grandeur  et  en  direction,  et  dont 
l’autre,  toujours  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement, 
varie  proportionnellement  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile. 
C’est  le  cas  d’un  corps  pesant  qui  se  meut  dans  l’air,  en  sup- 
posant que  le  poids  du  corps  soit  constant,  et  que  ia  résis- 
tance qu’il  éprouve  de  la  part  de  l’air  varie  proportionnelle- 
ment au  carré  de  sa  vitesse.  Nous  supposerons  donc  que  la 
force  constante  qui  agit  sur  le  point  matériel  soit  son  poids 
mg,  et  nous  représenterons  l’autre  force , qui  sera  la  résis- 

lance  de  l’air,  par  mg  tj,  v étant  la  vitesse  du  mobile  à un 

* 

instant  quelconque,  et  k étant  la  valeur  particulière  de  cette 
vitesse  pour  laquelle  la  seconde  force  devient  égale  à la  pre- 
mière. 

Examinons  d’abord  le  cas  où  le  corps  dont  nous  nous 
occupons  commence  à se  mouvoir  sans  vitesse  initiale.  Son 
mouvement  s’effectue  suivant  la  verticale  menée  par  son 
point  de  départ, et  de  haut  en  bas  ; la  résistance  qu’il  éprouve 
de  la  part  de  l’air  est  donc  dirigée  verticalement  et  de  bas 
en  haut , c’est-à-dire  en  sens  contraire  de  l'action  de  la  pe- 
santeur. Ce  eorps  se  meut  comme  s’il  était  soumis  à l’action 
de  la  résultante  de  son  poids  mg  et  de  la  résistance  de  l'air 
ti1 

mg  p , résultante  qui  est  évidemment  égalé  a 

v 1 

mg  — tng-. 

D'après  cela,  on  voit  que,  si  l’on  désigne  par  x la  distance 
du  mobile  à son  point  de  départ,  on  aura  pour  l’équation 
différentielle  du  mouvement 


équation  qui  rentre  dans  le  troisième  cas  du  § 106.  Si  nous 
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, d*x  . .dv  . 

y remplaçons  ^ par  son  égal  , et  que  nous  résolvions 

ensuite  par  rapport  à dt,  nous  trouverons 

k1  dv  k / dv  dv  \ 

g kl  — v1  Ig  \ k v k — v)  ' 

d'où,  en  intégrant  et  observant  que  la  vitesse  initiale  est 
nulle, 

k . k -f-  v 

i=  — L . 

2 g k — v 

Cette  équation,  résolue  par  rapport  à v,  donne 


2 «f 
* 


v = k - 


— 1 


w 

k 


+ 1 


e désigne  la  base  du  système  de  logarithmes  népérien.  Si 
dx 

l’on  remplace  v par  , et  qu  on  multiplie  les  deux  mem- 
bres de  l’équation  par  dt,  on  trouvera 


k 


dx  = k 


2gt_ 

k 


JH 

, k 

1 . . e — e 

— dt  — k 


çt 

k 


SL 

k 


dt; 


e -+- 1 e " + e 

d’où,  en  intégrant  de  nouveau,  et  déterminant  la  constante 
de  manière  que  x soit  nul  pour  t=o, 


La  valeur  de  v pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

1 — e 


k 


v = k 


1 + e 


Igt  > 
k 


Digitized  by  Google 


154  LIVRE  11.  — dynamique,  première  partie. 

on  voit  (iue  Ja  vitesse  du  mobile  augmente  constamment , 
sans  cependant  jamais  dépasser  la  vitesse  k;  elle  s’approche 
indéfiniment  de  cette  limite  k,  et  ne  lui  devient  égale  que 
lorsque  t est  infini. 

Voyons  maintenant  comment  s’effectue  le  mouvement  du 
corps  sous  l'action  des  mêmes  forces,  lorsqu'il  a été  primiti- 
vement lancé  verticalement,  et  de  bas  en  haut,  avec  une  vi- 
tesse va.  Ce  corps  commence  par  s’élever  verticalement  ; sa 
vitesse  diminue  peu  à peu;  bientôt  il  cesse  de  monter,  pour 
se  mettre  en  mouvement  en  sens  contraire  suivant  la  même 
droite,  en  prenant  une  vitesse  de  plus  en  plus  grande.  Pen- 
dant que  le  corps  monte,  la  résistance  qu’il  éprouve  de  la 
part  de  l’air  est  dirigée  de  haut  en  bas,  de  même  que  l’ac- 
tion de  la  pesanteur;  la  résultante  des  deux  forces  auxquelles 
il  est  soumis  est  donc  égale  à 

v* 

mg  -+~  my 


Si  nous  désignons  encore  par  x la  distance  du  mobile  à son 
point  de  départ , et  si  nous  remarquons  que  la  force  résul- 
tante dont  nous  venons  de  donner  la  valeur  est  dirigée  en 
sens  contraire  du  sens  dans  lequel  sc  compte  cette  distance 
x,  nous  verrons  que  l'équation  différentielle  du  mouvement 
ascendant  du  mobile  est  la  suivante 


<Px  ( t)’  \ 

___ÿ  ^+_): 


nous  sommes  donc  encore  dans  le  troisième  cas  du  paragra- 

■ c * . d*x  dr  . 

phe  106.  Si  nous  remplaçons  par  et  que  nous  résol- 
vions par  rapport  à dt,  nous  trouverons 

dv 


dt  = -- 


g + » 


! > 


d'oii , en  intégrant  et  observant  que,  pour  I = o,  on  doit 
avoir  v = v, , 
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Ida 


k e„ 

i = - arc  lang  — 
9 


k v k kva  — kv 

- arctang  r = - arctang  — . 

g kg  *» 


k a ~ K </  ~ + vv0 

Celle  équation  étant  résolue  par  rapport  à v,  nous  donnera 


v = k 


gt  , . gt 
v„cos-, — k sin  y 
k k 

. 9‘  -9* 

k cos  y -f-  v„  sin  y 

k k 


dx 


Mettant  à la  place  de  v,  multipliant  de  part  et  d’autre 

par  dt,  intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condi- 
tion que  pour  / = o on  ait  j?=o  , nous  trouverons 

k1  ( nt  t>0  , gt\ 

X = — l.  COS  y -4-  -y-  sin  y J. 
g \ k k k J 


Telle  est  l’équation  finie  du  mouvement  ascendant  que  nous 
nous  étions  proposé  de  déterminer.  Le  mobile  se  mouvra 
conformément  à cette  équation,  tant  que  sa  vitesse  sera  diri- 
gée de  bas  en  haut , c’est-à-dire  tant  que  t sera  inférieur  à 
la  valeur  pour  laquelle  l’expression  précédente  de  la  vitesse 
r s’annulle.  Mais  quand  t aura  atteint  celte  valeur  particu- 
lière qui  est 

k v0 

t = - arc  tang  y , 
g k 


le  mobile  cessera  de  s’élever,  et  alors  il  redescendra,  en  se 
mouvant  suivant  la  loi  que  nous  avons  trouvée  précédem- 
ment, pour  le  cas  d’un  corps  qui  tombe  dans  l’air  sans  vi- 
tesse initiale. 

La  question  qui  vient  d’ètre  traitée  dans  tout  ce  paragra- 
phe nous  fournit  un  exemple  d’un  mouvement  dans  lequel  la 
force  n’est  pas  toujours  représentée  par  la  même  expression 
analytique. 

§ 109.  Mouvement  curviligne  d’un  point  matériel. 

— Si  la  direction  de  la  force  qui  agit  sur  un  point  matériel 
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ne  reste  pas  constamment  la  même,  ou  bien  si,  cette  direc- 
tion étant  constante,  le  mobile  a reçu  une  vitesse  initiale, 
dirigée  autrement  que  la  force  qui  agit  sur  lui,  le  mouve- 
ment est  curviligne. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  mouvement  s’effectue  dans 
un  plan  : 1°  lorsque  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel 
reste  constamment  parallèle  à un  plan  fixe,  et  que  sa  vitesse 
initiale  est  également  parallèle  à ce  plan  ; 2°  lorsque  la  force 
est  toujours  dirigée  vers  un  point  fixe,  quelle  que  soit  d’ail- 
leurs la  direction  de  la  vitesse  initiale  du  mobile.  Pour  s’en 
rendre  compte,  il  suffit  de  substituer  à l'action  continue  de 
la  force  une  action  intermittente,  comme  nous  l’avons  déjà 
fait  (§  90),  et  d’examiner  successivement  les  divers  chan- 
gements de  direction  que  la  vitesse  du  mobile  éprouve 
chaque  fois  que  la  force  exerce  son  action  sur  lui.  Eu  appli- 
quant le  principe  du  § 89,  on  reconnaît  que  les  vitesses  dont 
le  mobile  est  animé , avant  et  après  chacune  de  ces  actions 
de  la  force,  sont  dirigées  dans  un  plan  passant  par  la  direc- 
tion de  la  force  même.  Il  s'ensuit  que,  dans  chacun  des  deux 
cas  indiqués  ci-dessus,  et  dans  l'hypothèse  d’une  force  agis- 
sant par  intermittence,  le  mobile  parcourt  un  polygone  qui 
se  trouve  situé  tout  entier  dans  un  plan.  Si  l’on  se  rapproche 
ensuite  peu  à peu  de  la  réalité,  eu  admettant  que  les  actions 
successives  de  la  force  soient  de  plus  en  plus  rapprochées 
les  unes  des  autres , on  voit  que  les  côtés  de  la  trajectoire 
polygonale  du  mobile  deviennent  de  plus  en  plus  petits,  sans 
que  le  polygone  cesse  d’être  contenu  tout  entier  dans  un 
même  plan,  et  à la  limite,  lorsque  l'action  intermittente  de 
la  force  se  confond  avec  une  action  continue,  la  trajectoire 
polygonale  devient  une  trajectoire  courbe  dont  tous  les  points 
se  trouvent  encore  dans  un  même  plan. 

D’après  ce  qui  a été  dit  précédemment  (§§  95  et  98),  de 
quelque  manière  que  la  force  F qui  agit  sur  le  point  matériel 
change  de  grandeur  et  de  direction  avec  le  temps , l’accélé- 
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ration  totale  du  mouvement  du  point  est  à chaque  instant 
dirigée  suivant  la  direction  de  la  force  ; et  la  grandeur  de 
cette  accélération  totale  est  liée  la  valeur  de  la  force  F par 
la  relation 

F = mj, 

m étant  la  masse  du  point  matériel  dont  il  s’agit. 

§ 110.  Force  tan^entlelle , force  centripète.  — Si 

l’on  décompose  l’accélération  totale  j,  dans  le  mouvement 
du  point  matériel  soumis  à l’action  de  la  force  F,  en  deux 
composantes  dirigées,  l’une  suivant  la  tangente  à la  trajectoire 
du  mobile,  l’autre  suivant  son  rayon  de  courbure,  on  trouve 
deux  accélérations  dont  les  valeurs  sont 


dv 

di  ’ p ’ 

et  que  nous  avons  désignées  précédemment  sous  les  noms 
d’accélération  tangcntielle  et  d'accélération  centripète  (§73). 
Décomposons  de  même  la  force  F en  deux  composantes  F,  ,F?, 
dirigées  suivant  les  mêmes  droites.  Le  parallélogramme  qui 
servira  à faire  cette  décomposition  sera  évidemment  sembla- 
ble à celui  qui  sert  à faire  la  décomposition  de  l’accélération 
totale  ; puisque  les  directions  des  côtés  et  des  diagonales  de 
ces  deux  parallélogrammes  sont  les  mêmes  : donc  il  existera, 
entre  les  deux  composantes  F,,F2  de  la  force  F,  et  les  com- 
posantes correspondantes  de  l’accélération  totale  j,  le  même 
rapport  qu’entre  la  force  F elle-même  et  cette  accélération 
totale.  Ainsi  ou  aura 


F, 


La  force  F,,  qui  est  la  projection  de  la  force  F sur  la  tangente 
à la  trajectoire  du  mobile,  se  nomme  la  force  tangentiel/e. 
La  force  Fj,  projectiou  de  la  force  F sur  la  direction  du  rayon 
de  courbure  de  cette  trajectoire,  se  nomme  la  force  centri- 
pète. 
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D’après  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  ces 
deux  composantes  de  1a  force  F,  on  voit  que  le  changement 
de  grandeur  que  la  vitesse  du  mobile  éprouve  avec  le  temps 
est  uniquement  dû  à la  force  tangentielle;  en  sorte  que,  si 
cette  force  tangentielle  était  constamment  nulle,  c’est-à-dire 
si  la  force  F était  toujours  normale  à la  trajectoire,  la  vitesse 
du  mobile  ne  varierait  pas , et  le  mouvement  serait  uni- 
forme. De  même  le  changement  de  direction  de  la  vitesse  du 
mobile  est  uniquement  dû  à la  force  centripète  ; c’est-à-dire 
que,  si  la  force  F était  à chaque  instant  dirigée  suivant  la  di- 
rection de  la  vitesse  du  mobile,  ou,  en  d’autres  termes,  sui- 
vant la  tangente  à la  trajectoire  qu’il  décrit,  celle  trajectoire 
serait  nécessairement  une  ligne  droite. 

§ 111.  Projection  «lu  mon venienl  sur  un  plan  fixe. — 
Lorsqu’un  point  matériel  se  meut  dans  l’espace , en  vertu 
d’une  vitesse  initiale,  et  sous  Fanion  d’une  force  qui  lui  est 
appliquée,  il  est  souvent  utile  d’étudier  la  projection  de  son 
mouvement  sur  un  plan  fixe.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  vi- 
tesse et  l’accélération  totale,  dans  le  mouvement  projeté,  sont 
les  projections  de  la  vitesse  et  de  l’accélération  totale  du  mo- 
bile dans  l’espace  (§§  12  et  7à  ).  Si  nous  tenons  compte  main- 
tenant de  la  liaison  qui  existe  entre  la  force  qui  agit  sur  un 
point  matériel  et  l’accélération  totale  du  mouvement  de  ce 
point,  nous  arriverons  à une  conséquence  importante. 

Soient  F la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel,  m la  masse 
de  ce  point,  et  j l’accélération  de  son  mouvement  ; nous  sa- 
vons que  F cl  j ont  la  même  direction,  et  qu'en  outre  on  a 

F = mj. 

Si  F'  et  j'  sont  les  projections  de  F et  j sur  un  plan  fixe , 
ces  deux  projections  seront  dirigées  suivant  une  même  droite, 
et  de  plus  le  rapport  de  F'  à F sera  le  même  que  celui  de  f à 
] : donc  on  aura  aussi 

F'  = mj'. 
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On  en  conclut  nécessairement  que  le  mouvement  du  mobile  , 
projeté  sur  le  plan  lise,  n’est  autre  chose  que  le  mouvement 
que  prendrait  dans  ce  plan  un  point  matériel  de  masse  m , 
sous  l’actiou  de  la  force  projetée  F',  ce  point  ayant  reçu  une  ' 
vitesse  initiale  égale  à la  projection  de  la  vitesse  initiale  du 
mobile  de  l’espace. 

Cette  proposition  est  vraie  de  quelque  manière  que  les 
lignes  projetantes  soient  dirigées  par  rapport  au  plan  de  pro- 
jection. 

g 112.  Projection  du  mouvement  sur  une  droite  fixe. 

— Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  projection  d’un  mou- 
vement sur  un  plan  fixe  , nous  pouvons  le  répéter  pour  la 
projection  de  ce  mouvement  sur  une  droite  fixe. 

Nous  savons  déjà  que  la  vitesse  et  l’accélération  dans  le 
mouvement  projeté  sont  les  projections  de  la  vitesse  et  de 
l’accélération  totale  dans  le  mouvement  que  l’on  projette 
(gglSel  75).  ëii  raisonnant  comme  nous  l’avons  fait  il  n’y 
a qu’un  instant  ( g 111),  nous  trouverons  en  outre  que  le 
mouvement  projeté  est  précisément  celui  que  prendrait  sur 
la  droite  fixe  un  point  matériel  de  même  masse  que  celui  qui 
se  meut  dans  l’espace,  s’il  était  constamment  soumis  à Fac- 
tion de  la  force  projetée,  et  qu’il  eût  reçu  primitivement  une 
vitesse  égale  à la  projection  de  la  vitesse  initiale  du  mobile 
de  l’espace. 

Ce  résultat  est  vrai,  de  quelque  manière  que  s’effectue  la 
projection  du  mouvement  sur  la  droite  fixe  , et  convient  en 
particulier  au  cas  où  la  projection  est  orthogonale. 

g 113.  Théorèmes  relatifs  aux  quantités  de  mouve- 
ment. — Dans  le  mouvement  rectiligne  d’un  point  matériel 
de  masse  m soumis  à Faction  d’une  force  F,  on  a 


puisque  l’accélération  j a pour  valeur  -7- . Si  l’on  multiplie 
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les  deux  membres  de  cette  relation  par  dt,  on  trouve 
mdv=  F di, 

d’où  en  intégrant  entre  les  limites  o et  t du  temps , et  dési- 
gnant par  r»  la  valeur  de  v correspondant  à *=  o, 


Le  produit  mv  se  nomme  la  quantité  de  mouvement  du 

mobile.  L’intégrale  Ç ïdt  se  nomme  V impulsion  de  la 

force  F,  pendant  le  temps  auquel  cette  intégrale  se  rapporte  ; 
Ydt  est  l’impulsion  élémentaire  de  la  force.  Les  deux 
dernières  équations  qui  viennent  d’être  écrites  peuvent  donc 
s’énoncer  de  la  manière  suivante  : 1°  l’accroissement  (mrfr) 
qu’éprouve  la  quantité  de  mouvement  du  mobile,  pen- 
dant l’élément  dt  du  temps,  est  égal  à l’impulsion  élémen- 
taire de  la  force  F pendant  ce  temps;  2”  l’accroissement  total 
(me  — mv0)  de  la  quantité  de  mouvement  du  mobile  pen- 
dant un  temps  fini  quelconque  t,  est  égal  à l’impulsion  de 
la  force  F,  pendant  ce  temps  t. 

Si  l’on  considère  un  point  matériel  se  mouvant  d’une  ma- 
nière quelconque  dans  l’espace,  et  qu’on  projette  son  mou- 
vement sur  une  droite  fixe,  on  peut  appliquer  au  mouvement 
projeté  ce  qui  vient  d’être  dit  d’un  mouvement  rectiligne. 
Ainsi  l’accroissement  qu’éprouve  la  quantité  de  mouvement 
projetée,  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  infini- 
ment petit  ou  fini,  est  toujours  égal  à l’impulsion  de  la  force 
projetée  pendant  le  même  intervalle  de  temps.  Nous  enten- 
dons ici  par  quantité  de  mouvement  projetée,  à un  instant 
quelconque,  le  produit  de  la  masse  du  mobile  par  la  projec- 
tion de  la  vitesse  dont  il  est  animé  à cet  instant. 

Dans  le  cas  d’un  mouvement  curviligne,  la  force  tangeu- 
tielle  étant  désignée  par  Fi,  on  a (§  110) 
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dv 

m — = F., 
dt 

Cette  relation  nous  conduit  aux  deux  suivantes  : 


mdv  = F i </t , 


On  peut  donc  dire  encore,  dans  ce  cas,  que  l’accroissement 
de  la  quantité  de  mouvement  du  point  matériel , (rendant  un 
temps  quelconque  infiniment  petit  ou  fini,  est  égal  à l’impul- 
sion de  la  force  tangeutiellc  pendant  ce  temps. 

L’intégrale  / Tdl,  à laquelle  nous  donnons  le  nom  d’im- 

J O 


pulsion  de  la  force  F,  peut  se  calculer  rigoureusement , ou 
bien  se  déterminer  approximativement  à l'aide  des  méthodes 
de  quadrature  , lorsque  la  force  F est  connue  en  fonction  du 
temps  t.  Lorsqu’il  n’en  est  pas  ainsi , c’est-à-dire  lorsque  F 
est  donné  en  fonction  de  certaines  quantités  qui  sont  des 
fonctions  inconnues  du  temps  t , telles  que  la  vitesse  du  mo- 
bile, sa  distance  à un  point  fixe,  etc.,  on  ne  peut  plus  trouver 

à priori  la  valeur  de  l’intégrale  I F dt  ; ce  n’est  qu’après 


qu’on  aura  trouvé  les  lois  du  mouvement,  que  la  force  F pour- 
ra être  exprimée  explicitement  en  fonction  de  t,  et  qu’on  sera 


en  mesure  de  calculer  l’inté 


grale  J' 


Ydt  : mais  cette  inté— 


tégrale  n’en  doit  pas  moins  être  considérée  tout  d’abord 
comme  ayant  une  valeur  entièrement  déterminée,  et  cela  lors 
même  que  des  difficultés  d’analyse  s’opposeraient  à ce  qu’on 
pût  arriver  à en  effectuer  ultérieurement  le  calcul  complet. 

g 1 14.  Pour  arriver  à un  autre  théorème  relatif  aux  quan- 
tités de  mouvement,  considérons  d’abord  un  mouvement  s’ef- 
fectuant tout  entier  dans  un  plan.  L’accélération  totale  j, 

F 

dans  ce  mouvement,  est  constamment  égale  à — , et  la  di- 


4t 
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rection  de  cette  accélération  totale  est  la  même  que  celle  de 
la  force  F qui  la  produit.  La  vitesse  acquise  par  le  point  ma- 
tériel, pendant  le  temps  dt,  étant  égale  à jdt  (§  70),  aura 
F 

donc  pour  valeur  — dt.  Cela  posé,  soit  MN,  fig.  57,  la  ligne 


qui  représente  la  vitesse  v du  point 
matériel  à la  fin  du  temps  t,  et  MP 
une  ligne  égale  et  parallèle  à celle 
qui  représente  sa  vitesse  v'  à la  fin 
du  temps  t-\-dt  : MQ,  égale  et 
Fig  57  parallèle  à NT,  est  la  vitesse  ac- 
•n  quisc  parce  point  pendant  le  temps 

dt.  La  vitesse  MP  ou  v'  est  la  résultante  des  vitesses  MN  ou  r 


et  MQ  ou  — dt.  Or,  si  l’on  se  reporte  il  la  proposition  fon- 
damentale de  la  théorie  des  moments  des  forces  agissant 
sur  un  même  point  (§  101),  et  si  l’on  observe  que,  la  com- 
position des  vitesses  s'effectuant  absolument  de  la  même 
manière  que  la  composition  des  forces,  la  même  proposition 
fondamentale  peut  s’appliquer  aux  vitesses  simultanées  d'un 
point  et  à leur  résultante,  on  pourra  énoncer  le  théorème 
suivant  : le  moment  de  la  vitesse  résultante  v',  par  rapport 
à un  point  quelconque  U du  plan  dans  lequel  s'effectue  le 
mouvement,  est  égal  à la  somme  des  moments  des  vitesses 

F 

r et  — dt,  par  rapport  à ce  point.  Nous  nommons,  bien  en- 

in 

tendu,  moment  d’une  vitesse  par  rapport  au  point  O,  le  pro- 
duit de  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  O à sa  direc- 
tion. Ainsi,  en  désignant  par  p,  p' , p" , les  distances  du  point 
O aux  directions  des  lignes  MN,  MP,  MQ,  nous  aurons 


t>y  =*=  vp  -F- 


m 


dt.  p". 


On  en  déduit 
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équation  qui  exprime  que  l’accroissement  du  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  du  point  matériel  par  rapport  au 
point  O,  pendant  le  temps  dt,  est  égal  au  moment  de  l’im- 
pulsion élémentaire  de  la  force  F,  pendant  ce  temps  dt,  pris 
par  rapport  au  même  point  O.  Nous  désignons  encore  ici 
sous  les  noms  de  moment  de  la  quantité  de  mouvement  mv, 
moment  de  l’impulsion  élémentaire  Ydt,  par  rapport  au 
point  O,  les  produits  de  mv  et  de  F dt  par  les  distances  du 
point  O aux  directions  de  la  vitesse  v et  de  la  force  F.  Enfin, 
si  nous  ajoutons  membre  à membre  les  équations  auxquelles 
cet  énoncé  correspond,  et  qui  se  rapportent  à une  série  d’é- 
léments successifs  du  temps , nous  arriverons  au  théorème 
suivant  : 

L’accroissement  total  qu’éprouve  le  moment  de  la  quan- 
tité de  mouvement  du  point  matériel  par  rapport  à un  point 
du  plan  de  sa  trajectoire,  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque,  est  égal  à la  somme  des  moments,  par  rapport 
à ce  point,  des  impulsions  élémentaires  de  la  force  corres- 
pondant aux  divers  éléments  de  ce  temps. 

Ce  théorème,  qui  vient  d’être  établi  pour  le  cas  oit  un 
point  matériel  se  meut  dans  un  plan,  convient  évidemment 
à la  projection  d’un  mouvement  quelconque  sur  un  plan  fixe. 
On  peut  donc  dire  que,  de  quelque  manière  qu’un  point  ma- 
tériel se  meuve  dabs  l’espace  sous  l'action  d’une  foire,  si 
l’on  projette  son  mouvement  sur  un  plan  fixe,  l'accroisse- 
ment total  qu’éprouve  le  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment projetée  par  rapport  à un  point  du  plan  de  projection, 
pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  à la  somme  des  mo- 
ments, par  rapport  à ce  point,  des  impulsions  élémentaires 
de  la  force  projetée  correspondant  aux  divers  éléments  de 
ce  temps. 

§115.  Théorème  des  «1res. — Dans  le  cas  d’un  mouvement 

4t. 
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qui  s’effectue  tout  ciilierdans  un  plan,  si  la  direction  de  la  force 
F passe  constamment  par  un  point  ü de  ce  plan,  le  moment 
de  l’impulsion  élémentaire  F dt  de  la  force  F par  rapport  à 
ce  point  0 sera  toujours  nul  : doue,  d’après  le  théorème  du 
g tiA,  le  moment  mr.p  de  la  quantité  de  mouvement  du 
mobile  par  rapport  à ce  point  O ne  changera  pas  de  valeur 
avec  le  temps.  La  quantité  [ rdt.p,  que  l’on  obtient  en  mul- 
tipliant Mit',  p par  , ne  variera  donc  pas  non  plus,  si  l’on 

regarde  dt  comme  constant.  .Mais  celte  quantité  ‘ rdt.  p 
est  précisément  la  mesure  de  la  surface  du  triangle  formé 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  O aux  deux  positions 
que  le  mobile  occupe  à la  fin  du  temps  / et  à la  fin  du  temps 
t-i-  dt,  et  par  l’élément  rdt  de  trajectoire  compris  entre  ces 
deux  positions;  donc  les  aires  décrites,  pendant  des  élé- 
ments de  temps  successifs  et  égaux,  par  le  rayon  vecteur 
qui  joint  le  mobile  au  point  O,  sont  égales  entre  elles.  On 
en  conclut  que  l’aire  totale  décrite  par  ce  rayon  vecteur  pen- 
dant un  temps  quelconque  est  proportionnelle  à ce  temps. 
C’est  dans  cette  proposition  que  consiste  le  théorème  de» 
aire*. 

Ce  théorème  ne  suppose  rien  sur  la  manière  dont  la  gran- 
deur de  la  force  appliquée  au  mobile  varie  avec  le  temps  : 
la  condition  que  la  direction  de  cette  force  passe  toujours 
par  un  même  point  du  plan  dans  lequel  le  mobile  se  déplace 
est  seule  nécessaire  pour  que  le  théorème  ait  lieu.  Si  cette 
condition  est  remplie,  peu  importe  que  la  force  varie  d’une 
manière  continue  ou  discontinue,  qu’elle  agisse  toujours 
dans  le  même  sens,  ou  qu’elle  change  brusquement  de  sens, 
les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  mo- 
bile au  point  par  lequel  passe  constamment  la  direction  de 
la  force,  sont  toujours  proportionnelles  aux  temps  employés 
à les  décrire. 

11  est  aisé  de  voir  que , réciproquement,  si  le  mouvement 
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d’un  point  matériel  s’effectue  dans  un  plan,  de  telle  manière 
que  le  rayon  vecteur,  qui  joint  ce  point  mobile  à un  point 
fixe  O du  plan,  décrive  des  aires  proportionnelles  aux  temps 
employés  à les  décrire,  la  force  qui  agit  sur  le  point  maté- 
riel reste  toujours  dirigée  vers  ce  point  0.  En  effet,  s’il  en 
était  autrement,  le  moment  de  l’impulsion  élémentaire  de 
cette  force,  par  rapport  au  point  0,  ne  serait  pas  constam- 
ment nul;  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  mo- 
bile par  rapport  au  même  point  0,  changerait  donc  de  va- 
leur avec  le  temps  (§  114);  et  par  suite  l'aire  élémentaire 
; r dt . p,  qu’on  obtient  en  multipliant  le  moment  mv.  p de 

...  dt  ..... 

la  quantité  de  mouvement  par  — , varierait  d un  instant  a 

un  autre,  pour  une  meme  valeur  de  dt,  ce  qui  est  contraire 
à*  l’hypothèse. 

Si  l’on  considère  le  mouvement  d’un  point  dans  l’espace, 
et  qu’on  projette  ce  mouvement  sur  un  plan  fixe,  tout  ce  qui 
vient  d’être  dit  peut  s’appliquer  au  mouvement  projeté.  Le 
théorème  des  aires  a lieu  pour  ce  mouvement  projeté,  si  la 
projection  de  la  force  est  constamment  dirigée  vers  un 
même  point  0 du  plan  de  projection,  c’est-à-dire  si  la  force 
appliquée  au  poiut  mobile  dans  l’espace  se  trouve  à chaque 
instant  dans  un  plan  passant  par  une  parallèle  aux  lignes 
projetâmes  menée  par  le  point  U. 

§ 116.  Théorème  de*  forces  vives.  — Reprenons  la 
relation 

dv 

vi  — = 1- 1 
di 

dans  laquelle  Fi  désigne  la  composante  tangentielle  de  la 
force  F appliquée  au  point  matériel  de  masse  m.  Si  nous  mul- 
tiplions le  second  membre  par  le  chemin  d * que  le  mo- 
bile parcourt  sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  dt,  et  le 
premier  membre  par  la  quantité  égale  rdl,  nous  trouverons 
m v dv  Fi  du; 
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d’où,  en  intégrant  entre  des  limites  correspondant  ù deux 
positions  particulières  du  mobile , 

C* 

mv1  — m vé  = 2 | Fi ds. 

* So 

e„  est  la  vitesse  dont  le  mobile  est  animé  lorsqu'il  occupe 
la  position  pour  laquelle  l’arc  » de  sa  trajectoire  «pii  le  sé- 
pare d’un  point  fixe  a pour  valeur 

Le  produit  mu1  do  la  niasse  d'un  point  matériel  par  le 
carré  de  sa  vitesse,  se  nomme  la  force  rive  de  ce  point. 
C* 

L’intégrale  / Firf*,  dans  laquelle  entre  la  force  F(  projec- 

tion  de  la  force  F sur  la  tangente  à la  trajectoire,  se  nomme 
le  travail  de  la  force  F pendant  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploie à passer  de  l’une  à l’autre  des  deux  positions  corres- 
pondant aux  deux  limites  de  cette  intégrale.  L’élément 
Fi  d»  de  celte  intégrale  est  le  travail  élémentaire  de  la 
force  F pendant  l'élément  de  temps  dt. 

A l'aide  de  ces  définitions,  nous  pouvons  énoncer  de  la 
manière  suivante  le  théorème  auquel  correspond  l’équation 
ci-dessus  : l'accroissement  de  la  force  vive  d’un  point  maté- 
riel, en  mouvement  sous  l’action  d’une  force  F,  pendant  un 
intervalle  de  temps  quelconque , est  égal  au  double  du  tra- 
vail de  la  force  F pendant  ce  temps.  C'est  en  cela  que  con- 
siste le  théorème  de * force » vire»,  dans  le  cas  du  mouve- 
ment d’un  point  matériel. 

Ce  que  nous  avons  dit  à la  fin  du  § 113,  relativement  à 
l’intégrale  qui  représente  l'impulsion  de  la  force  appliquée 
à un  point  matériel,  peut  s'appliquer  à la  nouvelle  intégrale 
que  nous  venons  de  considérer  et  qui  représente  le  travail 
de  la  force.  Dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis 
à l'action  d’une  force  quelconque , celle  intégrale , prise 
entre  deux  positions  quelconques  du  mobile  sur  su  trajec- 
toire, a une  valeur  entièrement  déterminée,  quelles  que 
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soient  d’ailleurs  les  difficultés  qui  puissent  se  présenter  lors- 
qu’on cherche  à en  effectuer  le  calcul. 

§ 117.  Travail  des  forces.  — Au  point  de  vue  de  la  dé- 
termination des  lois  du  mouvement  d’un  point  matériel  sous 
l'action  d’une  force  donnée  F,  dont  la  composante  tangen- 
lielle  est  F,,  la  relation 


trouvée  dans  le  § 113,  et  la  relation 


à laquelle  nous  venons  de  parvenir  (§  116),  ont  le  même 
degré  d’importance.  L'une  et  l’autre  peuvent  également 
servir  à faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  vitesse 
du  mobile  sur  sa  trajectoire;  on  sera  guidé  dans  chaque  cas 
particulier,  pour  prendre  une  de  ces  deux  relations  de  pré- 
férence à l’autre,  par  la  facilité  plus  ou  moins  grande  que 
l’on  trouvera  à calculer  l’une  ou  l’autre  des  intégrales  qui  y 
entrent. 

Mais,  dans  les  applications  de  la  Mécanique  aux  machi- 
nes, il  n’en  est  plus  de  même.  La  seconde  des  deux  relations 
dont  il  s'agit  acquiert  une  importance  beaucoup  plus  grande 
que  la  première.  Cela  tient  à ce  que  le  travail  de  la  force  F, 
représenté  par  l’intégrale  qui  entre  dans  cette  seconde  rela- 
tion, joue  un  très-grand  rôle  dans  ce  genre  d'applications, 
ainsi  que  nous  l’expliquerons  plus  tard.  Nous  allons  établir 
dès  maintenant,  sur  le  travail  des  forces,  certaines  proposi- 
tions qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Nous  avons  donné  le  nom  de  travail  élémentaire  de  la 
force  F au  produit  Firf#  de  la  force  tangentielle  Fi  par  l’élé- 
ment de  trajectoire  du.  Si  « est  l’angle  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  force  F et  celle  de  la  tangente  à la  trajectoire,  au 
point  M où  se  trouve  le  mobile,  fig.  58,  on  a 
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F,  = F cosa; 

et  si  l’on  a soin  de  prendre  toujours  pour  a l’angle  formé  par 
la  partie  MT  de  la  tangente  qui  est 
dirigée  dans  le  sens  du  mouvement, 
avec  la  droite  M A menée  dans  la 
direction  de  la  force  F,  à partir  du 
point  M,  et  dans  le  sens  dans  lequel 
la  force  agit , le  signe  de  la  valeur 
F cosa  que  nous  venons  d’assigner 
à la  force  tangcntielle  Fi  sera  toujours  le  même  que  celui 

dp 

qui  résulte  de  l’autre  expression  m de  cette  force  tan- 


Fig.  !» 


genticlle  : la  force  F|  sera  positive  ou  négative,  suivant 
que  l’angle  a sera  aigu  ou  obtus,  c’est-à-dire  suivant  que 
cette  composante  F,  de  la  force  F sera  dirigée  dans  le  sens 
du  mouvement  ou  en  sens  contraire.  Cela  posé,  on  aura, 
pour  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  la  valeur  suivante  : 
Fi  ds  = F cosa  . ds. 


Ce  travail  élémentaire  est  donc  le  produit  de  l’élément  ds  de 
la  trajectoire  par  la  projection  F cos  a de  la  force  F sur  la 
direction  de  cet  clément  ; ou  bien  encore,  c’est  le  produit  de 
la  force  F par  la  projection  cos  x.ds  de  l'élément  de  trajec- 
toire sur  la  direction  de  la  force.  Celle  seconde  manière 
d’envisager  le  travail  élémentaire  de  la  force  F est  celle  dont 
nous  ferons  le  plus  d'usage.  La  projection  cosa.rf*  de  l’élé- 
ment du  sur  la  direction  de  la  force  est  ce  qu’on  nomme  le 
chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  force  , 
estimé  suivant  sa  direction.  Le  travail  élémentaire  de  la 
force  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  celte  projection  de 
ds  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  force  F ou  en  sens  contraire; 
parce  que,  daus  le  premier  cas,  l'angle  a est  aigu,  et,  dans 
le  second  cas,  il  est  obtus.  Loisque  l’angle  a est  droit,  le  tra- 
vail élémentaire  de  la  force  F est  nul. 
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Dans  les  applications  de  la  Mécanique  aux  machines,  on 
donne  habituellement  le  nom  de  travail  moteur  à un  tra- 
vail positif,  et  de  travail  re'sùtant  à un  travail  négatif. 

Considérons  plusieurs  forces  appliquées  à un  même  point 
matériel,  ainsi  que  la  résultante  de  ces  forces.  Si  le  point 
sur  lequel  elles  agissent  se  déplace  d’une  quantité  infini- 
ment petite  î , suivant  une  direction  quelconque  , cha- 
cune d’elles  donnera  lieu  à un  travail  élémentaire  qu'on 
obtiendra  en  multipliant  g par  la  projection  de  la  force  sur 
la  direction  de  ce  déplacement.  Mais  nous  savons  que  la 
projection  de  la  résultante  sur  cette  direction  est  égale  à la 
somme  des  projections  des  composantes  sur  la  même  direc- 
tion (§  100)  : donc,  si  l’on  multiplie  ces  diverses  projections 
de  la  résultante  et  des  composantes  par  le  déplacement  g, 
on  trouvera  que  le  travail  élémentaire  de  la  résultante  est 
égal  à la  somme  des  travaux  élémentaires  des  composantes. 

§ 118.  Le  travail  total  d’une  force,  pendant  que  le  point 
sur  lequel  elle  agit  parcourt  un  arc  quelconque  de  sa  tra- 
jectoire, est  égal  à la  somme  des  travaux  élémentaires  de 
celte  force  correspondant  aux  divers  éléments  dont  se  com- 
pose le  chemin  parcouru  par  le  point  mobile. 

Si  une  force  constante  F agit  sur  un  point  matériel  en 
mouvement,  et  est  toujours  dirigée  suivant  la  tangente  à la 
trajectoire  de  ce  point,  son  travail  élémentaire,  correspon- 
dant à un  élément  de  temps  quelconque , aura  pour  valeur 
F de -,  et,  par  suite,  le  travail  total  de  cette  force,  pendant  un 
temps  quelconque,  sera  égal  au  produit  de  la  force  F par  la 
longueur  de  l’arc  décrit  par  le  mobile  pendant  ce  temps.  Le 
travail  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  force  agira  dans 
le  sens  du  mouvement  ou  eu  sens  contraire. 

Si  une  force  constante  F,  appliquée  à un  point  matériel 
en  mouvement , agit  toujours  parallèlement  à une  même 
droite  lixe,  son  travail  élémentaire  pendant  que  le  mobile 
parcourt  un  élément  </*  de  sa  trajectoire,  sera  égal  au  pro- 
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duit  de  la  force  F par  la  projection  de  d*  sur  la  droite  fixe  : 
le  travail  total  de  cette  force , pendant  que  le  mobile  par- 
court un  arc  quelconque  de  sa  trajectoire,  sera  donc  égal  ail 
produit  de  la  force  F par  la  projection  de  cet  arc  total  sur 
la  droite  fixe.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  travail  total  de  la 
force  F restera  le  même,  de  quelque  manière  que  le  point 
mobile  aille  d’un  point  déterminé  de  l’espace  à un  autre  point 
aussi  déterminé,  c’est-à-dire  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
trajectoire  qu’il  décrira  entre  ces  deux  points.  Lorsqu’un 
point  matériel  pesant  se  déplace  d'une  manière  quelconque, 
le  travail  développé  pendant  un  certain  temps , par  la  force 
de  la  pesanteur  qui  agit  sur  ce  point,  s’obtient  en  multipliant 
cette  force,  c’est-à-dire  le  poids  du  point  matériel,  par  la  dis- 
tance des  plans  horizontaux  menés  par  les  positions  qu’il 
occupe  au  commencement  et  à la  fin  de  l’intervalle  de  temps 
que  l’on  considère. 

En  général,  la  détermination  du  travail  d’une  force  cor- 
respondant à un  déplacement  fini  de  son  point  d’application, 
ne  s’effectuera  pas  aussi  simplement  que  dans  les  deux  cas 
particuliers  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  trouvera 
la  valeur  de  l’intégrale  définie  qui  représente  ce  travail,  soit 
en  cherchant  l’intégrale  indéfinie  de  l’expression  F cos  a.  dx, 
pour  y substituer  ensuite  les  limites  entre  lesquelles  on  veut 
en  trouver  la  valeur,  soit  en  se  servant  des  méthodes  de  qua- 
drature approximatives. 

Si  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sur  un  même 
point  matériel  en  mouvement,  le  travail  de  la  résultante  de 
ces  forces,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  à la 
somme  des  travaux  des  composantes;  puisque  cette  égalité 
a lieu  pour  chacun  des  éléments  dont  se  compose  le  dépla- 
cement total  du  point  soumis  à Faction  des  forces  (§  117). 

Un  travail,  défini  comme  nous  l’avons  fait,  est  le  produit 
d’une  force  par  une  longueur.  Si  nous  prenons  le  kilogramme 
pour  unité  de  force,  et  le  mètre  pour  unité  de  longueur, 
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l'unité  de  travail  sera  entièrement  déterminée;  ce  sera  le 
travail  développé  par  une  force  constante  de  1 kilogramme, 
lorsque  son  point  d’application  se  déplace  de  1 mètre  sui- 
vant sa  direction  : cette  unité  de  travail  se  nomme  kilo- 
grammètre. 

§ 119.  Cas  particulier  du  théorème  des  forces  vives. 

— Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
mobile  à un  instant  quelconque;  et  X,  X , Z,  les  forces  pa- 
rallèles aux  axes  coordonnés,  dans  lesquelles  se  décompose 
la  force  F appliquée  à ce  point.  Le  travail  élémentaire  de  la 
force  F,  correspondant  au  déplacement  inlinimeut  petit  d» 
du  point  sur  lequel  elle  agit,  est  égal  à la  somme  des  tra- 
vaux élémentaires  de  ses  composantes  X,  Y,  Z (§  117). 
Mais  le  travail  élémentaire  de  la  force  X s’obtient  en  multi- 
pliant cette  force  par  la  projection  de  d*  sur  sa  direction, 
projection  qui  n’est  autre  chose  que  dx  ; et  il  eu  est  de  même 
des  travaux  élémentaires  des  forces  Y,  Z,  qu’on  trouve  en 
multipliant  respectivement  ces  forces  par  dy  et  dz  : donc  le 
travail  élémentaire  de  la  forco  F a pour  valeur 

Xdx  + X dy  + Zdz. 

Ainsi  l’équation  des  forces  vives , trouvée  dans  le  § 116, 
peut  toujours  s’écrire  de  la  manière  suivante  : 

m»1 — mt>o5  = 2j  (Xdx  + Xdy  + Z dz), 

l'intégrale  du  second  membre  étant  supposée  prise  entre  les 
limites  correspondant  aux  positions  du  mobile  pour  les- 
quelles sa  vitesse  a les  valeurs  r„  et  v. 

Cela  posé,  admettons  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  de  la 
force  F soient  des  fonctions  connues  des  coordonnées  x , y, 
z du  mobile,  et  que  la  quantité 

X dx  Y dy  -f-  Z dz 

soit  la  différentielle  exacte  £unc  certaine  fonction  de  ces 
coordonnées,  que  nous  désignerons  par 
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f{x>  y>z)- 

Soient  x0,  ya,  za  les  valeurs  de  x,  y,  z,  correspondant  à 
la  position  qu'occupe  le  point  mobile  lorsque  sa  vitesse  est 
v„.  Dans  l’hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  des 
des  forces  vives  devient 

mt-J  — wiPg*  = 2 [ f(x , y,  z ) — / (x„,  z.)  ]. 

Si  nous  considérons  l’équation 

f (x,  y,  2)  = C, 

C étant  une  constante  quelconque,  nous  voyons  que,  pour 
chaque  valeur  attribuée  à C,  cette  équation  représente  une 
surface.  Les  diverses  surfaces  que  l’on  obtient  ainsi,  en  don- 
nant à C autant  de  valeurs  différentes  qu’on  voudra,  se  nom- 
ment turfaces  de  niveau  (nous  verrons  plus  tard  d’où  vient 
cette  dénomination).  L’équation  des  forces  vives  montre 
que,  si  le  point  mobile  traverse  plusieurs  fois  une  même  sur- 
face de  niveau,  il  se  trouvera  chaque  fois  animé  de  la  même 
vitesse,  puisque,  pour  tous  les  points  d’une  pareille  surface, 
f (r,  y>  2)  a la  même  valeur.  Il  faut  dire  cependant  que  ce 
résultat  est  sujet  à quelques  exceptions,  qui  se  présentent 
lorsque  les  diverses  surfaces  de  niveau  se  coupent  mutuel- 
lement, et  auxquelles  nous  ne  nous  arrêterons  pas  (*). 

L’équation  différentielle  d’une  quelconque  des  surfaces  de 
niveau  est 

X dx  -1-  Y dy  Z dz  — 0. 

Cette  équation  montre  que,  dans  chacune  des  positions 
qu’occupe  successivement  le  point  mobile,  la  force  F à la- 
quelle il  est  soumis,  est  dirigée  normalement  à la  surface 
de  niveau  qui  passe  par  ce  point  : car  dx , dy,  dz  sont  pro- 
portionnels aux  cosinus  des  angles  qu’un  élément  rectiligne 

(*)  Voir  sur  ce  sujet  un  mémoire  île  M.  J.  Bertrand,  inséré  dans  le 
Vingt-huitième  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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quelconque  tracé  sur  la  surface,  à partir  de  ce  point,  fait 
avec  les  trois  axes  coordonnés,  et  X,  Y,  Z sont  également 
proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  force  F fait 
avec  ces  axes. 


Considérons  maintenant  deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voi- 
sines MN,  M'JT,  fig.  59,  et  sup- 
posons que  le  point  mobile  vienne 
successivement  les  traverser  plu- 
sieurs fois  chacune  pendant  la  du- 
rée de  son  mouvement.  Toutes  les 


fois  que  ce  point  se  retrouvera  sur  la  surface  MN,  il  y aura 
une  même  vitesse,  et  il  en  sera  de  même  toutes  les  fois  qu’il 
viendra  se  placer  sur  la  surface  M'N'  : sa  force  vive  variera 
donc  toujours  de  la  même  quantité,  chaque  fois  qu’il  passera 
de  la  première  surface  à la  seconde,  et  par  conséquent  le 
travail  de  la  force  F pendant  ce  déplacement  infiniment 
petit  aura  toujours  la  même  valeur.  Mais  lorsque  le  point 
mobile  va  de  a en  b,  le  travail  élémentaire  de  F est  égal  à 
F X ac,  ac  étant  la  projection  de  ah  sur  la  direction  de  la 
force  F qui  est  normale  à la  surface  MN,  et  par  conséquent 
mesurant  la  distance  des  deux  surfaces  MN,  M'N',  au  point 
a.  On  voit  par  là  que  les  diverses  valeurs  de  la  force  F,  lorsque 
le  point  mobile  passe  de  la  surface  MN  à la  surface  M'N', 
sont  inversement  proportionnelles  aux  distances  normales 
ac  des  deux  surfaces,  aux  points  où  s’effectuent  ces  passages. 

§ 120.  La  condition  que  Xdx  + Y dy+Zdz  soit  une  dif- 
férentielle exacte,  se  trouve  remplie  dans  le  cas  où  la  force 
F qui  agit  sur  le  mobile  est  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Si  l’on  choisit  les  axes  coordonnés  de  manière  que 
l’axe  des  s soit  parallèle  à la  direction  de  la  force  F,  X et  Y 
seront  nuis,  et  Z sera  égal  à F ; X dx  + Y dy  + Z dz  se  ré- 
duira donc  à F dz,  et  l’équation  des  surfaces  de  niveau  sera 


F2  = C: 
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ces  surfaces  seront  donc  des  plans  parallèles  entre  eux  et 
perpendiculaires  à la  direction  constante  de  la  force  F.  On 
en  trouve  une  application  dans  le  mouvement  d'un  corps 
soumis  à la  seule  action  de  la  pesanteur,  lorsque  ce  mouve- 
ment s’effectue  dans  un  espace  assez  restreint  pour  que  cette 
action  de  la  pesanteur  puisse  être  regardée  comme  ayant 
partout  la  même  grandeur  et  la  même  direction  : dans  cc 
cas  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux. 

Considérons  encore  le  cas  ou  la  force  F, 
appliquée  à un  point  matériel  en  mouve- 
ment, est  constamment  dirigée  vers  un  point 
fixe  O,  fig.  60,  et  où  la  grandeur  de  cette 
force  dépend  uniquement  de  la  distance  UM 
ou  r du  mobile  M à ce  point  fixe,  en  sorte 
qu'on  a 

F =/(r). 


Fig.  00. 


Le  travail  élémentaire  Xrfx-l  \ dy  + Zdz  de  la  force  F, 
pendant  que  le  mobile  va  de  M en  M’,  est  égal  à F X MX, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

/ (*0  dr. 


Cette  quantité  étant  toujours  la  différentielle  d’une  certaine 
fonction  de  r,  et  r dépendant  de  x,  y,  z,  en  vertu  de  la  re- 
lation 

rl=x'  + yi+z\ 

il  s’ensuit  que,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  Xrfx  4-  Y dy-\-Zdz 
est  la  différentielle  exacte  d’une  certaine  fonction  de  x,  y,  z. 
Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  évidemment  des 
surfaces  sphériques  ayant  toutes  le  point  O pour  centre. 

§ 121.  Equation*  différentielles  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  — Si  l’on  rapporte  le  mouvement  d'un 
point  matériel  à un  système  d’axes  coordonnés  rectilignes, 
rectangulaires  ou  obliques,  cc  mouvement  est  complètement 
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connu  lorsque  l'on  connaît  ses  projections  sur  chacun  des 
axes  coordonnés.  Or,  nous  savons  que  chacun  de  ces  mou- 
vements projetés  est  précisément  le  mouvement  rectiligne 
que  prendrait  un  point  matériel  de  même  masse  que  celui 
dont  il  s'agit,  s’il  était  soumis  à l'action  de  la  l'orce  projetée, 
et  s'il  avait  reçu  une  vitesse  initiale  égale  à la  projection  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile  de  l'espace  (§  112).  Soient  donc 
m la  masse  du  point  matériel  dont  ou  veut  étudier  le  mou- 
vement, jc,  y,  z,  les  trois  coordonnées  de  ce  point  à un  ins- 
tant quelconque,  et  X,  Y,  Z,  les  forces  parallèles  aux  axes 
suivant  lesquelles  se  décompose  la  force  F appliquée  au 
mobile.  Les  équations  différentielles  des  mouvements  proje- 
tés sur  les  trois  axes  seront  (§  105). 


Ces  trois  équations  sont  désignées  collectivement  sous  le 
nom  d’équations  différentielles  du  mouvement  du  point  ma- 
tériel. Si  l’on  parvient  à les  intégrer  de  manière  à en  déduire 
les  valeurs  de  x,  y,  z,  en  fonction  du  temps  t,  le  mouve- 
ment du  mobile  se  trouve  complètement  connu.  L’intégra- 
tion de  ces  trois  équations  différentielles,  dont  chacune  est 
du  second  ordre,  introduit  six  constantes  arbitraires;  on 
détermine  ces  constantes  d’après  les  circonstances  initiales 
du  mouvement,  en  exprimant,  par  exemple,  que  les  coor- 


. . . . , . . dx  dy  dz 

données  x,  y,  z du  mobile,  et  les  projections  -j-,  -p,  — de 

dt  dt  dt 


sa  vitesse,  sont  égales  à des  quantités  données,  lorsque  l = o. 

Dans  le  cas  où  l’on  sait  à priori  que  le  mouvement  du 
point  matériel  s'effectue  tout  entier  dans  un  plan , on  peut 
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rapporter  ce  mouvement  à deux  axes  coordonnés  trae<“s  dans 
le  plan  dont  il  s'agit.  Alors  il  n’y  a plus  que  deux  équations 
différentielles,  au  lieu  de  trois.  Si  l'on  désigne  pai  x,  y,  les 
coordonnées  du  point  mobile,  et  par  X,  Y,  les  forces  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés  dans  lesquelles  se  décompose  la 
force  appliquée  à ce  mobile,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  seront 


(Px 

”*ï=x' 

<£y_ y 

dp  Y 

L'intégration  de  ces  deux  équations  introduira  quatre  cons- 
tantes, que  l'on  déterminera  également  d'après  les  circons- 
tances initiales  du  mouvement.  Nous  allons  en  voir  quelques 
exemples. 

§ 122.  Exemples  de  mouvements  curvilignes.  — 

Mouvement  parabolique  de*  corps  pesant*.  Prenons  pour 
premier  exemple  le  mouvement  d’un  corps  pesant  qu’on  a 
lancé  suivant  une  direction  quelconque,  et  qui  se  meut  en- 
suite sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  supposée  constante 
en  grandeur  et  en  direction.  Nous  avons  déjà  vu  que,  dans 
de  pareilles  circonstances , le  mobile  décrit  une  parabole 
(§92);  mais  nous  allons  étudier  ce  mouvement  plus  en 
détail. 

Le  mouvement  s’effectue  évidemment  tout  entier  dans  un 

plan  vertical 
passant  par  la 
direction  de 
la  vitesse  ini- 
tiale du  mo- 
bile (§  109); 
nous  pouvons 
donc  le  rap- 
porter à deux  axes  tracés  dans  ce  plan.  Nous  prendrons  le 
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point  de  départ  ü du  mobile  pour  origine,  fig.  6!  ; la  ver- 
ticale O Y menée  par  ce  point,  pour  axe  des  y ; et  l'horizon- 
tale OX  pour  axe  des  x.  Nous  supposerons,  en  outre,  que 
les  y positifs  se  comptent  en  sens  contraire  du  sens  dans 
lequel  agit  la  pesanteur. 

La  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  constamment  égale  à 
mg  (§  98),  m étant  sa  masse  ; cette  force  est  toujours  diri- 
gée parallèlement  à l’axe  OY,  et  en  sens  contraire  du  sens 
dans  lequel  se  comptent  les  y positifs.  D’après  cela,  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  seront 

d}x  <Py 

W = ° ’ dF  = ~9- 

Désignons  par  r„  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  par  a l'angle 
que  la  direction  OA  de  cette  vitesse  fait  avec  l’axe  des  x. 
Nous  devons  donner  aux  constantes  qui  seront  introduites 
par  l'intégration  des  équations  précédentes , des  valeurs 
telles  que  l’on  ait 

dx  dy 

x = o , y = o , — = r„  cosx  , — = r„  sina, 

dt  dt 

pour  l = o.  Les  intégrales  de  ces  deux  équations  différen- 
tielles sont  donc 


x = t'„  cos a.l  , y = v,  sina.  t — ■ y/’. 


La  valeur  de  x nous  montre  que  est  constamment  égal 

à r.,  cos  a : donc  la  projection  horizontale  de  la  vitesse  du 
mobile,  prise  à un  instant  quelconque,  a toujours  la  même 
valeur. 

Si  l’on  élimine  / entre  les  deux  équations  qu’on  vient  de 
trouver,  on  obtient  l’équation  de  la  trajectoire,  qui  est 


y 


= tanga,  x — 


f! 

2e„5  cos5  a 


M 
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Ainsi,  le  mobile  décrit  une  parabole  du  second  degré,  dont 
l’axe  est  vertical,  et  qui  est  tangente  en  O à la  direction  U A 
de  la  vitesse  initiale. 

La  portée  O B du  jet  s’obtient  en  luisant  y=o  dans  l’é- 
quation de  la  trajectoire  ; on  trouve  ainsi 

r0* 

O B = 2 — sin  a cos  « = — sin  2 a. 

9 9 

Cette  portée  est  un  maximum,  pour  une  même  vitesse  ini- 
tiale r„,  lorsque  l’angle  a est  de  45  degrés.  On  trouverait  de 
même  que  la  portée  OC  du  jet,  dans  une  direction  quel- 
conque OM,  est  un  maximum  pour  une  même  vitesse  ini- 
tiale r0 , lorsque  l’angle  A O M est  la  moitié  de  l'angle  V O M ; 
pour  y arriver,  il  sulTit  de  prendre  les  lignes  O Y,  OM  pour 
axes  coordonnés,  au  lieu  des  lignes  OY,  OX. 

L’ordonnée  l)L  du  sommet  de  la  parabole  s’obtieut  eu 
remplaçant  x par  ■ O B dans  l’équation  de  la  courbe  ; celle 
ordonnée  a pour  valeur 

DE  = — sin2a. 

2 9 


La  hauteur  du  jet,  qui  n’est  autre  chose  que  cette  ordon- 
née, est  nn  maximum,  pour  une  même  valeur  de  r„,  lorsque 
x est  de  90  degrés,  c’est-à-dire  lorsque  la  vitesse  initiale 
est  dirigée  suivant  O Y,  Cette  hauteur  maximum  du  jet  est 

f?  ^ T*  * 

égale  à ^ ; elle  est  la  moitié  de  la  portée  maximum 

suivant  la  direction  horizontale  OX. 

Dans  un  jet  d’eau  en  forme  de  gerbe,  on  peut  regarder 
les  diverses  molécules  d’eau  comme  lancées  toutes  avec  une 
même  vitesse,  et  dans  dos  directions  différentes  à partir  d’un 
même  point.  Si  l’on  fait  abstraction  delà  résistance  de  l’air, 
chaque  molécule  décrit  une  parabole,  conformément  à ce 
que  nous  venons  de  dire.  Considérons  celles  de  ces  paraboles 
qui  sont  dans  un  même  plan  vertical  ; elles  seront  toutes 
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représentées  par  l'équation  ci-dessus,  en  y faisant  simple- 
ment varier  l'angle  a , pour  passer  de  l'une  à l’autre.  Si  l’on 
cherche  l'enveloppe  de  toutes  ces  paraboles,  on  trouve  qu’elle 
a pour  équation 


y 


Po*  _ gJ* 

2 g ÏVo  5 


c’esl-à-dire  que  cette  enveloppe  est  une  parabole  dont  l’axe 
est  dirigé  suivant  OY,  dont  la  concavité  est  tournée  du  côté 
des  y négatifs,  et  dont  le  foyer  est  en  0 : la  surface  à laquelle 
se  termine  l'ensemble  de  la  gerbe  formée  des  divers  jets 
paraboliques,  est  donc  un  paraboloïdc  de  révolution  ayant 
cette  parabole  pour  méridienue,  et  la  verticale  menée  par 
le  point  de  sortie  des  jets  pour  axe  de  figure.  Si  l’on  consi- 
dère toutes  les  molécules  liquides  qui  sont  lancées  à un  même 
instant  dans  des  directions  différentes,  leurs  positions,  au 
bout  d’un  temps  quelconque  / compté  à partir  du  commen- 
cement de  leur  mouvement  parabolique,  seront  fournies  par 
les  équations 


Æ = rocosa.f  , y = r0sina.f  — i gt1, 


dans  lesquelles  on  donnera  à l’angle  « les  diverses  valeurs 
correspondant  à chacune  d’elles  ; si  l’on  élimine  a entre  ces 
équations,  on  trouve 


**  -+-  (y  + i ÿ'1)5  = t’o’f*. 

équation  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  v„t,  et  dont  le  centre, 
situé  sur  l’axe  des  y,  a pour  ordonnée  — { g P : donc  ces 
molécules,  lancées  à un  même  instant,  restent  constamment 
sur  la  surface  d’une  sphère,  dont  le  rayon  croit  proportion- 
nellement au  temps,  et  dont  le  centre  s’abaisse  au-dessous 
de  l'origine  commune  des  divers  jets  paraboliques,  comme 
le  ferait  un  corps  pesant  qui  tomberait  de  ce  point  sans  vitesse 
initiale. 

§ 123.  Mouvement  d’un  point  matériel  attiré  rer» 

1?. 
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un  centre  fixe,  proportionnellement  à ta  dittance  à ce 
centre.  — Ce  mouvement  s’effectue  tout  entier  dans  un  plan 
qui  passe  par  le  centre  d'attraction  et  par  la  direction  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile  (§  109).  Nous  le  rapporterons 
donc  à deux  axes  rectangulaires  dirigés  dans  ce  plan  ; et 
nous  ferons  passer  ces  axes  par  le  centre  d'attraction  lui- 
même. 

Soient  ni  la  masse  du  mobile,  x,  y ses  coordonnées  à un 
instant  quelconque,  et  r sa  distance  à l’origine  des  coordon- 
nées. La  force  qui  lui  est  appliquée,  et  qui  est  dirigée  vers 
cette  origiue,  est  par  hypothèse  proportionnelle  à r : nous 
la  représenterons  par 

mk'r, 

k étant  une  constante  que  l'on  déterminera  facilement,  d’a- 
près la  grandeur  de  lu  force  correspondant  à une  valeur 
particulière  de  la  distance  r.  Les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  de  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnés  sont 
respectivement 


y . 

y 


ses  composantes  parallèles  à ces  axes  sont  donc 
— m k1  x,  — m k 1 y , 


en  tenant  compte  du  sens  dans  lequel  chacune  d'elles  agit. 
D'après  cela,  les  équations  différentielles  du  mouvement 
sont 


(Pr 

dP 


= — fîx. 


Chacune  de  ces  équations  différentielles  peut  s’intégrer 
indépendamment  de  l’autre.  Leurs  intégrales  sont 
x — A cos  kt  4 B sin  kt , 
y — C cos  kt  -f-  D sin  kt. 


A,  B,  C,  D étant  des  constantes  arbitraires,  que  l’on  déter- 
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minera  d’après  les  circonstances  initiales  du  mouvement. 
Soient  a,  b,  les  valeurs  initiales  de  jet  y,  et  a , h',  les  com- 
posantes de  la  vitesse  initiale  du  mobile  suivant  les  axes  coor- 
donnés. On  doit  avoir 


x — a,  y = b, 
pour  /=o  : on  en  déduit 
A = n,  B-J, 


C = b. 


et  par  suite  les  équations  finies  du  mouvement  dont  on  s'oc- 
cupe sont 

x — a cos  kt  +-  jr  sin  kt , 
b' 

y = b COB  kt  4-  »in  kt. 

Si  l’on  résout  ces  deux  équations  par  rapport  à sinir  et 
cos  kt,  et  qu’ensuite  on  égale  à 1 la  somme  des  carrés  des 
valeurs  ainsi  obtenues,  on  trouve 


( b'x  —a y)1  4 - k2  (bx — ay)2  = ( ab ’ — ba')2 , 

équation  qui  représente  une  ellipse  ayant  son  centre  à l’ori- 
gine des  coordonnées,  c’est-à-dire  au  centre  d’attraction. 

Le  mouvement  que  nous  obtenons  ainsi  u’est  autre  chose 
que  le  mouvement  elliptique,  auquel  nous  avons  déjà  été 
conduits  en  projetant  mi  mouvement  circulaire  et  unirorme 
sur  un  plan  quelconque  (§  77)  ; on  se  rappelle  qu'en  effet, 
dans  ce  mouvement  elliptique,  l'accélération  totale  est  cons- 
tamment dirigée  vers  le  centre  de  l'ellipse,  et  proportionnelle 
à la  distance  du  point  mobile  à ce  centre. 

§ 1 24.  Mouvement  d’un  point  matériel,  nous  faction 
d’une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe  et  variant  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  à ci- 
centre.  — C^^iouvement  s’effectue  encore  tout  entier  dans 

4 
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un  plan  : nous  le  rapporterons  donc  à deux  axes  coordonnés 
rectangulaires  tracés  dans  ce  plan.  Nous  prendrons  égale- 
ment le  centre  d’attraction  pour  origine  des  coordonnées. 

Si  nous  désignons  la  Corce  qui  agit  sur  le  mobile  à un  ins- 
tant quelconque  par 


m 


m étant  la  masse  de  ce  mobile,  r sa  distance  à l’origine,  et 
y.  une  constante  qui  dépend  de  l’intensité  de  la  force,  nous 
aurons 


i 


ni  p.  y 


pour  les  composantes  de  cette  force  suivant  les  axes  : donc 
les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 


d1x  _ p.  s d'y  _ fj.  y 

rft*  r1  dt1  r* 


(<*) 


Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  y,  et  la  se- 
conde par  x f puis  retranchons  la  première  de  la  seconde  : 
nous  trouverons 


æ 


(Py 

dp 


équation  que  l’on  peut  intégrer  immédiatement,  une  pre- 
mière fois,  et  qui  donne 


dy  dx 

x y -y  = G, 

clt  9 dt  ' 


G étant  une  constante  arbitraire.  Si  nous  passons  des  coor- 
données rectilignes  à des  coordonnées  polaires,  en  prenant 
l’origine  pour  pôle,  et  l’axe  des  x pour  axe  polaire,  et  que 
nous  représentions  par  0 l’angle  que  le  rayon  vecteur  r fait 
avec  l’axe  des  x,  la  relation  que  nous  venons  d’obtenir  de- 
viendra /tv 
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r2  dO  = C dt. 


Nous  aurions  pu  l’écrire  immédiatement,  d’après  le  théo- 
rème des  aires  (§  115)  qui  est  applicable  ici,  car  elle  ex- 
prime que  r2d0  ou  le  double  de  l’aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  r pendant  le  temps  dt , est  proportionnel  à ce 
temps. 

Multiplions  encore  la  première  des  deux  équations  (a) 
par  dx  et  la  seconde  par  dy,  puis  ajoutons-les  l’une  à l’au- 
tre : eu  observant  que  l’on  a )->  (({.  - 

**  + yî  = , , 

et  par  conséquent  "V  1 - 

x dx  -+-  y dy  — r dr. 


nous  trouverons  ainsi 


dx  <Px  -f-  dy  d2y 

d ? 


= - E dr. 


Mais,  en  désignant  la  vitesse  du  mobile  par  r,  on  a 
dx2  -p  dy2 ds2 4 

dr-  =lr~v' 


et  par  suite 


dx  (Px  dy  (Py 


= v dx. 


L'équation  que  nous  venons  d’obtenir  se  réduit  donc  à 


d’où  en  intégrant 


v dv  — — — dr-, 
r 1 


h étant  une  constante  arbitraire.  Nous  aurions  encore  pu 
écrire  immédiatement  cette  équation,  d’après  le  théorème 
des  forces  vives  (§§  1 16  et  120)  ; en  effet,  si  nous  désignons 
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par  r0  et  r„  les  valeurs  initiales  de  r et  r,  ce  théorème  nous 
donne 


r5  = P»1  — 2 ( dr  — r,,1  4-  — — , 

Jr.  r'  T r» 

équation  qui  revient  à la  précédente,  eu  posant 


1 V_  L 

IV  — — — = A. 

r„ 


Si  nous  observons  que  l’on  a 


dr1 


de* 


di5 


nous  pourrons  écrire  l'équation  (c)  sous  la  forme 
dr1  -+-  r5  dô’  2 u . 

— =J-+h. 

di1  r 

En  éliminant  dt  entre  cette  équation  et  l’équation  ( h ),  puis 
résolvant  par  rapport  à de,  nous  trouverons 

C dr 

de  = — - ---■=,  (d) 

r V r*  A -f-  2u  r — C1 

relation  qui,  étant  intégrée,  nous  fournira  l’équation  de  la 
trajectoire  du  mobile. 

Pour  effectuer  l'intégration  , remplaçons  les  constantes 
C,  h par  d’autres  plus  commodes.  Si  nous  égalons  à zéro  la 
quantité 

r*  A -f-  2 ur  — C1, 


nous  aurons  une  équation  du  second  degré  dont  les  deux 
racines  sont  réelles,  puisque  son  premier  membre  est  négatif 
pour  r = o,  et  qu’il  est  nécessairement  positif  pour  d’autres 
valeurs  de  r,  sans  quoi  le  rapport  de  dO  ù dr  ne  serait  jamais 
réel.  Désignons  donc  les  deux  racines  de  cette  équation  du 
second  degré  par 


N 
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a(l  — c),  n(l+c), 

et  nous  aurons 

* = --£,  C = ^rtfA(i-e5). 

L'équation  (d)  devient  ainsi 

-di 

dd=—=  ■■■■_-_-  = 

. / 1_  2 1 

* r1  a r ( 1 — e’  ) a1  ( 1 — c1  ) 

d'où  l'on  lire  en  intégrant 

. 1/a(d—  e1)  r\ 

9 = a -+-  arccos-( 1 J, 

et  par  suite 

a (1  — e1) 

/•  ~~  ■ ■ - ■ — • 

1 -h  ecos  (9 — a) 

Nous  voyons  d’après  cela  que  le  mobile  décrit  une  section 
couique  ayant  le  centre  d’attrtetion  pour  un  de  ses  foyers. 
La  constante  e n’est  autre  chose  que  l’excentricité  de  cette 
courbe,  qui  sera  par  conséquent  une  ellipse,  une  hyperbole, 
ou  une  parabole,  suivant  qu’on  aura‘e<l,  e>l,  ou  e—\\ 
Dans  ce  dernier  cas,  la  constante  a doit  recevoir  une  valeur 
infinie,  de  manière  que  a(  1 — é1')  ait  une  valeur  finie  qui 
sera  le  paramètre  de  la  parabole.  Lorsque  e n’est  pas  égal 
à l,a  est  le  demi-grand  axe  de  l’ellipse,  ou  le  demi-axe 
trausverse  de  l’hyperbole. 

Pour  obtenir  la  loi  du  mouvement  du  mobile  le  long  de 
l'orbite  dont  nous  venons  de  trouver  la  forme,  reprenons 
I équation  (A)  qui  correspond  au  théorème  des  aires.  Si  nous 
y remplaçons  d9  par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  fournie  par 
l'équation  (d),  et  que  nous  introduisions  encore  les  cons- 
tantes a,  e,  à la  place  des  constantes  C,  A,  nous  aurons 
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dt  = 


rdr 


— r14-2fxr  — ap(l — e5) 


Posons 


r = a (1  — ecosn),  (/) 

u étant  une  variable  auxiliaire,  et  la  valeur  de  dt  deviendra 
o \!  a 

dt  = — — (1  — ecosw)  dtt\ 

VF 


d’où , en  intégrant,  mettant  n à la  place  de 
gnant  par  c une  constante  arbitraire, 


«v  « 


et  dësi- 


nf-J-S  = n — csiiiK.  ( <j ) 

Cette  équation  (gr)  permettra  de  trouver  n en  fonction  de 
t,  et  par  suite  on  aura  la  valeur  de  r au  moyen  de  l’équa- 
tion (/). 

Cherchons  à reconnaître  comment  les  circonstances  ini- 
tiales du  mouvement  iullucnt  sur  la  nature  de  la  courbe  dé- 
crite par  le  mobile.  D’après  les  relations  qui  existent  eulre 
les  constantes  h,  C,  cl  les  constantes  a,  e,  par  lesquelles  nous 
les  avons  remplacées,  on  a 


D’ailleurs,  nous  avons  trouvé  pour  h la  valeur 


Il  s’ensuit  que  la  trajectoire  sera  une  branche  d’hyperbole 
si  l’on  a 


Y 

* 

V 
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une  parabole,  si  l’on  a 


et  une  ellipse,  si  l’on  a 


r » 


Il  est  extrêmement  remarquable  que  la  nature  de  la  tra- 
jectoire décrite  se  trouve  entièrement  déterminée  par  la  con- 
naissance des  quantités  r„  et  r„,  et  ne  dépende  en  aucune 
manière  de  l’angle  que  la  vitesse  initiale  r0  fait  avec  le  rayon 
vecteur  r„. 

Nous  avons  à peine  besoin  d’ajouter  que,  si  un  point  ma- 
lériel,  soumis  à l'action  d’tine  force  dirigée  vers  un  point 
fixe , décrit  une  section  conique  ayant  ce  point  fixe  pour 
foyer,  la  force  dont  il  s’agit  varie  en  raison  inverse  du  carié 


CHAPITRE  III 


ÉQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  D’UN  POINT  MATÉRIEL 
Qll  n’est  PAS  LIBRE. 


§ 125.  i'e  qu'on  entend  par  un  point  matériel 
qui  n’est  pas  libre.  — Il  arrive  souvent  que  les  circons- 
tances dans  lesquelles  se  trouve  un  corps  mobile  sont  telles 
que,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  lui,  son 
mouvement  satisfait  toujours  à certaines  conditions.  Ainsi, 
un  wagon,  posé  sur  une  voie  de  fer,  se  mouvra  toujours  le 
long  de  cette  voie,  dans  un  sens  ou  dans  l’autre,  quelles  que 
soient  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  qu'on  lui 
appliquera,  pourvu  bien  entendu  qu’on  ne  dépasse  pas  cer- 
taines limites;  ainsi  une  balle  de  plomb,  suspendue  à l'ex- 
trémité d’un  fil  inextensible  dont  l’autre  extrémité  est  lixe, 
se  mouvra  toujours  de  telle  manière  que  son  centre  de  figure 
reste  sur  la  surface  d’une  sphère  ayant  le  point  d'attache  du 
fil  pour  centre,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agiront  sur 
elle,  pourvu  que  ces  forces  ne  tendent  pas  à la  «approcher 
de  ce  point  d’attache  du  fil.  Dans  le  premier  de  ces  deux 
exemples,  le  mouvement  du  wagon  est  produit  à la  fois  pâl- 
ies forces  qui  lui  sont  directement  appliquées  dans  les  diffé- 
rentes directions,  et  par  les  réactions  qu'il  éprouve  de  la 
part  des  rails  dans  les  divers  points  où  il  les  louche  ; si  l’on 
réduit  le  wagon,  par  la  pensée,  à un  simple  point  matériel 
sur  lequel  agiraient  ces  diverses  forces,  on  trouvera  son 
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mouvement  en  appliqtinnl  les  théories  exposées  dans  le  cha- 
pitre précédent  : seulement,  il  arrivera  que,  quelles  que 
soient  les  forces  directement  appliquées  à ce  point  matériel, 
c’est-à-dire  autres  que  les  réactions  des  rails,  la  trajectoire 
qu'il  décrira  sera  toujours  la  même,  parce  que  ces  réactions 
prendront  à chaque  instant  des  grandeurs  et  des  directions 
telles  qu'il  en  soit  ainsi.  Dans  le  second  exemple,  la  balle  dp 
plomb  se  meut  sous  les  actions  simultanées  des  forces  qui  lui 
sont  directement  appliquées,  et  de  la  réaction  quelle  éprouve 
de  la  part  du  lil  ; cette  balle,  supposée  réduite  à un  point 
matériel  sur  lequel  agiraient  toutes  les  forces  que  nous  ve- 
nons d’indiquer,  se  mouvra  conformément  à la  théorie  expo- 
sée dans  le  chapitre  II  de  ce  livre:  mais  il  arrivera  que, 
quelle  que  soit  la  résultante  des  forces  directement  appli- 
quées à la  balle,  c’est-à-dire  autres  que  la  réaction  qu'elle 
éprouve  de  la  pan  du  lil,  celte  réaction  prendra  toujours 
une  intensité  telle  que  la  balle  ne  quitte  pas  la  surface  sphé- 
rique dont  nous  avons  parlé. 

Dans  de  pareils  cas,  toutes  les  forces  qui  agisseut  réelle- 
ment sur  le  mobile,  et  qui  déterminent  les  diverses  circons- 
tances de  son  mouvement,  ne  peuvent  pas  être  données  à 
priori.  Les  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées,  et 
qui  tendent  à le  faire  mouvoir  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
peuvent  seules  être  connues  tout  d'abord  ; quant  aux  réac- 
tions qu'il  éprouve  de  la  part  des  obstacles  qui  l’obligent  à 
se  mouvoir  de  telle  ou  telle  manière,  elles  se  développent  à 
chaque  instant,  et  prennent  les  grandeurs  et  les  directions 
convenables  pour  le  maintenir  sur  la  courbe  ou  sur  la  surface 
dont  la  présence  de  ces  obstacles  l’empécbe  de  sortir.  La 
connaissance  de  ces  réactions,  qui  ne  peut  pas  être  fournie 
à priori,  est  remplacée  par  la  connaissance  qu’on  a tout 
d’abord  de  la  trajectoire  suivant  laquelle  le  mobile  se  déplace, 
ou  au  moins  d’une  surface  sur  laquelle  celle  trajectoire  est 
nécessairement  située. 
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C’est  ainsi  que,  dans  certains  cas,  on  est  conduit  à consi- 
dérer un  point  matériel  comme  n’étant  pas  libre  de  céder 
complètement  à l’action  des  forces  qu'on  lui  applique  pour 
le  faire  mouvoir!  on  regarde  ce  point  comme  assujetti  à 
rester  sur  une  courbe  donnée,  ou  sur  une  surface  donnée, 
suivant  les  circonstances.  C’est  par  opposition  avec  cette 
manière  de  considérer  le  mouvement  d’un  point  matériel, 
que  nous  avons  caractérisé  l'objet  du  chapitre  précédent,  en 
spécifiant  dans  le  titre  de  ce  chapitre  qu’il  s’agissait  d’un 
point  matériel  libre.  Mais  on  ne  devra  jamais  oublier  qu’un 
point-matériel  |>eHt  toujours  être  regardé  comme  libre,  à la 
condition  de  tenir  compte  de  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  lui,  c’est-à-dire  des  forces  qui  tendent  à le  foire  mouvoir 
dans  diverses  directions,  et  des  réactions  que  cette  tendance 
au  mouvement  peut  développer  de  la  part  de  certains  obs- 
tacles qui  l’empêchent  de  céder  complètement  à l’action  des 
premières  forces. 

§ 126.  Équilibre  «l’un  point  matériel  assujetti  à 
router  sur  une  eourbe  fixe.  — Four  nous  faire  une  idée 
nette  de  ce  que  nous  devons  entendre  au  juste  par  un  point 
matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe,  concevons  un 
corps  solide  tel  qu’nn  grain  de  chapelet  percé  d’une  ouver- 
ture dans  laquelle  passe  une  tige  rigide  contournée  suivant 
une  courbe  quelconque,  ou  bien  encore  une  bille  engagée 
dans  un  tube  également  contourné  suivant  une  pareille 
courbe.  Ces  deux  corps  peuvent  se  mouvoir,  le  premier  en 
glissant  le  long  de  la  tige  qui  le  traverse,  le  second  en  se 
transportant  successivement  en  divers  points  du  tube  dans 
lequel  il  est  contenu.  Si  l'on  foit  abstraction  des  dimensions 
transversales  de  la  tige  ou  du  tube,  et  qu’en  même  temps  on 
réduise  par  la  pensée  le  corps  qui  ne  peut  que  glisser  le  long 
de  cette  lige  ou  de  ce  tube  à un  simple  point  matériel,  on 
aura  précisément  ce  qu’on  nomme  un  point  matériel  assujetti 
à rester  sur  une  courbe  fixe. 
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Si  l'on  applique  au  grain  de  chapelet  ou  à la  bille,  que 
nous  supposons  primitivement  en  repos,  une  force  dont  la 
direction  soit  normale  à la  tige  ou  au  tube,  il  est  clair  que 
celte  force  ue  mettra  pas  le  corps  en  mouvement  : l’égalité 
des  angles  que  la  force  fait  avec  la  direction  des  deux  seuls 
mouvements  que  le  corps  puisse  prendre,  suivant  qu’il  glis- 
serait daus  un  sens  ou  dans  le  seus  opposé,  montre  que  ce 
corps  ne  se  mouvra  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre.  Dans  ce  cas, 
la  force  appliquée  au  corps  ne  fera  que  dévelopiter  une 
pression  de  ce  corps  sur  la  lige  ou  sur  le  tube,  et  il  en  résul- 
tera  une  réaction  de  la  tige  ou  du  tube  sur  le  corps,  réac- 
tion qui  sera  égale  et  contraire  à la  pression  dont  nous  venons 
de  parler  : le  corps  restera  en  repos,  malgré  l’action  de  la 
force  qui  lui  est  appliquée,  parce  que  la  réacliou  de  la  lige 
ou  du  tube  sur  le  corps  fera  équilibre  à celle  force. 

Si  l'on  applique  au  corps  une  force  oblique  par  rapport  à 
la  direction  de  la  tige  ou  du  tube,  au  poiut  oii  il  se  trouve 
placé , on  pourra  remplacer  cette  force  par  deux  compo- 
santes, dont  l’une  ait  la  direction  même  du  mouvement 
que  le  corps  peut  prendre,  et  l’autre  fasse  un  angle  droit 
avec  la  première.  La  seconde  composante  ne  peut  agir 
eu  aucune  manière  pour  produire  le  mouvement  du  corps, 
ainsi  que  nous  venons  de  l’expliquer.  Quant  à lu  première 
composante,  elle  fera  glisser  le  corps  le  long  de  la  tige  ou 
du  tube,  à moins  qu’il  ne  se  développe  comme  à l'ordinaire 
une  résistance  à laquelle  ou  donne  le  nom  de  frottement, 
et  que  cette  composante  ne  soit  pas  assez,  grande  pour  la 
vaincre.  Pour  simplilier,  ou  peut  faire  abstraction  de  cette 
résistance,  et  regarder  le  corps  comme  pouvant  glisser  avec 
lu  plus  grande  facilité  le  long  de  la  lige  ou  du  tube  ; en  sorte 
qu'une  force,  quelque  petite  qu'elle  soit,  qui  agit  sur  le  corps 
suivant  la  direction  de  la  lige  ou  du  tube,  le  met  nécessai- 
rement en  mouvement.  Rien  n’empêchera  plus  tard  de  tenir 
compte  du  frottement,  que  nous  négligeons  ici,  en  le  consi- 
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itérant  comme  une  îles  forces  qui  sont  directement  appli- 
quées au  mobile  et  qui  tendent  à le  mettre  en  mouvement. 

C’est  d’après  ces  idées  que  nous  regarderons  un  point 
matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe  comme  ne 
pouvant  éprouver  de  la  part  de  cette  courbe  qu'une  réaction 
normale  à sa  direction;  de  plus,  nous  admettrons  qu’il  en 
soit  ainsi,  soit  que  le  point  matériel  se  trouve  à l’état  de  re- 
pos, soit  qu’au  contraire  il  se  meuve  le  long  de  la  courbe 
sous  l’action  des  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées, 
et  en  vertu  de  la  vitesse  qui  a pu  lui  être  imprimée  tout 
d'abord. 

Cela  posé,  il  ne  nous  sera  pas  difficile  de  trouver  la  condi- 
tion à laquelle  doivent  satisfaire  les  forces  F,  F',  F”, .... 
appliquées  à un  point  matériel  qui  est  assujetti  à rester  sur 
uue  courbe  fixe,  jiour  que  ce  point  soit  en  équilibre.  Si,  aux 
forces  dont  il  s’agit,  on  joint  la  réaction  que  le  point  matériel 
éprouve  de  la  part  de  la  courbe,  on  a un  système  total  île 
forces  dont  la  résultante  doit  être  nulle  (§  104)  : donc  la 
résultante  des  forces  F,  F',  F", doit  être  égale  et  direc- 

tement opposée  à la  réaction  de  la  courbe  sur  le  point  ma- 
tériel. Mais  cette  réaction  est  normale  à la  courbe;  donc 
aussi  la  résultante  des  forces  F,  F',  F", ....  doit  être  dirigée 
normalement  à cette  courbe.  Cette  condition,  que  la  résul- 
tante des  forces  F,  F’,  F", appliquées  au  point  matériel, 

soit  normale  à la  courbe  sur  laquelle  il  est  assujetti  à rester, 
est  d’ailleurs  suffisante  pour  que  le  point  soit  en  équilibre  : 
car  les  forces  F,  F',  F”, ....  peuvent  toujours  être  rempla- 
cées par  leur  résultante,  et  celle-ci,  étant  normale  à la  courbe 
fixe,  ne  peut  faire  mouvoir  le  point  matériel  ni  dans  un  sens 
ni  dans  l’autre.  La  résultante  des  forces  F,  F',  F”, ....  n’est 
autre  chose  que  la  pression  du  point  matériel  sur  la  courbe, 
pression  qui  est  égale  et  contraire  à la  réaction  de  la  courbe 
sur  le  point  matériel. 

g 127.  Mouvement  d’un  point  matériel  assujetti  à 
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renier  nur  une  courbe  llxe.  — Soient  AB,  fig.  G2,  la 

courbe  sur  laquelle  le 
point  matériel  M est  as- 
sujetti à rester;  F la 
force  appliquée  à ce 
point  matériel,  ou  la 
résultante  dos  forces 
qui  lui  sont  appliquées, 
s’il  y en  a plusieurs,  in- 
dépendamment de  la 
réaction  qu'il  éprouve 
de  la  part  de  la  courbe  ; 
et  enfin  N cette  réac- 
tion de  la  courbe , dont  la  direction  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  MT.  On  peut  regarder  le  mobile  comme  étant 
un  point  matériel  libre,  se  mouvant  sous  l'action  des 
forces  F et  N.  Décomposons  la  force  F,  représentée  par 
la  droite  MR,  en  deux  composantes  Fi,  F»,  dont  l’une  soit 
dirigée  suivant  la  tangente  MT,  et  l’autre  suivant  une  per- 
pendiculaire MS  à cette  tangente  menée  dans  le  plan 
TM  R ; composons  ensuite  la  force  F2  ou  MS,  avec  la  force 
N ou  M U , ce  qui  nous  donnera  la  force  R ou  MV  dirigée 
perpendiculairement  à la  tangente  MT,  aussi  bien  que 
chacune  de  ses  composantes  MS,  MU  : nous  aurons  ainsi 
deux  forces  Fi  et  R,  qui  tiendront  lieu  des  deux  forces 
F,  N,  et  qui  seront  évidemment  celles  auxquelles  nous  avons 
donné  les  noms  de  force  tangcntielle  et  de  force  centri- 
pète (§  110).  D'après  cela,  si  v est  la  vitesse  du  mobile, 
m sa  masse , et  a l’angle  que  la  direction  M R de  la  force  F 
fait  avec  la  direction  MT  du  mouvement,  on  aura 

dv 

m — — b cosse. 
dt 


Fig  «2 


\ 

\ 


Cette  équation,  jointe  ù la  relation 
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permettra  de  déterminer  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement du’mobile  sur  la  courbe  AB,  lorsque  la  force  F sera 
donnée,  ainsi  que  l’angle  « que  sa  direction  fait  à chaque 
instant  avec  la  tangente  à la  courbe  AB,  au  point  où  se 
trouve  le  mobile.  La  recherche  de  l’équation  finie  du  mou- 
vement sur  la  courbe  AB  est  réduite  par  là  à une  question 
d’analyse,  toute  pareille  à celle  qui  a pour  objet  de  trouver 
l’équation  du  mouvement  rectiligne  d’un  point  matériel 
libre  (§  106). 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  F serait  constamment 
nulle,  et  où  le  point  matériel  ne  se  mouvrait  le  long  de  la 
courbe  AB  qu’en  vertu  de  sa  vitesse  initiale,  on  voit  qu’on 
aurait 


dv 

dt~0i 

c’est-à-dire  que  la  vitesse  v ne  varierait  pas , ou , en  d’autres 
termes,  le  mouvement  du  point  matériel  serait  uniforme.  Il 
en  serait  encore  de  même,  si  la  force  F était  constamment 
normale  à la  courbe  A B. 

§128.  La  force  centripète  R ou  MV,  fîg.  62,  a pour  ex- 
pression 


m 


V1 

P ’ 


p étant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  A B en  M ; elle 
est  dirigée  suivant  ce  rayon,  c’est-à-dire  suivant  la  normale 
menée  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  correspondant 
au  point  M,  et  du  cûté  de  la  concavité  de  la  courbe.  Cette 
force  M V étant  la  résultante  des  deux  forces  MS,  MU,  une 
force  MV',  égale  et  contraire  à MV,  fera  équilibre  aux  deux 
forces  MS,  MU  ; les  trois  forces  MS,  MU,  MV'  se  faisant 
équilibre,  la  force  MU  est  égale  et  directement  opposée  à la 
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résultante  MU'  des  deux  forces  MS,  MV';  mais  la  force 
MU',  égale  et  directement  opposée  à la  réaction  N de  la 
courbe  A B sur  le  point  matériel , n’est  autre  chose  que  la 
pression  exercée  par  ce  point  sur  la  courbe  AB  : donc  la 
pression  du  point  M sur  la  courbe  A B est  la  résultante  de 
deux  forces,  dont  l’une  est  la  composante  normale  Fa  de  la 
force  F,  et  l’autre  est  égale  et  directement  opposée  à la  force 

• i T 1 

centripète  m — . 

Si  la  force  F était  nulle,  sa  composante  normale  Fs  le  se- 
rait aussi,  et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  AB  par  le 
point  mobile,  dont  la  vitesse  resterait  toujours  la  même,  se 
réduirait  à une  force  égale  et  contraire  à la  force  centri- 
pète. Dans  ce  cas,  la  pression  du  mobile  sur  la  courbe  est 
désignée  sous  le  nom  de  force  centrifuge.  Le  point  mobile 
n’étant  soumis  à l’action  d’aucune  force , se  mouvrait  uni- 
formément et  en  ligne  droite,  s’il  était  libre;  l'obligation 
dans  laquelle  il  se  trouve  de  suivre  la  courbe  AB,  n’altère 
pas  l’uniformité  de  son  mouvement,  mais  il  en  résulte  que 
la  direction  de  sa  vitesse  doit  changer  à chaque  instant  : ce 
changement  de  vitesse  ne  peut  se  produire  sans  que  le  mo- 
bile réagisse  sur  la  courbe,  et  c’est  cette  réaction  qui  cons- 
titue la  force  centrifuge,  dont  le  nom  rappelle  la  tendance 
du  mobile  à se  mouvoir  en  ligne  droite , c’est-à-dire  à s’é- 
loigner du  centre  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  A B.  On 
voit  que  la  force  centrifuge  est  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment MV'  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AB,  c’est-à- 
dire  du  côté*  de  la  convexité  de  cette  courbe , et  qu’elle  a 
pour  valeur 


v 1 


comme  la  force  centripète. 

Dans  le  cas  général  où  le  mobile  assujetti  à rester  sur  la 
courbe  AB  se  meut  sous  Faction  d’une  force  F,  la  pression 
13. 


/ 
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MU'  que  ce  mobile  exerce  sur  la  courbe  à un  instant  quel- 
conque est  la  résultante  de  deux  forces,  dont  l’une  est  la 
composante  normale  Fï  de  la  force  F,  et  l’autre  est  la  force 
centrifuge  MY'  correspondant  à la  vitesse  dont  le  point  mo- 
bile se  trouve  animé  à cet  instant. 

§ 129.  Tous  les  théorèmes  qui  ont  été  établis  précédem- 
ment (§§  113  à 120)  sur  le  mouvement  d’un  point  matériel 
libre,  sont  applicables  au  mouvement  d’un  point  matériel 
assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe,  à la  condition  de  join- 
dre à la  force  F directement  appliquée  à ce  point  matériel , 
la  réaction  X qu’il  éprouve  de  la  part  de  la  courbe  fixe,  et 
de  considérer  le  mouvement  comme  s'effectuant  sous  l’action 
de  la  résultante  de  ces  deux  forces.  Mais,  comme  la  réaction 
N de  la  courbe  sur  le  mobile  n’est  pas  connue  n priori , on 
doit  naturellement  attacher  plus  d’importance  à ceux  de 
ces  théorèmes  qui  lie  dépendent  pas  de  la  force  N , qu’à 
ceux  qui  en  dépendent.  Les  premiers  sont  les  seuls  que 
nous  rappellerons  ici. 

de 

La  force  tangentielle  m -jj  est  simplement  la  composante 

tangenlielle  F,  de  la  force  F,  et  ne  dépend  en  aucune  ma- 
nière de  la  réaction  X de  la  courbe  (§  127)  : donc  on  peut 
dire  (§  113)  que  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  point  matériel , pendant  un  temps  quelconque,  est 
égal  à l’impulsion  de  la  composante  tangentielle  Ft  de  la 
force  F pendant  ce  temps. 

Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  des  forces  F et  N 
est  (“gai  à la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  deux 
forces;  mais  le  travail  élémentaire  de  la  force  X'  est  cons- 
tamment nul , puisque  cette  force  est  normale  à la  courbe 
lixe,  et  par  conséquent  normale  à l’élément  de  chemin  dé- 
crit par  le  mobile  : donc  le  travail  élémentaire  de  la  résul- 
tante des  forces  F et  X se  réduit  au  travail  élémentaire  de  la 
force  1 seule.  D’après  cela,  il  est  clair  qu'on  peut  dire 
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(§  H6)  q»c  l'accroissement  de  la  force  vive  du  point  maté- 
riel, pendant  un  intervalle  de  temps  (|itclcon<|ue,  est  égal  au 
double  du  travail  de  la  force  F pendant  ce  temps. 

Pour  pouvoir  appliquer  ce  qui  a été  dit  dans  le  § i 19  au 
cas  d’un  point  matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe 
(ixc,  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  préoccuper  de  la  réaction 
X de  cette  courbe.  La  quantité  X dx  + Y dg  + Z d z étant  le 
travail  élémentaire  de  la  résultante  des  forces  appliquées 
au  mobile,  se  réduit  ici , d’après  ce  qui  vient  d'être  dit,  au 
travail  élémentaire  de  la  force  F;  on  peut  donc  regai der 
X,  Y,  Z,  comme  étant  simplement  les  composantes  de  la 
force  F parallèles  aux  axes  coordonnés.  Si  ces  trois  compo- 
santes de  F sont  les  dérivées  partielles  d’une  fonction  de 
x,  ij,  2,  prises  par  rapport  à chacune  de  ces  variables,  il  y 
aura  lieu  de  considérer  les  surfaces  de  niveau  dont  nous 
avons  parlé  (§  119),  et  d’appliquer  au  point  matériel  assujetti 
à rester  sur  une  courbe  (ixc  tout  ce  qui  a été  dit  pour  un 
point  matériel  libre.  Ces  surfaces  de  niveau  ne  dépendant 
nullement  de  la  réaction  N de  la  courbe  lixe,  sont  les  mêmes 
que  si  le  point  matériel  était  libre  et  que  la  même  force  F 
lui  fût  appliquée. 

§ 130.  Exemple»  du  mouvement  d'un  point  matériel 
assujetti  à rester  sur  une  eourbe  lixe.  — Cas  (l’un 
point  matériel  soumis  à la  seule  action  de  la  pesanteur. 
— Si  la  force  F,  qui  est  directement  appliquée  au  mobile,  se 
réduit  à son  poids  ni  g,  il  sera  facile  de  trouver  les  diverses 
circonstances  du  mouvement,  comme  nous  allons  le  voir. 

.Soit  AB,  fig.  63,  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  obligé 
de  rester.  .Nous  avons  vu  (§  120)  que,  dans  le  cas  dont  il 
s’agit,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux  ; il 
en  résulte  immédiatement  que,  si  le  point  mobile  vient  suc- 
cessivement passer  par  divers  points  XI,  X,  I’,  Q,  situés  sur 
un  même  plan  horizontal,  il  se  trouvera  animé  d’une  même 
vitesse  dans  chacune  de  ces  positions. 
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D’un  autre  côté,  le  mobile  allant  du  point  M,  où  sa  vitesse 


est  v,  au  point  M',  où  sa  vitesse  est  v',  on  a , d’après  le  théo- 
rème des  forces  vives  (§  1 29), 

mv'1  — m»1  = 2 mg  ( z ' — z) , 

ou  simplement 

=«>*-4-  1g  ( z'~z ), 

en  désignant  par  z et  z'  les  distances  des  deux  points  M et  M' 
à un  plan  horizontal  fixe  situé  au-dessus  de  ces  deux  points. 

Si,  par  exemple,  le  mobile  part  du  point  C,  sans  vitesse 
initiale,  il  descend  le  long  delà  courbe,  en  prenant  une  vi- 
tesse de  plus  en  plus  grande.  La  vitesse  r qu’il  possède  en 
un  point  quelconque  M,  est  déterminée  par  la  relation 

vi  = 2gh, 

en  désignant  par  h la  distance  des  plans  horizontaux  menés 
par  les  deux  points  C et  M , c’est-à-dire  ce  qu’on  nomme  la 
différence  de  niveau  de  ces  deux  points;  on  voit  que  cette  vi- 
tesse est  égale  à celle  qu’aurait  acquise  le  point  matériel  en 
tombant  de  la  même  hauteur  h,  suivant  la  verticale  menée  par 
son  point  de  départ  C(§  90).  La  vitesse  du  mobile  va  ainsi  en 
croissant  jusqu’à  ce  qu’il  atteigne  le  point  D.  La  vitesse  qu’il 
possède,  en  arrivant  en  ce  point,  fait  qu’il  le  dépasse,  et  qu’il 
s’élève  le  long  de  la  partie  DE  de  la  courbe  AB  ; sa  vitesse 
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va  alors  en  diminuant  progressivement,  et,  comme  nous  l’a- 
vons dit,  en  un  point  quelconque  N , elle  est  égale  à celle 
qu'il  avait  au  point  M situé  au  même  niveau  que  le  point  N. 
Si  le  point  le  plus  élevé  E,  de  la  partie  de  courbe  où  le  mo- 
bile est  engagé,  se  trouve  au-dessous  du  plan  horizontal 
mené  par  son  point  de  départ  C,  il  atteint  ce  point  E en  con- 
servant encore  une  certaine  vitesse  ; puis  il  le  dépasse , 
descend  jusqu’en  F avec  une  vitesse  croissante , remonte 
suivant  F B,  et  enfin  s’arrête  en  un  point  G situé  au  niveau 
de  son  point  de  départ  C.  Alors , la  pesanteur  ne  cessant 
d’agir  sur  le  mobile,  il  redescend  à partir  du  point  G,  en  par- 
courant la  courbe  en  sens  contraire,  et  reprenant  en  chaque 
point  exactement  la  même  vitesse  que  lorsqu’il  s’y  était 
trouvé  une  pawnière  fois;  au  bout  de  quelque  temps, il  s’ar- 
rête au  pointe  d’où  il  était  parti  d’abord , puis  se  remet  en 
mouvement  de  C en  G ; et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

La  pression  que  le  mobile  exerce  sur  la  courbe  AB,  dans 
une  quelconque  des  positions  qu’il  y occupe  successivement, 
au  point  M par  exemple,  s’obtient  en  composant  la  force 
centrifuge  du  mobile  en  ce  point , avec  la  composante  nor- 
male de  son  poids  mg  (§  128).  Dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  AB  se  trouve  tout  entière  dans  un  plan  vertical,  ces 
deux  composantes  de  la  pression  supportée  par  la  courbe 
ont  une  même  direction  , et  la  pression  est  égale  à leur 
somme  ou  à leur  différence,  suivant  les  cas.  Soit  « l’angle 
que  la  tangente  à AB,  au  point  M,  fait  avec  la  verticale,  et 
p le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point;  on  aura 
pour  la  pression  supportée  par  la  courbe 


ou  bien,  en  remplaçant  v1  par  sa  valeur  2 g h, 

( • -4-  2A\ 

mg  ^sina  dfc  — j. 
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§ 131.  Mouvement  d'un  point  materiel  pétant  sur 
une  droite  fixe.  — Lorsque  la  courbe  sur  laquelle  le  mo- 
bile pesant  est  assujetti  à rester  se  réduit  à une  ligne  droite, 
le  mouvement  se  siinplilie  beaucoup.  Soit  a l'angle  que  la 
droite  fixe  fait  avec  la  verticale.  La  composante  taugenticllc 
de  la  force  mg  qui  agit  sur  le  mobile  a alors  une  valeur 
constante 


mg  cosa. 


il  en  résulte  que  le  mouvement  du  mobile  sur  la  droite  fixe 
est  uniformément  varié  (§§  90  et  91).  Ce  mouvement  est 
de  même  nature  que  celui  d’un  corps  pesant  qui  tombe  libre  - 
ment  suivant  la  verticale,  en  partant  du  repos,  ou  bien  après 
avoir  reçu  une  vitesse  initiale  dirigée  verticalement;  il  ne 
diffère  de  ce  dernier  mouvement  qu’en  ce  que  l’accélération 
est  g cosa,  au  lieu  d’étre  g. 

Si  l’on  suppose,  par  exemple,  que  le 
mobile  se  meuve  le  long  de  la  droite 
AB,  fig.  64,  et  qu’il  parte  du  point  A 
sans  vitesse  initiale,  la  distance  AM 
ou  s à laquelle  il  se  trouve  du  point  de 
départ  A,  au  bout  d’un  temps  quelcon- 
que t , est  fournie  par  l’équation 


s = { g cos  Z t!. 

Prenons,  sur  la  verticale  du  point  A, 
une  longueur  quelconque  AC  que  nous 
désignerons  par  A,  et  sur  la  ligne  AB 
une  longueur  AD  ou  / égale  à la  pro- 
jection de  AC  sur  A B.  Le  temps  em- 
ployé par  le  mobile  à parcourir  la  distance  l sera  fourni 
par  la  relation 

l={g  vos  a i% 

d'où 


Fig.  6&. 
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Cette  valeur  de  / montre  que  le  temps  employé  par  le  mobile 
à parcourir  la  distance  A L),  sur  la  ligne  oblique  A B,  est  le 
même  que  celui  qu'il  emploierait  à tomber  verticalement  de 
la  hauteur  AC.  Un  en  conclut  que,  si  plusieurs  mobiles  par- 
tout en  même  temps  du  point  A,  sans  vitesse  initiale,  et  des- 
cendent sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  le  long  de  di- 
verses cordes  AI),  AD',  AD",  d’un  cercle  décrit  sur  AC 
comme  diamètre , ces  mobiles  arriveront  en  même  temps 
aux  extrémités  D,  D',  D",  de  ces  cordes.  Quant  à la  vitesse 
que  possède  le  mobile  qui  parcourt  la  ligne  A B,  lorsqu’il 
arrive  en  D,  nous  savons  qu’elle  est  la  même  que  celle  qu’il 
posséderait  en  E,  s’il  tombait  librement  du  point  A sans  vi- 
tesse initiale  (§  130). 

La  droite  fixe  ayant  dans  tous  ses  points  un  rayon  de 
courbure  inlini,  on  voit  que  la  force  centrifuge  due  au  mou- 
vement du  mobile  sur  cette  droite  est  constamment  nulle, 
et  que  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur  la  droite  fixe 
se  réduit  à la  composante  normale 


de  son  poids. 


mg  sin  a. 


§ 132.  Pendule  circulaire. 
— Supposons  qu’un  point  maté- 
riel pesant  M,  fig.  G5,  soit  atta- 
ché à l’extrémité  d’un  lil  inex- 
tensible et  sans  niasse  AM,  et 
que  l’autre  extrémité  A de  ce  fd 
soit  fixe.  Le  point  matériel  M 
est  en  équilibre  lorsque  le  (il 
A AI  est  dirigé  suivant  la  verti- 
cale A B : le  poids  de  ce  point 


matériel  est  détruit  par  la  résistance  qu’il  éprouve  de  la 
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part  du  fil.  Si  l’on  écarte  le  corps  M de  la  position  d’équi- 
libre qui  vient  d’étre  indiquée,  en  donnant  au  fil  une  direc- 
tion oblique,  et  qu’ensuile  on  abandonne  ce  corps  M à l'ac- 
tion de  la  pesanteur,  sans  lui  communiquer  de  vitesse  initiale, 
il  se  meut  sans  sortir  du  plan  vertical  mené  par  la  direction 
oblique  qu’on  avait  donnée  au  fil  ; d'ailleurs,  sa  distance  au 
point  A restant  constamment  la  même,  il  décrit  un  arc  de 
cercle  ayant  ce  point  A pour  centre  : on  peut  donc  regarder 
le  point  matériel  M comme  étant  dans  les  mêmes  conditions 
que  s’il  était  assujetti  à rester  sur  la  circonférence  de  cercle 
à laquelle  appartient  cet  arc.  La  pression  exercée  par  le 
mobile  sur  la  courbe  qu’il  est  obligé  de  décrire  se  trouve  ici 
remplacée  par  la  tension  du  fil  A M. 

Si  l’on  se  reporte  à ce  qui  a été  dit  en  général  sur  le 
mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à rester  sur 
une  courbe  fixe  (§  130),  on  verra  que  le  point  Mdoit  oscil- 
ler indéfiniment  de  part  et  d'autre  de  sa  position  d’équilibre, 
en  s’écartant  également  de  cette  position  dans  un  sens  et 
dans  le  sens  opposé.  Un  pareil  point  matériel,  suspendu 
comme  nous  l’avons  dit,  constitue  ce  qu’on  nomme  un  pen- 
dule. Nous  particularisons  ici  le  pendule,  en  lui  donnant  la 
dénomination  spéciale  de  pendule  circulaire , parce  que, 
ses  oscillations  s’effectuant  conformément  à ce  que  nous 
venons  de  dire,  le  point  matériel  qui  le  termine  se  meut 
suivant  une  circonférence  de  cercle  ."-Nous  allons  nous  pro- 
poser de  déterminer  la  durée  de  chacune  des  oscillations  de 
ce  pendule. 

Soit  C le  point  où  le  mobile  se  trouve  , lorsqu’on  l’aban- 
donne à l’action  de  la  pesanteur,  sans  vitesse  initiale.  Dans 
une  position  quelconque  M,  il  est  animé  d’une  vitesse  r qui 
est  fournie  par  la  relation 

v = \ igh  , 

h étant  la  distance  du  point  M au  plan  horizontal  mené  par 
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le  poiinC.  Si  nous  désignons  l’angle  BAC  par  a,  l’angle  B AM 
par  S,  et  la  longueur  AM  du  pendule  par  /,  nous  aurons 

h = l (cosO  — cosa), 


,d0 

dt 

le  signe  — , placé  devant  le  second  membre  de  la  dernière 
relation,  tient  à ce  que  0 diminue  quand  t augmente,  ce  qui 

fait  que  ^ est  négatif.  En  remplaçant  h et  v par  leurs  va- 
dt 

leurs  dans  l’équation  ci-dessus,  il  vient 
, dO 


— I -j-  — (cos 0 — cosa), 


d'où  l’on  tire 


dt=-\[L 

V 90 


dO 


y VcosQ  — cosa 

En  intégrant  cette  équation,  et  en  étendant  l'intégrale  à tout 
le  temps  que  le  pendule  emploie  à aller  de  la  position  A C à 
la  position  verticale  A B,  on  trouvera  la  durée  de  la  demi- 
oscillation  descendante  ; le  double  de  celte  durée  sera  la 
durée  T d’une  oscillation  complète.  On  aura  donc 


d’ou 


’-Vf  f; 


d9 


VcosQ  — cosa 


dO 


cosa 


A’ous  n’avons  plus  qu’à  déterminer  la  valeur  de  l’intégrale 
définie  qui  entre  dans  celte  formule,  pour  que  la  valeur  de  T 
soit  entièrement  connue. 

Supposons  d’abord  que  les  oscillations  soient  très-petites, 


y 
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en  sorte  que  a et  0 sont  de  très-petits  angles  ; nous  pourrons 
remplacer  cosa  et  cos9  par 


'-T* 


et  la  valeur  de  T deviendra 

Ç%  d'j 

9 Ja  v7^9* 


= 2 y/ï  I — 

v a . I vÆ*  _ n* 


Mais  on  a 


et  par  suite 


r m fi 

I . ; . = arcsin  _ -f-  const.  , 
I Va*  _ fl*  a 


/ -= 
G,' 


de 


donc  on  aura  eu  définitive 


formule  qui  fait  connaître  la  durée  des  oscillations  d'un  pen- 
dule circulaire,  en  supposant  ces  oscillations  très-petites.  Il 
est  remarquable  que  cette  durée  ne  dépend  en  aucune  ma- 
nière de  l’amplitude  des  oscillations , qui  peut  être  réduite 
au  tiers  , au  quart,  au  dixième  de  ce  qu'elle  était  d’abord, 
sans  que  la  durée  change. 

Pour  trouver  la  durée  T des  oscillations  du  pendule,  sans 
supposer  que  leur  amplitude  soit  très-petite,  nous  opérerons 
de  la  manière  suivante.  Soient  a et  z les  hauteurs  des  points 
C et  M au-dessus  du  plan  horizontal  mené  par  le  point  (>; 
on  a 

a = /(l — cosa)  , z = l [i  — cos 9) , 

d’où 
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. « — z </* 
cos  9 — cos  a — — - — , dn  — - — 

* MHz  — Z1  ' 

D’après  cela  la  formule  qui  donne  la  durée  T des  oscillations 
du  pendule,  devient 


I>a  quantité  — étant  toujours  plus  petite  que  1,  on  peut  dé- 
velopper 1 1 — — ^ * en  série  de  la  manière  suivante  : 

1-3.5....  (2»-l)  / g y 
2./I.6....  2,i  \2l)  +•••* 

Dailleurs  on  démontre  dans  le  calcul  intégra!  que  l’on  a 

zdz  = _ /-«y^TZrr,  ^ (2n-l)a  Ç zn~'dz 
J \az— z*  n 2n  J v W — ’ 

en  sorte  que,  si  l’on  intègre  entre  les  limites  o et  a,  on  aura 

Ça  zdz  (2n — l)a  f°  z~'(tz 

J0  \az  — z1  2h  Jo  Vaz  _ 2î 

En  remplaçant  successivement , dans  cette  formule  , n par 
« — 1 puis  par  n — 2,  ensuite  par  n — 3, ....  enfin  par  1,  on 
obtiendra  n relations,  qui  étant  multipliées  entre  elles  don- 
neront 


A 
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1.3.5. ... (in — l)jW  r dz 
2.6.6 2n  / \'az— z»  ’ 

v O 


ou  bien  encore  , d'après  la  valeur  connue  de  l’intégrale  dé- 
finie qui  est  dans  le  second  membre, 


1.3.5....(2«— 1) 
2.6.6 2n 


a ir 


Cette  dernière  formule  fait  connaître  les  valeurs  des  inté- 
grales qui  entrent  dans  les  divers  termes  de  T,  par  suite  du 

développement  eu  série  du  facteur  ^1  — * ; on  trouve 

ainsi 


§ 188.  Pendule  eycloïdal.  — On  donne  le  nom  de  pen- 
dule cycloïdal  à un  pendule  analogue  à celui  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper,  mais  qui  en  diffère  en  ce  que  le  point 
matériel  qui  le  termine,  au  lieu  de  se  mouvoir  sur  un  cercle, 

se  meut  sur  une  cy- 
cloïdeABC,  fig.  66, 
dont  le  plan  est  ver- 
tical et  dont  la  base 
AC  est  horizontale. 
Pour  réaliser  un  pa- 
reil pendule,  il  suflil 
de  tracer  les  deux 
arcs  de  cycloide  AD, 
DC  dont  l’ensemble 
constitue  la  développée  de  la  cycloide  ABC, et  de  disposer 
deux  pièces  solides  E,  F,  limitées  inférieurement  par  des 
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surfaces  cylindriques  droites  ayant  ces  arcs  AD,  DC  pour 
bases.  Si  l’on  fixe  en  I)  l’une  des  extrémités  d'un  fil  de  lon- 
gueur DB,  et  qu’on  attache  un  corps  pesant  à sou  autre 
extrémité  ; si  ensuite  on  écarte  ce  corps  de  sa  position  d’é- 
quilibre B,  sans  le  faire  sortir  du  plan  vertical  ADC,  et 
qu’ou  l'abandonne  à lui-même,  il  est  claire  qu’il  se  mou- 
vra le  long  de  la  cycloïde  ABC,  sur  laquelle  il  effectuera 
une  série  d’oscillations.  Nous  allons  nous  proposer  de  déter- 
miner la  durée  de  l’une  de  ces  oscillations. 

Soient  G la  position  qu’occupe  le  point  matériel  au  com- 
mencement de  l’oscillation  que  nous  considérons,  et  M une 
quelconque  des  positions  par  lesquelles  il  passe  après  être 
parti  du  point  G.  Désignons  par  a et  z les  distances  des 
points  G et  M à la  tangente  à la  cycloïde  en  B,  tangente  qui 
est  horizontale.  Nous  aurons  pour  la  vitesse  v du  mobile 
en  M, 

v = V;2ÿ  (a — z). 

D’un  autre  côté,  en  appelant  * l’arc  GM,  on  a 

ds 

v~dt ’ 

d’où  l’on  tire 

ds  ds 

dt  = -=—. 

v V%r(a — z ) 

Si  l’on  trace  le  cercle  générateur  de  la  cycloïde  dans  la 
position  qui  correspond  au  point  M,  la  droite  menée  du 
point  M au  point  H où  ce  cercle  touche  la  base  A C est  nor- 
male à la  cycloïde  en  M ; la  droite  qui  joint  le  point  M h 
l’autre  extrémité  K du  diamètre  H K est  donc  la  tangente  à 
la  courbe.  Prenons  sur  cette  tangente  une  longueur  M M' 
égale  à ds,  et  menons  les  lignes  M N,  M'N,  respectivement 
parallèles  aux  lignes  CH,  II  K.  Le  triangle  MNM'  étant 
semblable  au  triangle  II MK,  nous  aurons 
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MM'  _ H K 
NM7-  KM* 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  désignant  par  r le  rayon 
OH  du  cercle  générateur,  et  observant  que  NM'  est  égal 
à — dz, 

d z v2^-  V 2 


Tirant  de  là  d»,  et  le  substituant  dans  la  valeur  que  nous 
avons  obtenue  précédemment  pour  dl,  nous  trouverons  defi- 
nitivement 


Nous  n’avons  pins  qu’à  intégrer  par  rapport  à z,  depuis 
z = a,  jusqu’à  z = o,  pour  avoir  la  durée  de  la  demi-oscil- 
lation descendante,  c’est-à-dire  la  moitié  de  la  durée  1 d une 
oscillation  complète  : nous  aurons  donc 


d’où 


Ce  résultat  simple,  auquel  nous  venons  de  parvenir,  nous 
fait  connaître  une  propriété  très-remarquable  du  pendule 
cycloïdal.La  valeur  de  T ne  renfermant  pas  la  quantité  a,  il 
s’ensuit  que  la  durée  des  oscillations  est  complètement  indé- 
pendante de  leur  amplitude.  En  d’autres  termes , quel  que 
soit  le  point  de  départ  G du  corps  pesant  qui  se  meut  le 
long  de  la  cycloïde,  ce  corps  emploie  le  même  temps  pour 
arriver  au  point  le  plus  bas  B : c’est  ce  qui  a fait  donner  à 
la  cycloïde  le  nom  de  Tantochronr. 
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La  valeur  trouvée  pour  T noos  montre  en  outre  que  la 
durée  des  oscillations  du  pendule  cyrloïdal  est  la  même  que 
celle  des  petites  oscillations  d’un  pendule  circulaire  dont  la 
longueur  serait  /»•,  longueur  qui  est  précisément  celle  du 
rayon  de  courbure  I)  B de  la  cyeloïde  en  son  sommet  B. 

§ 134.  Équilibre  et  mouvement  d'un  point  maté* 
rlel  assujetti  à rester  sur  une  surfaee  fixe.  — A l’aide 
de  considérations  analogues  O celles  que  nous  avons  déve- 
loppées précédemment  (§  126),  on  comprendra  sans  peine 
ce  que  l’on  doit  entendre  par  un  point  matériel  assujetti  à 
rester  sur  une  surface  fixe.  Si  l’on  fait  abstraction  du  frotte- 
ment que  le  point  matériel  peut  éprouver  de  la  part  de  la 
surface,  on  verra  que,  pour  qu’une  force  appliquée  à ce  point 
primitivement  en  repos  ne  le  mette  pas  en  mouvement,  il  est 
nécessaire  qu’elle  soit  dirigée  normalement  à la  surface.  La 
réaction  que  la  surface  exerce  sur  le  point  est  donc  aussi 
normale  à cette  surface.  Nous  admettrons  qu’il  en  est  ainsi, 
même  dans  le  cas  où  le  point  matériel  est  en  mouvement  sur 
la  surface  sur  laquelle  il  est  obligé  de  rester,  sauf  à tenir 
compte,  s’il  y a lieu,  du  frottement  qu’il  éprouve  de  la  part 
de  la  surface,  en  rangeant  ce  frottement  parmi  les  forces  qui 
agissent  sur  lui  pour  modifier  son  mouvement. 

D’après  cela,  pour  qu’un  point  matériel,  assujetti  à rester 
sur  une  surface  fixe,  soit  en  équilibre  sous  l’action  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la 
résultante  de  ces  forces  soit  dirigée  suivant  la  normale  à la 
surface.  La  pression  exercée  par  le  point  sur  la  surface  est 
égale  à cette  résultante. 

Lorsqu’un  point  matériel  est  en  mouvement  sur  une  sur- 
face fixe  sur  laquelle  il  est  assujetti  à rester,  il  exerce  à 
chaque  instant  sur  la  surface  une  pression  normale  dont  nous 
pouvons  facilement  indiquer  la  valeur.  Concevons  pour  cela 
que  la  insultante  F des  forces  qui  sont  appliquées  au  point 
mobile  (sans  y comprendre  la  réaction  qu’il  éprouve  de  la 
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part  de  la  surface)  soit  décomposée  en  deux  forces  dont  l’une 
Fi  soit  dirigée  suivant  la  tangente  à la  trajectoire  du  point 
mobile,  et  l’autre  F?  soit  dirigée  perpendiculairement  à cette 
tangente,  dans  le  plan  de  F)  et  de  F.  Eu  raisonnant  comme 
nous  l’avons  déjà  fait  (§  12S),  nous  verrons  que  la  pression 
exercée  par  le  point  matériel  sur  la  surface  est  la  résultante 
de  la  force  Fî  et  de  la  force  centrifuge  qui  se  développe  dans 
le  mouvement  de  ce  point.  Cette  résultante  de  la  force  Fa  et 
de  la  force  centrifuge  doit,  bien  entendu,  être  normale  à la 
surface  ; en  sorte  qu'on  peut  l'obtenir  en  faisant  la  somme  des 
projections  de  ces  deux  forces  sur  la  normale.  Quant  & la 
force  Fi,  elle  détermine  le  changement  de  grandeur  de  la 
vitesse  v du  mobile,  à laquelle  elle  est  liée  par  la  relation 


Considérons  en  particulier  le  cas  d’un  point  matériel  qui 
se  meut  sur  une  surface  fixe,  en  vertu  d’une  vitesse  initiale, 
sans  être  soumis  à l'action  d’aucune  force.  La  force  F’  étant 
nulle,  il  en  sera  de  même  de  ses  composantes  Fi , Fj.  II  s’en- 
suit nécessairement  : 1"  que  la  vitesse  v du  mobile  reste 
constante,  c’est-à-dire  que  son  mouvement  est  uniforme  ; 
2°  que  la  force  centrifuge  qui  se  développe  dans  le  mouve- 
ment du  point  constitue  à elle  seule  la  pression  de  ce  point 
sur  la  surface,  et  que  par  conséquent  cette  force  centrifuge 
est  dirigée  normalement  à la  surface,  en  chaque  point  de  la 
ti’ajectoire  du  mobile.  Si  l’on  observe  maintenant  que  la  force 
centrifuge,  égale  et  contraire  à la  force  centripète  (§  128), 
est  toujours  dirigée  dans  le  plan  osculatcur  de  la  trajectoire, 
on  en  conclura  que , dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc- 
cupe, la  trajectoire  jouit  de  celte  propriété  que , en  chacun 
de  ses  points,  son  plan  osculaleur  passe  par  la  normale  à la 
surface  en  ce  point  : cette  propriété  est  précisément  (aille 
qui  caractérise  les  ligne»  géodetiquet  de  la  surface.  Ainsi, 


Digitized  by  Google 


ÉQ.  ET  MOUT,  d’un  POINT  MAT.  QUI  n’f.8T  PAS  LIBRE.  211 
lorsqu'un  point  matériel,  assujetti  à rester  sur  une  surface 
fixe,  se  meut  sur  cette  surface  sans  être  soumis  à l’action 
d'aucune  force , il  parcourt  uniformément  une  ligne  géodé- 
sique  de  la  surface. 

Tous  les  théorèmes  établis  dans  les  paragraphes  113  à 120, 
sur  le  mouvement  d’un  point  matériel  libre,  sont  applicables 
au  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à rester  sur  une 
surface  fixe , à la  condition  de  joindre  à la  force  F directe- 
ment appliquée  à ce  point  matériel,  la  réaction  N qu’il 
éprouve  de  la  part  de  la  surface,  et  de  considérer  le  mouve- 
ment comme  s’effectuant  sous  l'action  de  la  résultante  de  ces 
deux  forces.  Parmi  ces  théorèmes,  nous  rappellerons  seule- 
ment les  deux  suivants,  dans  lesquels  la  réaction  N n’entre 
pas,  en  raison  de  ce  que  la  tangente  à la  trajectoire  est  tou- 
jours perpendiculaire  à sa  direction. 

1*  L’accroissement  de  la  quantité  de  mouvement  du  point 
mobile,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  à l'impulsion 
de  la  composante  laugcnticllc  de  la  force  F,  pendant  ce 
temps. 

2“  L’accroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel, 
pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  égal  au  dou- 
ble du  travail  de  la  force  F,  pendant  ce  temps. 

Enfin  nous  pouvons  dire  encore  ici , comme  dans  le  cas 
d'un  point  matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe 
(§  129),  que  l’on  n’a  pas  besoin  de  se  préoccuper  de  la  réac- 
tion N de  la  surface,  pour  pouvoir  appliquer  au  mouvement 
du  point  matériel  ce  qui  a été  dit  dans  le  § 1 19.  Si  les  com- 
posantes X,  Y,  Z,  de  la  force  F sont  les  dérivées  partielles 
d’une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z du  mobile , prises 
par  rapport  à chacune  de  ces  variables , on  pourra  consi- 
dérer les  surfaces  de  niveau  dont  il  a été  question  (§  119)  ; 
et  ces  surfaces  de  niveau  joueront , par  rapport  au  mouve- 
ment du  point  matériel  assujetti  à rester  sur  une  surface 
fixe,  le  même  rôle  que  si  ce  point  matériel  était  entièrement 
U. 


Digitized  by  Google 


212  LIVRE  II.  — DYNAMIQUE.  PREMIÈRE  PARTIE. 

libre,  tout  en  étant  soumis  à l’action  de  la  même  force  F. 

§ 135.  Exemple  du  mouvement  d’un  point  matériel 
«MKujetlt  à rester  sur  une  surface  fixe.  — Pendule 
conique.  — Lorsqu’un  pendule,  tel  que  celui  que  nous  avons 
considéré  dans  le  § 132  , a été  écarté  de  sa  position  d’équi- 
libre, et  qu’au  lieu  de  l’abandonner  à lui-même  sans  vitesse 
initiale , on  le  lance  dans  une  direction  quelconque  , sou 
mouvement  ne  s’effectue  plus  dans  un  plan  vertical;  ce  pen- 
dule se  meut  en  tournant  autour  de  la  verticale  menée  par 
le  point  de  suspension  , et  en  même  temps  il  s’approche  et 
s’éloigne  alternativement  de  cette  verticale,  avec  laquelle  il 
ne  coïncide  dans  aucune  position.  Dans  ce  cas  il  prend  le 
nom  de  pendule  conique. 

Il  est  clair  que  le  point  matériel  qui  termine  un  pareil 
pendule  peut  être  regardé  comme  étant  assujetti  à rester  sur 
la  surface  d’une  sphère  ayant  pour  rayon  la  longueur  du 
pendule,  et  pour  centre  son  point  de  suspension.  La  pression 
normale  du  mobile  sur  la  surface  de  la  sphère  se  trouve  ici 
remplacée  par  la  tension  du  fil. 

Rapportons  les  diverses  positions  du  mobile  à trois  axes 
coordonnés  rectangulaires  passant  par  le  point  de  suspension 
du  pendule , et  supposons  que  l’un  de  ces  axes , l’axe  de  z, 
soit  dirigé  verticalement  et  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Si 
nous  désignons  par  X la  tension  du  fil,  et  par  l sa  longueur, 
nous  aurons  pour  les  équations  différentielles  du  mouvement 
du  point  matériel  qui  le  termine  (§  121) 

dsx  X x cPy  X y d-z  _ Ni 

dt‘‘  wi  T ’ dl7  m 1 ’ dtr  ^ m l ' ^ 

Ces  trois  équations  ne  peuvent  pas  suffire  pour  déterminer 
x,  y,  et  z en  fonction  de  /,  puisqu’elles  contiennent  une 
quatrième  quantité  N qui  est  également  une  fonction  in- 
connue de  t.  Mais  nous  savons  en  outre  que  le  mobile  doit 
rester  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  centre  est  à l'ori- 
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gine  des  coordonnées,  et  dont  le  rayon  est  l : x,  y,  : doivent 
donc  satisfaire  à l’équation  de  cette  sphère,  qui  est 

4-  y'  4-  z’  = P.  (b) 

Cette  nouvelle  équation  , jointe  aux  trois  précédentes,  per- 
mettra de  déterminer  les  quatre  fonctions  inconnues  x,  y, 
z,  et  N. 

Si  nous  éliminons  X entre  les  deux  premières  équations 
(«),  nous  trouvons 


x 


dry  d}x 

dïî~V  ~d? 


= o , 


équation  qui  s’intégre  immédiatement  et  donne 


dx 

di 


= C, 


(0 


C étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  (e)  n'est 
autre  chose  que  celle  qu’on  obtiendrait  en  appliquant  le 
théorème  des  aires  (§  115)  au  mouvement  de  la  projection 
du  point  mobile  sur  le  plan  des  x y,  ainsi  qu'on  peut  s’en 
assurer  facilement  ; le  théorème  des  aires  est  applicable,  en 
effet,  dans  ce  mouvement  projeté , puisque  la  résultante  des 
forces  X et  mg,  qui  agissent  sur  le  point  matériel  dans  l’es- 
pace, est  toujours  dirigée  dans  le  plan  qui  passe  par  ce  point 
matériel  et  par  la  verticale  du  point  de  suspension. 

En  multipliant  les  trois  équations  (a)  respectivement  pur 
dx,  dy,  dz,  et  les  ajoutant  ensuite  membre  à membre,  on 
trouve 


dx  (Px-\-dy  d}y  + dzd*z  N , . 

* =gdz——l(xdx+ydy+zdz)i 

mais  en  différenliaut  l'équation  (A),  il  vient 
x dx  + y dy  + z dz  — o : 

l'équation  que  nous  venons  d’obtenir  se  réduit  donc  à 
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dx  d'x  dy  d'y  -J-  dz  <Pz  _ 

dl 1 ~ g* 

En  l’intégrant,  elle  donne 

dx'  + dy'  + dz'  _n  . 

-2ÿ.  + C 


(rf) 


C'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Nous  aurions  pu 
écrire  immédiatement  cette  équation  (rf),  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du  point  matériel 
dont  nous  nous  occupons  (§  134);  la  constante  C' aurait  été 
remplacée  par  l’expression 

vJ  — 2 gz0 , 

dans  laquelle  r„  représente  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  za 
la  valeur  initiale  de  sa  coordonnée  verticale  z. 

Les  trois  équations  (A),  (c),  (</),  ne  contenant  pas  Ni, 
peuvent  être  employées  pour  déterminer  les  valeurs  des  trois 
coordonnées  x,  y,  z,  du  mobile  en  fonction  de  /.  Mais  nous 
les  modifierons,  en  y remplaçant  x et  y par  des  coordonnées 
polaires,  dans  le  plan  horizontal  des  x y.  Si  nous  désignons 
par  r le  rayon  vecteur  mené  de  l’origine  des  coordonnées  à 
la  projection  horizontale  du  mobile , et  par  9 l’angle  que  ce 
rayon  vecteur  fait  avec  l’axe  de  x,  nous  aurons 

x'  -+-  y*  =r*. 

xdy  — y dx~r'  drJ, 

dx'  \ dy'  = dr'  + r!  dB'  : 

en  conséquence  les  équations  (A),  (c),  (rf),  deviendront 


I 
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En  éliiniuant  r et  0 entre  ces  équations  (<?)  on  trouve  faci- 
lement 

Idz 


di  = ± 

et  par  suite  on  a 
d9=  ± 


VV1  — z1)  (Zgz  + C)  — C* 


C Idz 


CO 


(9) 


(l7  — z7)  V(P— s»)  (ïgz + C)-C* 

Dans  les  valeurs  de  dt  et  dQ  le  signe  + convient  au  cas  où 
le  mobile  descend,  et  le  signe  — au  cas  où  il  monte.  Les 
équations  (/)  et  (</) étant  intégrées,  on  aura  / et  0 en  fonc- 
tion de  2;  et  comme  on  a déjà  r en  fonction  de  z par  la 
première  des  équations  (e),  la  question  se  trouvera  complè- 
tement résolue.  On  doit  observer  que  l’intégration  des  équa- 
tions (/)  et  (g)  ne  peut  s’effectuer  que  par  les  méthodes  de 
quadrature  approximative , ou  bien  en  ayant  recours  aux 
fonctions  elliptiques. 

Pour  déterminer  la  tension  N du  lil , multiplions  les  trois 
équations  (a)  respectivement  par  x,  y,  z , puis  ajoutons-les 
membre  à membre  ; il  viendra 

xcPx  + ytfy  + zd7z N 

dt 7 m l 


+ gz 


Mais,  en  différentianl  deux  fois  l’équation  (A),  on  trouve 
x ePx  -f-  y (Py  -+-  Z(Pz dx*  + dy%  4-  dzx , 

HT* W'  P’ 

v étant  la  vitesse  du  mobile  à un  instant  quelconque  ; la  re- 
lation qu'on  vient  d’obtenir  devient  donc  ( 

m 

_pi  = y- gZ 

m 


d’où 


N 


III  v*  z 

=—+.»n. 
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Cette  valeur  de  N aurait  pu  être  écrite  immédiatement, 
d’après  ce  qui  a été  dit  (§  13li)  relativement  à la  pression 
exercée  par  un  point  mobile  sur  la  surface  sur  laquelle  il  est 

assujetti  à rester  -,  il  est  aisé  de  voir  en  effet  que  mg  j est 

la  projection  du  poids  mg  sur  la  normale  à la  sphère  au 

. . . ..  wir* 

point  ou  se  trouve  le  mobile,  et  que  -j-  est  la  projectio  ndc 

la  force  centrifuge  de  ce  mobile  sur  la  même  normale. 

§ 136.  Si  l’on  égale  à zéro  la  quantité 

(/*-*’)  (2ÿ*  + C')-C* 

qui  se  trouve  sous  les  radicaux,  dans  les  équations  différen- 
tielles (/*),  (ÿ),  on  a une  équation  du  troisième  degré  en 
z qui  a toujours  une  racine  réelle  comprise  entre  — / et 
— ac  . Les  deux  autres  racines  de  cette  équation  sont  néces- 
sairement réelles  et  comprises  entre  — /el-f-  /;  rar,  sans 
cela  , les  valeurs  de  dt  et  </9  correspondant  à une  position 
quelconque  du  point  mobile,  seraient  imaginaires.  La  valeur 
initiale  z0  de  la  variable  z doit  même  être  toujours  comprise 
entre  ces  deux  dernières  racines,  qui  forment  les  deux  limites 
entre  lesquelles  z varie  périodiquement. 

Soit  a l’angle  que  la  direction  de  la  vitesse  initiale  r„  du 
mobile  fait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  vertical  mené 
par  la  position  initiale  de  ce  mobile  et  par  le  centre  de  la 
sphère.  Si  l’on  décompose  la  vitesse  r„  en  deux  compo- 
santes rectangulaires,  dont  l’une,  égale  à r„eosa,  soit  di- 
rigée suivant  celte  perpendiculaire,  et  que  l’on  se  reporte 
à la  signification  de  la  constante  C,  on  aura  évidemment 

C = r0t)0cosa, 

r„  étant  la  valeur  initiale  de  r,  valeur  qui  est  égale  il  V b — za*. 
On  a d'ailleurs , comme  nous  l’avons  dit  précédemment , 

C’  = r„*  — 2 </*%. 
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D'après  ces  valeurs  des  constantes  C et  C',  l'équation  du 
troisième  degré  dont  on  vient  de  parler  peut  s’écrire 
ainsi 

2ÿi,+  (e0*—  2srr„)  zi—  ïgt,z+r0*rjcm* a— [t'o1  — 2gz0)  l*= o; 

et  l'on  peut  vérifier  qu’en  effet  elle  a une  racine  comprise 
entre  — l et  z„,  et  une  autre  comprise  entre  z0  et  + 1. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  circonstances  initiales 
du  mouvement  de  notre  point  mobile,  pour  qu’il  parcoure 
un  cercle  horizontal  de  la  sphère  'sur  laquelle  il  est  assu- 
jetti à rester,  c'est-à-dire  pour  que  le  pendule  dont  il  fait 
partie  décrive  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
verticale  menée  par  son  point  de  suspension.  Il  est  clair 
que,  pour  cela , il  faut  que  les  deux  racines  de  l’équation 
ci-dessus,  entre  lesquelles  z varie  périodiquement,  devien- 
nent toutes  deux  égales  à z„.  Exprimons  donc  que  cette 
équation  et  sa  dérivée  sont  satisfaites  l’une  et  l’autre  quand 
on  y remplace  z par  z„,  et  cela  nous  fournira  la  solution 
de  la  question  proposée.  On  trouve  ainsi  qu’on  doit  avoir 


La  seconde  des  équations  (e)  donne  dans  ce  cas 


0„  étant  la  valeur  initiale  de  0,  ce  qui  montre  que  le  mou- 
vement du  pendule  est  uniforme , et  qu’il  met  un  temps 
égal  à 

2r.JzJt 

V 0 

pour  faire  un  tour  entier  autour  de  la  verticale. 

§ 137.  Cherchons  encore  à nous  rendre  compte  de  la 
manière  dont  s’effectue  le  mouvement  du  pendule  conique, 
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dans  li?  cas  où  ce  pendule  l'ait  toujours  un  petit  angle  avec 
la  verticale.  Pour  cela  , nous  regarderons  r comme  restant 
toujours  petit  par  rapport  à //  et  en  développant  en  série 
la  valeur  de  z en  fonction  de  r fournie  par  la  première 
des  équations  (e),  nous  réduirons  cette  valeur  à ses  deux 
premiers  termes,  ce  qui  nous  donnera 


l — 


r* 

V 


Remplaçons  z par  cette  valeur  dans  les  deux  dernières 
équations  (c)  ; mettons-y  en  même  temps  pour  C et  C’  les 
valeurs  indiquées  précédemment  (§  136),  et  supposons 
que  * soit  nul,  ce  qui  est  toujours  permis,  car  cela  revient 
à admettre  que  le  mobile  part  d'un  des  points  de  sa  tra- 
jectoire qui  correspondent  au  maximum  ou  au  minimum  de 
z : nous  aurons  ainsi,  pour  déterminer  r et  8 eu  fonction 
de  t,  les  équations  différentielles 


H\  dr) 

F ) dt 1 


d<}' 

dF 


+ ? (r. 


» — r* 


), 


dont  lu  seconde  se  réduit  à 


rfr» 

dt* 


dV 

dF 


= tV  + ? 


...  . r*  dr* 

en  négligeant  le  terme  — ^ qui  est  du  meme  ordre  de 

grandeur  que  ceux  que  nous  avons  déjà  négligés  dans  la 
valeur  de  z.  L’élimination  de  dt  entre  ces  deux  équations 
différentielles  conduit  à la  relation 


d9  = 


r » c„  dr 


t 
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d’où  l'on  tire  facilement 


puis,  en  intégrant  et  supposant  que  9 soit  nul  pour  t—o, 


Oii  voit  par  là  que  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
que  décrit  le  mobile  est  une  ellipse  dont  les  deux  demi-axes 

sont  r„et  r„\/L.  La  projection  horizontale  du  mobile  dé- 

clivant  cette  ellipse  conformément  au  théorème  des  aires, 
qu’exprime  la  seconde  des  équations  («),  on  obtiendra  le 
temps  employé  par  le  pendule  à faire  une  révolution  com- 
plète autour  de  la  verticale , eu  divisant  l'aire  de  l’ellipse , 

ou  ir  r0  r0  k/L , par  l’aire  décrite  dans  l’unité  de  temps,  qui 
V 9 

esl^C  ou  jni’o  : on  trouve  ainsi 


pour  ce  temps  d’une  révolution  complète  du  pendule  co- 
nique. On  peut  observer  que  cette  expression  est  indépen- 
dante de  la  vitesse  initiale  r. , en  sorte  qu’elle  convient  éga- 
lement uu  ca»  où  l'on  aurait 
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r0  = o ; 

' c’est-à-dire  qu’elle  représente  le  temps  employé  par  un 
pendule  circulaire  de  longueur  / à faire  deux  oscillations 
complètes,  en  supposant  que  ces  oscillations  aient  une 
amplitude  très-petite  : on  retrouve  ainsi  la  formule  qui 
donne  la  durée  des  petites  oscillations  du  pendule  circulaire 

CS  *•«)■ 

§ 138.  Force  d’inertie.  — Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  considéré  le  mouvement  d’un  point  matériel  comme 
étant  assujetti  à satisfaire  à certaines  conditions  ; nous 
avons  supposé,  ou  bien  que  ce  point  matériel  était  obligé  de 
se  mouvoir  suivant  une  trajectoire  déterminée  (§§  127  à 
133),  ou  bien  que  sa  trajectoire  était  nécessairement  située 
sur  une  surface  donnée  (§§  134  à 137).  Allons  plus  loin,  et 
supposons  qu’un  point  matériel  A soit  obligé,  par  sa  liaison 
avec  un  autre  corps  B en  mouvement,  non-seulement  de  dé- 
crire une  trajectoire  donnée,  mais  encore  de  parcourir  celle 
courbe  avec  des  vitesses  successives  dont  la  loi  est  entière- 
ment déterminée.  Pour  lixer  les  idées,  nous  pouvons  ima- 
giner qu’il  s’agisse,  par  exemple,  d’un  corps  que  l’on  tient 
dans  la  main,  et  auquel  on  donne  un  mouvement  quel- 
conque, sans  l’abandonner.  Ce  point  matériel  A,  auquel 
nous  supposons  d’ailleurs  qu’aucune  force  ne  soit  directe- 
ment appliquée,  réagit  sur  le  corps  11  qui  l’oblige  à se  mou- 
voir ainsi,  c’est-à-dire  sur  la  main  qui  l’cntralne,  dans  le  cas 
de  l’exemple  qui  vient  d’être  indiqué.  La  réaction  qu’il 
exerce  dans  de  pareilles  circonstances  constitue  ce  qu’on 
nomme  sa  force  d’inertie.  Il  est  aisé  d’en  trouver  la  gran- 
deur et  la  direction. 

D’après  la  forme  de  la  trajectoire  (pie  décrit  le  point  ma- 
tériel A,  et  la  loi  du  mouvement  qu’il  possède  sur  cette 
courbe,  on  peut  trouver  à chaque  instant  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  force  qui  devrait  agir  sur  lui,  s’il  était  libre, 


Dlgitized  by  Google 


KQ.  ET  MOUV.  D’UN  POINT  MAT.  QUI  N'EST  PAS  LIBRE.  221 

pour  lui  procurer  le  même  mouvement.  Cette  force  est  diri- 
gée suivant  l'accélération  totale  du  mouvement,  et  elle  a 
pour  valeur  le  produit  de  l'accélération  totale  par  la  masse 
du  point  matériel  A (§  98).  Or,  cette  force  qui  communi- 
querait au  point  A le  même  mouvement,  s’il  était  libre,  n’est 
autre  chose  que  l’action  exercée  sur  ce  point  par  le  corps  B 
qui  lui  donne  un  mouvement  obligatoire  ; la  réaction  du 
point  matériel  À sur  ce  corps  B,  ou,  en  d’autres  termes,  la 
force  d’inertie  du  point  matériel  A , est  donc  égale  et  con- 
traire à la  force  dont  on  vient  d'indiquer  la  grandeur  et  la 
direction.  Ainsi  la  force  d’inertie  du  point  A est  égale  au 
produit  de  la  masse  de  ce  point  par  l’accélération  de  son 
mouvement,  et  elle  est  dirigée  en  sens  contraire  de  cette 
accélération.  Il  est  clair  qu’elle  s’évalue  en  kilogrammes 
comme  les  autres  forces. 

La  considération  de  la  force  d’inertie  présente  quelque 
utilité  dans  diverses  circonstances.  Donnons-cn  un  exemple 
simple.  Si  l’on  tire  un  wagon,  au  moyen  d’une  corde,  de 
manière  à lui  donner  un  mouvement  accéléré  sur  un  chemin 
de  fer  rectiligne  et  horizontal,  la  corde  est  plus  tendue  que 
s’il  s’agissait  seulement  d’entretenir  l'uniformité  du  mouve- 
ment du  wagon  ; la  résistance  exercée  par  le  wagon  sur  la 
corde  qui  le  tire  se  compose  de  celle  qu’il  exercerait  s’il 
avait  un  mouvement  uniforme , et  de  sa  force  d’inertie.  Ou 
peut  doue  dire  que,  en  tirant  la  corde  de  manière  à produire 
le  mouvement  accéléré  du  wagon,  on  a à vaincre,  non-seu- 
lement les  résistances  qui  se  développent  dans  le  mouve- 
ment uniforme,  et  qui  sont  dues  aux  frottements  de  toutes 
sortes,  mais  encore  la  force  d’inertie  du  wagon.  Si  l’on  veut 
ralentir  le  mouvement  du  wagon  , en  le  tirant  en  sens  con- 
traire de  son  mouvement,  on  a encore  à vaincre  la  force 
d'inertie,  qui  agit  alors  dans  le  sens  du  mou  veinent. 

La  force  d'inertie  d'un  poiut  matériel  en  mouvement  étant 
égale  et  contraire  à la  force  qui  devrait  agir  sur  ce  point 
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matériel  supposé  libre  |Kiur  lui  Taire  prendre  le  mouvement 
qu’il  possède,  on  peut  la  regarder  comme  étant  la  résultante 
de  deux  forces  égales  et  contraires  aux  composantes  tau- 
gentielle  et  normale  de  cette  dernière  force  (§  110).  La 
composante  tangentielle  de  la  force  d'inertie,  qu’on  désigne 
souvent  sous  le  nom  de  force  d'inertie  tangentielle,  a 
dv 

donc  pour  valeur  m , et  est  dirigée  en  sens  contraire  du 
mouvement  ou  dans  le  même  sens,  suivant  que  ^ est  posi- 

wtp1 

tif  ou  négatif.  Sa  composante  normale  est  égale  à — — , et 

est  toujours  dirigée  en  sens  contraire  du  rayon  de  cour- 
bure p de  la  trajectoire  ; ce  n’est  autre  chose  que  la  force 
centrifuge  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans  le  cas  d’un 
point  matériel  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  courbe  don- 
née, c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  trajectoire  était  seule  obli- 
gatoire, et  non  1a  loi  du  mouvement. 

Ou  ne  doit  pas  oublier  que  la  force  d’inertie  d’un  point 
matériel  est  une  réaction  exercée  par  ce  point  sur  le  corps 
qui  l’oblige  à prendre  un  mouvement  déterminé,  et  qu’en 
conséquence  cette  force  n'agit  pas  sur  le  point  matériel  lui- 
méme. 


-»©«► 
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ÉQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  RELATIFS  d’üN  POINT  MATÉRIEL. 


§ 139.  Forces  apparentes  dans  le  mouvement  rela- 
tif. — Si  I'oii  rapporte  les  diverses  positions  qu'occupe  suc- 
cessivement un  point  mobile  à un  système  d'axes  qui  soient 
eux-mêmes  en  mouvement  dans  l'espace,  le  mouvement  ab- 
solu de  ce  point  peut  être  regardé  comme  résultant  de  la 
composition  de  sou  mouvement  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles et  du  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes.  Nous  avons 
vu  (§  80)  que,  dans  ce  cas,  l’accélération  j dans  le  mouve- 
ment absolu  s’obtient  par  la  composition  de  trois  accéléra- 
tions, qui  sont  : 1”  l’accélération  j’  dans  le  mouvement  d’en- 
trainement , c’est-à-dire  dans  le  mouvement  dont  serait 
animé  le  point  mobile  s'il  restait  en  repos  relatif  dans  la  po- 
sition où  il  se  trouve  ; 2°  l’accélération  j"  dans  le  mouvement 
du  point  par  rapport  aux  axes  mobiles;  3°  une  accélération 
égale  à 2wp"sina,  dirigée  perpendiculairement  au  plan 
qui  passe  par  la  vitesse  relative  v"  et  par  l'axe  instantané  de 
rotation  des  axes  mobiles,  et  dans  le  sens  dans  lequel  l’extré- 
mité de  la  ligne  qui  représente  la  vitesse  relative  tourne 
dans  la  rotation  instantanée  autour  de  cet  axe.  Pour  effec- 
tuer la  composition  de  ces  trois  accélérations , menons  par 
un  point  quelconque  A,  fi  y.  67,  une  droite  A B égale  et  pa- 
rallèle à celle  qui  représente  l’accélération  relative  j"  ; puis, 
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par  le  point  B,  une  droite  BC  égale  et  parallèle  à celle  qui 

représente  l’accélération  d’eu- 
trainemcnt  /;  enfin,  par  le 
point  C,  une  droite  CD  égale 
et  parallèle  à celle  qui  repré- 
sente la  troisième  accélération 
2wr"siua:  la  droite  AD  re- 
présentera la  résultante  de  ces 
trois  accélérations  composan- 
tes, c’est-à-dire  l’accélération 
j dans  le  mouvement  absolu. 

Il  est  clair  que  l’accélération  représentée  par  la  droite  A B, 
peut  être  regardée  à son  tour  comme  étant  la  résultante  de 
trois  accélérations  représentées  respectivement , quant  à 
leur  grandeur,  leur  direction  et  leur  sens,  par  les  trois  droites 
AD,  DC,  CB.  La  première  de  ces  trois  accélérations  n’est 
aulre  chose  que  l’accélération  j dans  le  mouvement  absolu; 
et  les  deux  autres  sont  égales  et  contrairesaux  accélérations 
j'  et  2w»''sina  que  nous  avons  considérées  précédemment. 
Donc  l’accélération  j",  dans  le  mouvement  relatif  d’un  point 
par  rapport  à des  axes  mobiles,  s’obtient  en  composant  l’ac- 
célération dans  le  mouvement  absolu  du  point,  avec  deux 
accélérations  égales  et  contraires  à ces  deux  accélérations 
j'  et  2 wr"sina. 

Supposons  que  le  point  mobile  dont  nous  nous  occupons  soit 
un  point  matériel  de  masse  m . La  force  qui  agit  sur  ce  point  ma- 
tériel détermine  l’accélération  j de  son  mouvement  absolu  ; 
elle  est  égale  à mj,  et  a la  même  direction  et  le  même  sens 
que  l’accélération  j (§§  95  et  98).  L’accélération  dans  le 
mouvement  relatif , étant  différente  de  l’accélération  j dans 
le  mouvement  absolu , un  observateur  qui  participe  au 
mouvement  des  axes  mobiles,  doit  voir  le  point  matériel  se 
déplacer  comme  s’il  était  soumis  à l’action  d’une  force  autre 
que  celle  qui  agit  réellement  sur  lui  ; il  doit  lui  sembler  que 
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ce  point  matériel  est  soumis  à l’action  d’une  force  égale  à 
mj\  ayant  la  même  direction  et  le  même  sens  que  l’accélé- 
ration/'. Mais  cette  même  accélération /'pouvant  s’obtenir 
par  la  composition  de  l’accélération  y avec  deux  accélérations 
égales  et  contraires  à / et  2a)»"sin  a,  la  force  mj"  dont 
nous  venons  de  parler  se  trouvera  également  en  composant 
la  force  mj  dirigée  dans  le  sens  de  l’accélération  absolue  j, 
avec  deux  forces  mj'  et  2wiwr"sina  dirigées  en  sens  con- 
traire des  accélérations  / et  2cüt>"sina.  Il  s’ensuit  que, 
pour  l’observateur,  qui  ne  voit  que  le  mouvement  relatif  du 
point  matériel,  et  qui  croit  que  c’est  un  mouvement  absolu, 
les  choses  se  passent  comme  si  ce  point  matériel  était  soumis, 
non  seulement  à la  force  mj  qui  lui  est  réellement  appli- 
quée, mais  encore  aux  deux  autres  forces  mj'  et  2 mtav"  sin  a 
dont  il  vient  d’être  question.  Ces  deux  dernières  forces  sont 
ce  qu’on  nomme  les  force » apparente»  dan»  le  mouvement 
relatif. 

La  première  de  ces  deux  forces  apparentes,  celle  qui  a 
pour  valeur  mj',  et  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  l’ac- 
célération/, est  évidemment  égale  et  directemertt  opposée  à 
la  force  qui  serait  capable  de  donner  au  point  matériel  un 
mouvement  tel  qu’il  reste  en  repos  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles. Si  nous  nous  reportons  à la  définition  de  la  force  d’iner- 
tie (§  1 58),  nous  verrons  que  cette  première  force  apparente 
est  précisément  la  force  d’inertie  du  point  matériel  dans  son 
mouvement  d’entrainement,  c’est-à-dire  dans  le  mouvement 
dont  il  serait  animé  s’il  était  lié  invariablement  aux  axes 
mobiles  et  entraîné  par  eux  dans  le  déplacement  qu’ils 
éprouvent. 

La  seconde  force  apparente  a reçu  le  nom  de  force  cen- 
trifuge compote'e.  Pour  en  obtenir  la  valeur,  il  faut  conce- 
voir que  le  déplacement  élémentaire  des  axes  mobiles , qui 
s’effectue  immédiatement  après  l’instant  que  l’on  considère, 
soit  décomposé  en  une  rotation  autour  d’un  axe  instantané 

15 
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passant  par  le  point  où  se  trouve  le  mobile  à cet  instant,  et 
en  une  translation  égale  au  mouvement  de  ce  même  point 
supposé  lié  aux  axes  mobiles;  si  w est  la  vitesse  angulaire 
dans  la  rotation  élémentaire  ainsi  obtenue,  et  a l'angle  que 
l'axe  instantané  autour  duquel  cette  rotation  s'effectue  fait 
avec  la  direction  de  la  vitesse  relative  v"  du  mobile,  la  force 
centrifuge  composée  a pour  valeur  Swiur'sina.  Déplus, 
cette  force  est  dirigée  perpendiculairement  au  plan  qui  passe 
par  la  vitesse  relative  r"  et  par  l’axe  instantané  de  rotation 
des  axes  mobiles;  et  elle  agit  en  sens  contraire  du  sens  dans 
lequel  se  meut  l’extrémité  de  la  ligne  qui  représente  la  vi- 
tesse relative,  dans  la  rotation  instantanée  autour  de  cet  axe. 

§ 1A0.  Équilibre  rein  lit  (l’un  point  matériel. — La 
théorie  des  forces  apparentes  dans  le  mouvement  relatif,  qui 
vient  d'étre  exposée  dans  le  paragraphe  précédent,  convient 
en  particulier  au  cas  oit  le  point  matériel  que  l’on  considère 
se  meut  de  manière  à conserver  constamment  la  même  posi- 
tion par  rapport  aux  axes  mobiles,  c’est-à-dire  au  cas  où  il 
est  eu  équilibre  relatif.  Dans  ce  cas,  la  vitesse  relative  v" 
du  point  mobile  étant  nulle,  la  force  centrifuge  composée 
2mwr"sin«  est  aussi  mille;  et  la  force 
d'inertie  correspondant  au  mouvement 
d'entrainement  est  la  seule  force  appa- 
rente qu’on  doive  joindre  à la  force  réel- 
lement appliquée,  au  point  matériel , 
pour  qu’on  puisse  assimiler  sou  équili- 
bre relatif  a un  équilibre  absolu. 

Pour  donner  un  exemple  d'équilibre 
relatif,  considérons  le  mouvement,  uni- 
forme de  révolution  d’un  pendule  coni- 
que AC,  fin.  (j.s,  autour  de  la  verticale 
A B menée  par  son  point  de  suspension, 
mouvement  dont  nous  nous  sommes  déjà 
occupés  (§  i 86).  Si  nous  rapportons  le  point  matériel  qui 
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termine  le  pendule  à des  axes  mobiles  animés  du  même  mou- 
vement de  rotation  autour  de  la  verticale  AB,  il  pourra  être 
regardé  comme  en  équilibre  par  rapport  à ces  axes  ; et  on 
exprimera  cet  équilibre  relatif  en  écrivant  que  la  résultante 
du  poids  mg  du  point  matériel  et  de  la  force  apparente  qu’on 
doit  joindre  à ce  poids  d’après  ce  qui  précède,  est  dirigée 
normalement  à la  surface  sphérique  sur  laquelle  le  point 
matériel  est  assujetti  ù rester.  Or,  cette  force  apparente  se 

....  „ ..  mpt 

réduit  ici  a la  force  centrifuge , correspondant  au  mou- 

T 


vement  circulaire  et  uniforme  du  point  matériel  supposé  lié 
invariablement  aux  axes  mobiles  et  entraîné  par  eux  dans 
leur  rotation  autour  de  AB.  Prenons  donc,  sur  la  verticale 
du  point  C,  une  longueur  CE  égale  à mg  -,  puis,  sur  le  pro- 
longement du  rayon  CD  du  cercle  que  décrit  le  point  C,  une 


longueur  CF  égale  à 


mr 1 
r 


: la  diagonale  CG  du  parallélo- 


gramme construit  sur  les  lignes  CE,  CF,  doit  être  dirigée 
dans  le  prolongement  du  fil  de  suspension  AC,  qui  n’est 
autre  chose  que  le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  le  point  C 
est  obligé  de  rester.  D’après  cela  on  a la  proportion 


CE  AD 
ËC  ~ DC  ’ 


si  l’on  y remplace  les  diverses  lignes  par  leurs  valeurs , et 
qu'on  résolve  ensuite  par  rapport  à la  vitesse  r du  point  ma- 
tériel, on  en  déduit 


résultat  conforme  à ce  que  nous  avions  trouvé  précédem- 
ment. 

5 141.  Mouvement  relatif  «l’un  point  matériel. — 

La  théorie  exposée  dans  le  § 139,  montre  que  tout  mouve- 
ment relatif  d’un  point  matériel  peut  être  traité  comme  un 
15. 
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mouvement  absolu,  à la  condition  de  joindre  aux  forces  qui 
agissent  réellement  sur  le  point  matériel,  les  deux  forces  ap- 
parentes dont  nous  avons  défini  la  grandeur,  la  direction  et 
le  sens.  Tous  les  théorèmes  qui  ont  été  établis,  pour  le  mou- 
vement absolu  d’un  point  matériel  libre,  sont  donc  applica- 
bles au  mouvement  relatif,  en  tenant  compte  de  ces  deux 
forces  apparentes.  Il  est  complètement  inutile  que  nous  pas- 
sions en  revue  ces  divers  théorèmes,  pour  faire  voir  ce  qu’ils 
deviennent  quand  on  les  applique  à un  mouvement  relatif. 
Nous  nous  contenterons  de  dire  que,  dans  le  cas  du  théorème 
des  forces  vives  (§§  116  et  119),  la  force  centrifuge  com- 
posée disparaîtra  toujours  d’elle-méme,  et  on  pourra  raison- 
ner sans  en  tenir  aucun  compte  ; parce  que,  cette  force  étant 
dirigée  perpendiculairement  à la  direction  de  la  vitesse  re- 
lative du  point  mobile,  son  travail  sera  toujours  nul  (§  117). 

Les  théorèmes  établis  pour  le  mouvement  absolu  d'un  point 
matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe , sont  également  applicables  au  mouvement  relatif 
d’un  point  matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  ou  sur 
une  surface,  à la  condition  de  joindre  les  forces  apparentes  ci- 
dessus  indiquées  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  ce 
point;  mais  il  faut  pour  cela  que  la  courbe  et  la  surface  dont 
il  s’agit  soient  fixes  relativement  aux  axes  mobiles  auxquels 
on  rapporte  les  diverses  positions  du  point  matériel , c’est-à- 
dire  qu’elles  participent  au  mouvement  dont  ces  axes  sont 
animés. 

Considérons  en  particulier  le  mouvement  d’un  point  ma- 
tériel libre  par  rapport  à des  axes  qui  sont  animés  d'un 
mouvement  de  translation  dans  l’espace.  D’après  la  nature 
du  mouvement  des  axes  mobiles  , la  vitesse  angulaire  ai  qui 
entre  dans  l’expression  de  la  force  .centrifuge  composée,  est 
égale  à zéro  : cette  force  centrifuge  composée  est  donc  nulle, 
cl  des  deux  forces  apparentes , qu’on  doit  joindre  aux  forces 
réelles  pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  comme  un 


Digitized  by  Google 


ÉyflL.  ET  MOI  V.  RELATIFS  It’UN  POLIT  MATÉRIEL.  229 

mouvement  absolu,  il  ne  reste  que  la  force  d'inertie  corres- 
pondant au  mouvement  d’entrainement.  Soient  .r,,  y,, 
les  coordonnées  de  l'origine  des  axes  mobiles,  rapportées 
à un  système  d’axes  fixes  auxquels  ces  axes  mobiles  restent 
constamment  parallèles.  L’accélération  totale,  dans  le  mou- 
vement d’entrainement,  a évidemment  pour  composantes  pa- 
rallèles aux  axes,  les  quantités 

d5x  i f/’yi  (Pzt 

~dï  ’ Oi*  ’ ’ 

en  sorte  que  les  composantes  de  la  force  d’inertie  du  point 
matériel  de  masse  m , dans  ce  mouvement  d’entrainement, 
sont 

tfxi  d’y,  <Pzy 

— m — — , — m — f-  , — m ——  . 


Si  l’on  désigne  par  Z,  n,  Ç,  les  coordonnées  du  point  maté- 
riel par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  par  X,  Y,  Z,  les  com- 
posantes, suivant  ces  axes  , de  la  résultante  des  forces  qui 
sont  appliquées  à ce  point,  on  aura  (§  121)  les  équations 
différentielles  suivantes , pour  déterminer  son  mouvement 
relatif 


d’x, 

m tt 
dt 1 


d'n 

t : 

dt 

d'K 

dt 


Y — 
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On  aurait  pu  trouver  immédiatement  ces  équations  différen- 
tielles, sans  s’appuyer  sur  la  théorie  des  forces  apparentes 
dans  les  mouvements  relatifs,  en  partant  des  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  absolu  (§  121  ),  et  remarquant 
que  les  coordonnées  absolues  x , y,  z,  du  point  mobile  sont 
respectivement  égales  à Z -t-  x, , n + y , , £ -F  zt  ■ 
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Si  les  axes  mobiles , auxquels  on  rapporte  les  positions 
successives  du  point  matériel,  sont  animés  d'un  mouvemeul 
de  translation  recliligne  et  uniforme,  non-seulement  la  force 
centrifuge  composée  est  nulle,  mais  il  en  est  de  même  de  la 
force  d’inertie  correspondant  au  mouvement  d'entrainement  ; 
puisque,  dans  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  l'accé- 
lération totale  est  constamment  nulle.  Il  n’y  a,  dans  ce  cas, 
aucune  force  apparente  à joindre  aux  forces  réelles , pour 
que  le  mouvement  relatif  puisse  être  traité  comme  un  mou- 
vement absolu.  Les  équations  différentielles  sont  les  mêmes, 
qu’il  s’agisse  du  mouvement  absolu  ou  du  mouvement  re- 
latif. 

§ 142.  Mouvement  relatif  de  deux  points  matériels 
qui  ne  sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles.  — 

Deux  points  matériels  A , B,  en  mouvement,  n’étant  soumis 
qu'aux  actions  égales  et  contraires  qu'ils  exercent  l’un  sur 
l'autre , concevons  que  le  point  B soit  rapporté  à un  système 
d'axes  coordonnés  qui  se  meuvent  parallèlement  à eux- 
mêmes  de  manière  à passer  constamment  par  le  point  A : 
nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  le  mouvement  du 
point  B par  rapport  à ces  axes  mobiles.  Soient  m la  masse 
du  point  A , m'  celle  du  point  B,  F la  force  à laquelle  le 
point  B est  soumis  et  qui  émane  du  point  A,  r la  distance  des 
deux  points,  et  £,  »,  Ç,  les  coordonnées  du  point  B par  rap- 
port aux  axes  mobiles.  La  force  F est  dirigée  suivant  la 
ligne  droite  qui  joint  le  point  A au  point  B;  nous  suppose- 
rons d’ailleurs  qu’elle  est  attractive,  c’est-à-dire  qu’elle  tend 
à rapprocher  le  point  B du  point  A;  il  suffirait  de  changer 
son  signe  dans  les  équations  que  nous  allons  établir,  pour 
que  ces  équations  convinssent  au  cas  où  elle  serait  répul- 
si  e. 

Les  composantes  de  la  force  F suivant  les  axes  coordonnés 
sont 
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-r«.  -k”.  — F - . 
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A ces  composantes  de  la  force  qui  agit  réellement  sur  le 
point  B,  nous  devons  ajouter  les  composantes  de  la  force 
d’inertie  de  ce  point  dans  son  mouvement  d’entrainement. 
Or,  la  force  qui  agit  sur  le  point  A est  égale  et  contraire  à 
celle  qui  agit  sur  le  point  B ; en  sorte  que  ces  composantes 
suivant  les  axes  sont 


r 


f 


L’accélération  totale  du  mouvement  absolu  du  point  A est 
donc  la  résultante  de  trois  accélérations  dirigées  suivant  les 
axes  et  ayant  pour  valeurs 

Il  1 vi  1 Ç 

— F _ , -F  J,  — F - . 

m r tn  »•  m y 

Cette  accélération  totale  étant  celle  du  mouvement  d’entrai- 
nement du  point  B,  les  composantes  de  sa  force  d'inertie  dans 
ce  mouvement  d'entrainement  seront 


üfr?,  — —F r-,  — — r ?. 
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D’après  cela  les  équations  différentielles  du  mouvement  re- 
latif du  point  B seront 


Lorsque  l'on  connaîtra  la  loi  suivant  laquelle  la  force  F varie 
avec  la  position  que  le  point  B occupe  par  rapport  au  point 
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A,  on  n'aura  plus  qu’à  intégrer  les  équations  différentielles 
qu’on  vient  d’obtenir,  pour  avoir  sous  forme  finie  les  équa- 
tious  du  mouvement  relatif  du  point  B. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  mouvement  relatif  du  point  B est 
de  même  nature  que  le  mouvement  absolu  dont  il  serait  animé 
s’il  était  soumis  à la  même  force  attractive  F émanant  d’un 
point  fixe.  En  effet , si  l’on  mène  trois  axes  coordonnés  par 
ce  point  fixe,  et  qu’on  désigne  par  x,  y,  z,  les  coordonnées 
du  point  B par  rapport  à ces  axes,  et  par  r la  distance  qui  le 
sépare  de  l'origine,  on  aura  les  équations  différentielles  sui- 
vantes, pour  déterminer  son  mouvement  absolu 

(Px 1 p * 

dp  m'  r ’ 

_ _ 1 F y 

dp  m'  ' r ’ 

dPz 1 z 

dp  m!  * r ' 

Ces  équations  différentielles  ne  diffèrent  de  celles  qui  déter- 
minent le  mouvement  relatif  du  point  B,  par  rapport  aux  axes 
mobiles  passant  par  le  point  A,  qu’en  ce  que  le  facteur  con- 
1 1 

stant  m ^ ' <IU1  inuBiplie  les  composantes  de  la  force  F,  y 

/*«•  Itl  * 

est  remplacé  par  le  facteur  — . Les  intégrales  de  ces  deux 

systèmes  d’équations  différentielles  s'obtiendront  donc  de  la 
même  manière,  et  auront  exactement  la  même  forme. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  force  F varie  en 
inisoii  inverse  du  carre  de  la  distance  des  doux  points 
A et  B.  Le  mouvement  relatif  du  point  B par  rapport  à des 
axes  de  direction  constante  menés  par  le  point  A sera  de 
même  nature  que  celui  que  nous  avons  étudié  dans  le  § 124. 
Dans  ce  mouvement  relatif,  le  point  B ne  sortira  pas  d’un 
plan  mené  par  la  direction  de  sa  vitesse  relative  initiale  et 
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par  le  point  A ; et  il  décrira  dans  ce  plan  une  section  conique 
ayant  le  point  A pour  foyer. 

§ 163.  l-ol*  de  Kepler;  gravitation  universelle. — 

L’étude  approfondie  du  mouvement  des  planètes  autour  du 
soleil  a conduit  Képler  à reconnaître  que  ce  mouvement  s’ef- 
fectue d’après  les  lois  suivantes  : 

Première  loi.  Les  planètes  décrivent  autour  du  soleil  des 
ellipses  dont  cet  astre  occupe  un  des  foyers. 

Deuxième  loi.  Les  aires  des  portions  d’ellipse  parcourues 
successivement  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  une  planète  au 
soleil , sont  entre  elles  comme  les  temps  employés  à les  par- 
courir. 

Troisième  loi.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des 
planètes  autour  du  soleil,  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

C’est  en  partant  de  ces  lois  que  Newton  est  arrivé  à la  dé- 
couverte de  la  gravitation  vnirerselle.  Nous  allons  voir 
comment  cette  grande  loi  de  la  nature  peut  se  déduire  de 
celles  que  Képler  avait  fait  connaître. 

Dans  le  système  de  Copernic,  que  les  lois  de  Képler  n’ont 
fait  que  compléter,  on  regardait  le  soleil  comme  fixe.  Le 
mouvement  des  planètes  autour  du  soleil,  tel  qu’il  est  défini 
par  les  lois  de  Képler,  était  donc  considéré  comme  un  mouve- 
ment absolu.  Plaçons-nous  d’abord  à ce  point  de  vue,  et  voyons 
quelles  sont  les  conséquences  qu’on  peut  en  tirer.  De  ce  que 
l’orbite  de  chaque  planète  est  contenue  tout  entière  dans  un 
plan  passant  par  le  soleil,  et  de  ce  que  les  aires  décrites  par 
le  rayon  vecteur  qui  joint  la  planète  au  soleil  sont  propor- 
tionnelles aux  temps  employés  à les  décrire , nous  pouvons 
conclure  immédiatement  que  la  planète  se  meut  sous  l’action 
d’une  force  qui  est  constamment  dirigée  vers  le  soleil  (§  115). 
Chaque  planète  décrivant  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe 
un  des  foyers,  il  en  résulte  nécessairement  : 1°  que  la  force 
qui  lui  est  appliquée  tend  à la  rapprocher  du  soleil,  puisque 
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la  concavité  de  sa  trajectoire  est  tournée  vers  cet  astre; 
2°  que  cette  force  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance de  la  planète  au  soleil  (§  124).  Lutin,  si  nous  désignons 
par  T la  durée  de  la  révolution  d'une  planète  autour  du  soleil, 
et  par  F la  force  qui  détermine  son  mouvement;  et  si,  en 
outre,  nous  adoptons  les  notations  du  § 124,  nous  aurons 

2lt_27t<â 
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d’où 


et  par  suite 
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mais,  d’après  la  troisième  loi  de  Képler,  — a la  même  va- 
leur pour  les  diverses  planètes  : donc,  si  toutes  les  planètes 
étaient  ramenées  à la  même  distance  du  soleil,  les  forces 
telles  que  F qui  tendent  à les  rapprocher  du  soleil  seraient 
proportionnelles  à leurs  niasses.  On  peut  résumer  ces  diffé- 
rents résultats,  en  disant  que  les  forces  qui  déterminent  le 
mouvement  des  planètes  sont  : 1“  dirigées  vers  le  soleil  ; 
2°  proportionnelles  aux  masses  des  planètes;  3°  inversement 
proportionnelles  aux  carrés  des  distances  qui  existent  entre 
elles  et  le  soleil. 

Le  mouvement  de  révolution  de  la  lune  autour  de  la 
terre,  et  celui  des  satellites  de  Jupiter,  de  Saturne,  d’Uranus 
et  de  Neptune  autour  des  planètes  dont  ils  dépendent,  mon- 
trent que  ces  diverses  planètes  exercent  sur  leurs  satellites 
des  actions  analogues  à celles  que  le  soleil  exerce  sur  les 
planètes  ; elles  peuvent  donc  attirer  le  soleil,  tout  aussi  bien 
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qu'elles  sont  attirées  par  lui , et  aussi  elles  peuvent  s'attirer 
mutuellement.  On  est  conduit  par  là  à l’idée  d’une  attraction 
s’exerçant  d’une  manière  générale  entre  deux  quelconques 
des  corps  qui  font  partie  de  notre  système  planétaire,  et  il 
est  naturel  d’admettre  que  cette  attraction  suit  les  lois  que 
nous  avons  trouvées  pour  les  actions  exercées  par  le  soleil 
sur  les  planètes. 

U est  vrai  que , dès  que  l’on  admet  que  le  soleil  est  attiré 
par  les  planètes  qui  l’entourent,  on  ne  peut  plus  le  regarder 
comme  fixe  ; il  doit  se  mouvoir  par  suite  des  actions  qu’il  en 
éprouve,  et  par  conséquent  les  lois  de  Kepler  se  rapportent, 
non  pas  au  mouvement  absolu  des  planètes,  mais  à leur  mou- 
vement par  rapport  à des  axes  de  direction  constante  menés 
par  le  soleil.  Les  déductions  que  nous  avons  tirées  de  ces 
lois,  en  regardant  le  soleil  comme  fixe,  ne  doivent  donc  pas 
être  considérées  comme  rigoureuses.  Observons  cependant 
que  le  mouvement  relatif  d’une  planète  par  rapport  au  soleil, 
dans  le  cas  où  ces  deux  corps  ne  seraient  soumis  qu’à  leurs 
actions  mutuelles,  doit  s’cfTectuer  suivant  les  mêmes  lois  que 
le  mouvement  absolu  dont  la  planète  serait  animée  si  le  so- 
leil était  fixe  et  qu'il  exerçât  sur  elle  la  même  force  attractive 
(§  142);  en  sorte  que,  si  ce  mouvement  relatif  satisfait  aux 
deux  premières  lois  que  Kepler  a trouvées , il  en  serait  de 
même  du  mouvement  absolu  dont  il  vient  d’étre  question  ; et, 
par  suite,  on  est  en  droit  de  tirer  de  ces  deux  premières  lois, 
reconnues  vraies  dans  le  mouvement  relatif  d’une  planète 
autour  du  soleil,  les  conséquences  qu'on  en  a déduites  en  ad- 
mettant que  le  soleil  était  fixe  et  que  ces  lois  s’appliquaient 
au  mouvement  absolu  de  la  planète. 

L’existence  de  plusieurs  planètes  autour  du  soleil  fait  que 
cette  dernière  considération  ne  peut  pas  être  appliquée  en 
toute  rigueur,  puisqu'on  ne  peut  pas  admettre  que  le  soleil  se 
meuve  sous  l’action  d’une  planète,  sans  céder  en  même  temps 
aux  actions  de  toutes  les  autres.  D'après  cela , si  les  lois  de 
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Kepler  étaient  rigoureusement  vraies,  les  conséquences  que 
nous  en  avons  déduites,  en  regardant  le  soleil  comme  fixe,  ne 
seraient  pas  exactes,  et  auraient  besoin  d'élrc  modifiées.  Mais 
il  n’en  est  pas  ainsi , et  c’est  précisément  le  contraire  qui  a 
lieu  ; les  résultats  auxquels  nous  avons  été  conduits,  relative- 
ment aux  forces  d'attraction  que  le  soleil  exerce  sur  les  pla- 
nètes, sont  exacts,  tandis  que  les  lois  de  Kepler,  qui  nous  ont 
servi  de  point  de  départ  pour  arriver  à ces  résultats,  ne  sont 
qu’approchées.  Voici  l’idée  qu’on  doit  se  faire  de  la  manière 
dont  s’effectuent  les  mouvements  des  divers  corps  qui  font 
partie  de  notre  système  planétaire. 

Deux  portions  quelconques  de  matière , appartenant  à ce 
système , exercent  l’une  sur  l’autre  des  actions  attractives 
égales  et  contraires , dont  l’intensité  peut  être  représentée 
par 

/mm' 


m et  m étant  les  masses  de  ces  deux  portions  de  matière,  r 
la  dislancc  qui  les  sépare,  et / une  quantité  constante  qui  est 
l’attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l’unité  de  masse  à l’unité 
de  distance  ; c’est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  la  gravitation 
universelle.  Les  dimensions  du  soleil  et  des  divers  corps  qui 
circulent  autour  de  lui  sont  tellement  petites  par  rapport  à 
leurs  distances  mutuelles,  qu'on  peut  les  assimiler  à autant 
de  points  matériels  agissant  les  uns  sur  les  autres , confor- 
mément à la  loi  que  nous  venons  d’énoncer;  ce  n’est  guère 
que  quand  on  s’occupe  de  la  forme  des  planèles,  et  des  phé- 
nomènes qui  se  passent  à leur  surface,  qu’il  y a lieu  de  re- 
garder ces  corps  comme  formés  par  la  réunion  d’un  grand 
nombre  de  parties  entre  lesquelles  s’exercent  des  actions  at- 
tractives satisfaisant  à la  même  loi.  Le  mouvement  de  chacun 
des  points  matériels  auxquels  nous  réduisons  ainsi  le  soleil, 
les  planètes  et  leurs  satellites,  est  déterminé  par  la  résultante 
des  actions  qu’il  éprouve  de  la  part  de  tous  les  autres  ; et  par 
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conséquent  ce  mouvement  doit  être  très-complexe,  en  raison 
du  grand  nombre  des  points  matériels  qu’on  a ainsi  à consi- 
dérer, et  du  changement  continuel  de  leurs  positions  rela- 
tives. Mais  la  masse  du  soleil  étant  extrêmement  grande  par 
rapport  aux  masses  de  tous  les  autres  corps,  il  s’ensuit  que, 
d’une  part , cet  astre  se  déplace  très-peu  sous  l’action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées , de  sorte  que  les  choses  se 
passent  à peu  près  comme  s’il  était  complètement  immobile  ; 
d’une  autre  part,  la  résultante  de  toutes  les  forces  auxquelles 
une  planète  quelconque  est  soumise,  ne  diffère  pas  beau- 
coup de  l’attraction  qu’elle  éprouve  de  la  part  du  soleil,  de 
sorte  que  la  planète  se  meut  à très-peu  près  de  même  que  si 
le  soleil  agissait  seul  sur  elle.  C’est  cette  circonstance  qui 
fait  que  Kepler  a pu  trouver  les  lois  qui  portent  son  nom, 
lois  qui  seraient  exactes  si  le  soleil  était  immobile  cl  que 
chaque  planète  ne  fût  attirée  que  par  cet  astre,  mais  qui  ne 
sont  qu’approchées , en  raison  du  déplacement  continuel  du 
soleil,  et  des  actions  que  chaque  planète  éprouve  de  la  part 
de  toutes  les  autres. 

§ IM.  La  lune,  satellite  de  la  terre,  étant  beaucoup 
plus  rapprochée  de  cette  planète  que  du  soleil,  il  en  résulte 
que  l’attraction  qu’elle  éprouve  de  la  part  de  la  terre  n’est 
pas  petite  par  rapport  à celle  qu’elle  éprouve  de  la  part  du 
soleil  ; la  petitesse  de  la  masse  de  la  terre,  comparée  à la 
masse  du  soleil,  est  en  grande  partie  compensée  parla  grande 
proximité  de  la  lune  et  de  la  terre.  C’est  ce  qui  fait  que  le 
mouvement  de  la  lune  autour  du  soleil  est  loin  de  satisfaire 
aux  deux  premières  lois  de  Képler.  Mais  ce  qu’il  nous  im- 
porte de  connaître,  c’est  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre,  c’est-à-dire  le  mouvement  relatif  de  ce  satellite  rap- 
porté à des  axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre 
du  globe  terrestre.  Pour  étudier  ce  mouvement  relatif,  on  peut 
le  traiter  comme  un  mouvement  absolu,  pourvu  qu’aux  for- 
ces réelles  qui  agissent  sur  la  lune  on  joigne  la  force  d’inertie 
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correspondant  au  mouvement  d’entrainement  (§  lftl).  Soient 
m,  ni,  m",  les  masses  du  soleil,  de  la  terre  et  de  la  lune,  d la 
distance  du  soleil  à la  terre,  d' la  distance  du  soleil  à la  lune, 

et  Ha  distance  de  la  lune 
N à la  terre.  La  lune  L, 
fig  69, est  soumise:  1" à 
l’attraction  de  la  terre 
ftn'tn" 

T,  dirigée  suivant  LT,  et  égale  à - — — ; 2°  à l’attraction  du 

f min!' 

soleil  S,  dirigée  suivant  LS,  et  égale  à — • La  terre  T 


L 


Fig  69. 


. fmm!  ftn'tn"  . . 

étant  soumise  aux  deux  forces - — - — dirigées  res- 

pectivement  suivant  les  lignes  TS,  TL,  l’accélération  totale 
dans  son  mouvement  absolu  est  la  résultante  des  accéléra- 
fnt  fm" 

lions -j-  ,' — — dirigées  suivant  ces  droites  TS,  TL  ; donc  la 
d v* 

force  d’inertie  de  la  lune,  dans  son  mouvement  d’entrainement , 
est  la  résultante  de  deux  autres  forces  qui  sont  : 1°  une  force 

égale  à ' ^ - et  dirigée  suivant  la  ligne  LN  parallèle  à ST  ; 


fm"* 

2°  une  force  égale  à — - et  dirigée  suivant  la  ligne  LT.  Les 

forces,  tant  apparentes  que  réelles,  dont  on  doit  tenir  compte 

pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  de  la  lune  comme 

un  mouvement  absolu , sont  donc  au  nombre  de  quatre , 

• . , , , fm'm"  fm"*  . 

savoir  : r deux  forces  égalés  a — ^ — , — —,  dirigées  toutes 


deux  suivant  LT  ; 2°  une  force  égale  à 


fmm!' 


, dirigée  sui- 


fmm" 

vant  LS;  3°  enfin  une  force  égale  à ' — , dirigée  suivant 

LN.  La  distance  L 1 ou  r de  la  lune  à la  terre  étant  environ 
quatre  cents  fois  plus  petite  que  la  distance  T S ou  d de  la 
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terre  au  soleil,  il  s’ensuit  ijue  les  deux  dernières  forces  n’ont 
jamais  entre  elles  qu’une  différence  très-faible, et  que  les  di- 
rections de  ces  forces  ne  s'éloignent  jamais  beaucoup  d’être 
opposées  l’une  à l’autre  ; la  résultante  de  ces  deux  dernières 
forces  est  donc  toujours  très-petite , de  sorte  que  la  lune  se 
meut  à peu  près  comme  si  elle  n’était  soumise  qu’aux  deux 
premières  forces.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l’on  ne  tient 
compte  que  de  ces  deux  premières  forces,  on  trouvera  préci- 
sément le  mouvement  relatif  dont  la  lune  serait  animée  au- 
tour de  la  terre,  si  ces  deux  corps  n’étaient  soumis  qu’à  leurs 
actions  mutuelles;  et  par  conséquent  ce  mouvement  s’effec- 
tuera conformément  aux  deux  premières  lois  de  Képlcr 
(§  162).  La  résultante  des  deux  autres  forces,  dont  on  né- 
glige ainsi  l’action  dans  une  première  approximation,  cons- 
titue ce  qu’on  nomme  la  force  perturbatrice  du  mouvement 
de  la  lune;  elle  a pour  effet  de  faire  prendre  à la  lune  un 
mouvement  un  peu  différent  du  mouvement  elliptique  dont 
elle  serait  animée  sans  cela  , par  rapport  aux  axes  de  direc- 
tion constante  menés  par  le  centre  de  la  terre. 

Dans  ce  qui  précède , nous  n’avons  pas  tenu  compte  des 
actions  que  la  lune  et  la  terre  éprouvent  de  la  part  des  pla- 
nètes autres  que  la  terre.  A la  rigueur,  on  doit  en  tenir 
compte,  et  cela  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  ce  que 
nous  avons  fait  en  ne  considérant  que  les  actions  du  soleil 
sur  ces  deux  corps  ; mais  il  n’en  résulte  qu’une  modification 
peu  importante  de  la  force  perturbatrice  du  mouvement  de 
la  lune. 

Le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre  s’effec- 
tuant à peu  près  de  la  même  manière  que  si  ces  deux  corps 
n’étaient  soumis  qu’à  leurs  actions  mutuelles,  et  la  masse 
m"  de  la  lune  étant  petite  par  rapport  à la  masse  m!  de  la 

tn"  . 1 

terre, puisque  leur  rapport  — est  égal  a — , on  peut  regarder 

m 88 

l’accélération  totale  dans  le  mouvement  relatif  de  la  lune 
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ftn! 

comme  sensiblement  égale  à--— -.Cette  accélération  n’est 


donc  autre  chose  que  celle  qui  est  due  à l'attraction  de  la 
terre  sur  un  corps  placé  à la  distance  où  sc  trouve  la  luue. 
Or,  la  lune  emploie  27^,321661  ou  2 360  592  secondes,  à faire 
un  tour  entier  autour  de  la  terre  ; si  l’on  regarde  son  mou- 
vement comme  circulaire  et  uniforme,  ce  qui  n’est  pas  très- 
loin  de  la  vérité,  et  qu’on  prenne  le  rayon  de  son  orbite  égal 
à 60  fois  le  rayon  de  la  terre , on  en  déduit  que  sa  vitesse  est 
de  1016a’,7  par  seconde;  en  divisant  le  carré  de  cette  vitesse 
par  le  rayon  de  l’orbite,  on  a 0"', 002  706 1 pour  l’accélération 
du  mouvement  lunaire  : il  su  dit  dès  lors  de  multiplier  ce  der- 
nier nombre  par  le  carré  de  60,  pour  avoir  l'accélération 
produite  par  l'attraction  de  la  terre  sur  un  corps  placé  près 
de  sa  surface.  Le  résultat  de  cette  multiplication  est  9“,7421 , 
qui  ne  diffère  pas  beaucoup  de  l'accélération  g due  à l’action 
de  la  pesanteur  dont  la  valeur  est  9m,8088.  Si  l’on  observe 
que  nous  avons  raisonné  en  ne  tenant  pas  compte  de  l'efTet 
produit  par  la  force  perturbatrice  due  au  soleil,  en  négli- 
geant la  masse  de  la  lune  par  rapport  à celle  de  la  terre,  et 
en  regardant  le  mouvement  de  la  lune  comme  circulaire  et 
uniforme , on  comprendra  que  cela  peut  suffire  pour  expli- 
quer la  différence  entre  les  deux  nombres  que  nous  venons 
de  comparer.  On  reconnaît  en  effet  que,  si  l’on  a égard  aux 
causes  d’erreur  que  nous  signalons , et  à quelques  autres 
dont  nous  n’avons  pas  parlé  , il  y a identité  complète  entre 
l’accélération  g des  corps  qui  tombent  près  de  la  surface  de 
la  terre,  et  la  valeur  que  l’on  trouve  pour  cette  accélération 
en  la  déduisant  du  mouvement  de  la  lune  d'après  la  loi  de 
la  gravitation  universelle.  La  pesanteur  à la  surface  de  la 
terre  n'est  donc  qu’un  cas  particulier  de  celte  gravitation 
universelle  à la  connaissance  de  laquelle  Newton  a été  con- 
duit en  partant  des  lois  de  Képler. 

§ 145.  On  comprend  très-bien  que  l’on  puisse  négliger 
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les  dimensions  du  soleil  et  des  planètes,  et  assimiler  ces 
divers  corps  à de  simples  points  matériels,  quand  on  ne 
considère  que  les  attractions  qu’ils  exercent  les  uns  sur  les 
autres , parce  que  leurs  distances  mutuelles  sont  très- 
grandes  par  rapport  à leurs  dimensions;  on  comprend 
encore  qu’on  puisse  agir  ainsi  quand  on  s’occupe  de  l’attrac- 
tion de  lu  terre  sur  la  lune  : mais  quand  on  en  vient  à con- 
sidérer l’attraction  que  la  masse  entière  de  la  terre  exerce 
sur  un  corps  placé  à sa  surface,  comme  nous  l’avons  fait  il 
u'y  a qu’un  instant,  il  n’est  évidemment  plus  permis  de  faire 
abstraction  des  dimensions  de  la  terre.  Nous  allons  voir  ce- 
pendant qu’on  est  en  droit  de  raisonner,  meme  dans  ce  der- 
nier cas,  comme  si  toute  la  masse  de  la  terre  était  réunie 
en  son  centre.  Pour  cela  nous  allons  déterminer  la  résul- 
tante des  attractions  que  les  diverses  parties  d’un  corps 
sphérique  homogène,  ou  formé  de  couches  sphériques  con- 
centriques homogènes,  exercent  sur  un  point  matériel. 

Considérons  d’abord  une 
couche  sphérique  homogène 
C,  fig.  70,  et  supposons  que 
le  point  matériel  attiré  A soit 
en  dehors  de  cette  couche. 
Nous  raisonnerons  comme  si 
la  matière  existait  d’une  manière  continue  dans  lu  totalité  du 
volume  occupé  par  la  couche  C,  sans  qu'aucun  espace  vide 
existe  entre  les  diverses  parties  matérielles  qui  la  consti- 
tuent ; et  en  décomposant  cette  couche  en  éléments  de  di- 
mensions infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  nous  regar- 
derons ces  divers  éléments  comme  autant  de  points  matériels 
dont  les  masses  sont  proportionnelles  à leurs  volumes. 
Soient  K le  rayon  extérieur  de  la  couche,  K’  son  rayon  inté- 
rieur, a la  distance  de  son  centre  O au  point  A,  r la  dis- 
tance d’un  point  quelconque  M au  point  O,  0 l'angle  MUA  , 
ç l’angle  que  le  plan  MUA  fait  avec  un  plan  fixe  mené  par 

l'i 
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AO,  m la  masse  du  point  matériel  A,  et  p la  masse  du  la 
malièrc  conlenuc  dans  l’unité  de  volume  de  la  couche  G.  Un 
élément  de  volume,  correspondant  aux  variations  dr,  d9,  rfy 
des  trois  coordonnées  polaires  du  point  M , est  représenté 
par 

r*sin0rfr  rfO  rfy  ; 

la  masse  de  la  matière  que  cet  élément  de  volume  renferme 
est  donc  égale  à 

p>-*sinÔdrtf9  rfy  ; 

d’après  cela, on  a pour  l’expression  de  l’attraction  que  cet  élé- 
ment matériel  exerce  sur  le  point  A (§  143) 

fin  p r1  sin 6 dr  rfQ  rfy 
a*  r*  — 2 a r cos  0 

Décomposons  cette  force  en  deux  composantes  dirigées, 
l'une  suivant  AO,  l’autre  suivant  une  ligne  AH  perpendicu- 
laire à AO;  si  nous  désignons  l’angle  MAO  para?  nous 
aurons 

fin  p r*  sinQ  cos  a dr  rfO  rfy 
«*+>•* — 2 a r cos  0 

pour  la  première  de  ces  deux  composantes.  En  raison  de  la 
symétrie  du  système  par  rapport  à la  ligue  AO,  il  est  clair 
que  la  résultante  des  attractions  que  toutes  les  parties  ma- 
térielles de  la  couche  G exercent  sur  le  point  A,  sera  dirigée 
suivant  celte  ligne  AO,  et  qu’en  conséquence  elle  sera  égale 
à la  somme  des  composantes,  telles  que  celle  dont  nous 
venons  d’écrire  la  valeur  : toutes  les  autres  composantes, 
dirigées  perpendiculairement  à AO,  se  détruiront  mutuelle- 
ment, en  sorte  que  nous  n’avons  pas  besoin  de  nous  en  oc- 
cuper. Nous  aurons  donc,  pour  l'attraction  totale  F exercée 
par  1a  couche  G sur  le  point  matériel  A, 
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F=  fdr  fdO  C™ f™?1** inecosgrfy 
Jvf  J o J o a*+r* — 2ar  cos  0 

Effectuons  d’abord  l’intégration  relative  à y,  et  nous  aurons, 
en  observant  que  f,  m,  et  p sont  constants 

F = 2«/mp  fdr  P r'wQcosxdQ 

Jvf  J « a*  + r*  — 2 ar  cos  0 


Pour  faire  une  seconde  intégration,  dans  laquelle  r sera  re- 
gardé comme  constant,  substituons  à 0 une  autre  variable  u 
représentant  la  distance  AM.  Nous  aurons 


et  par  suite 


k*  = a*  + r* — 2 a r cos  0, 


• « u du 

sin0  dQ  = — ; 

ar 


on  a d'ailleurs 


co  s a = 


a — rcos0 


de  sorte  que,  si  nous  observons  que  les  valeurs  de  u cor- 
respondant aux  limites  de  0 sont  a — r et  a + r,  nous 
pourrons  mettre  la  valeur  de  F sous  la  forme 


du. 


L’intégration  relative  à u étant  effectuée,  on  aura 


et  enfin,  en  intégrant  par  rapport  à r,  on  trouvera 

kitfmp  (R*  — R’s) 

F=~ — û- 


<6. 
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valeur  qui  sc  réduit  à 

_ />«M 
a*  ' 

si  l’on  désigne  par  M la  masse  de  la  couche  atlirante,  car 
rette  masse  est  évidemment  égale  à 

— R'»)p. 

On  voit  par  là  que  la  résultante  des  attractions  exercées  sur 
le  point  matériel  A,  par  les  diverses  parties  matérielles  qui 
composent  la  couche  C,  est  exactement  la  même  que  l'attrac- 
tion que  ce  point  A éprouverait  de  la  part  d'un  point  maté- 
riel qui  se  trouverait  en  O et  dont  la  masse  serait  égale  à 
celle  de  la  couche  C. 

Si  le  point  attiré  A était  à l’intérieur  de  la  couche  atti- 
rante C,  le  calcul  de  l’attraction  de  la  couche  sur  le  point  A 
se  ferait  exactement  de  la  même  manière;  seulement,  quand 
on  en  viendrait  à l'intégration  relative  à «,  on  devrait 
prendre  r — a et  r + a pour  les  limites  des  valeurs  de  cette 
variable,  au  lieu  de  a — r et  a + r que  nous  avons  pris 
précédemment  : il  s’ensuit  que  le  résultat  est  très-différent, 
et  que  l’on  trouve 

F = o. 

Les  actions  que  les  diverses  parties  matérielles  de  la  couche 
C exercent  sur  un  point  matériel  situé  à son  intérieur  se 
font  donc  équilibre,  et  ce  point  se  trouve  dans  les  mêmes 
conditions  que  si  ces  parties  matérielles  dont  la  couche  C 
est  formée  n'exerçaient  aucune  attraction  sur  lui. 

Supposons  maintenant  que  le  corps  attirant  soit  formé  de 
couches  sphériques  concentriques  et  homogènes,  la  densité 
pouvant  d’ailleurs  varier  d’une  manière  quelconque  d’une 
couche  à une  autre.  Nous  pouvons  dire  de  suite  que  . 1°  si 
le  point  attiré  n’est  pas  situé  à l’intérieur  de  la  surface  du 
corps  attirant,  l'attraction  qu’il  éprouvera  sera  la  même  que 
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si  toute  la  masse  de  ce  corps  était  concentrée  en  son  centre 
de  figure,  puisque  cela  a lieu  pour  chacune  des  couches 
dont  le  corps  se  compose;  2"  si  le  point  attiré  est  situé  à 
l'intérieur  de  la  surface  du  corps  attirant,  les  couches  qui 
l'environnent  n'auront  aucune  action  sur  lui,  et  l’attraction 
totale  à laquelle  il  sera  soumis  sera  la  même  que  si  ces 
couches  extérieures  étaient  supprimées  et  que  le  reste  du 
corps  fût  concentré  à son  centre  de  figure. 

La  terre  ayant  à très-peu  près  la  forme  d’une  sphère,  et 
les  matières  qui  la  composent  étant  probablement  distri- 
buées à son  intérieur,  de  manière  à former  à peu  près  des 
couches  sphériques  concentriques  homogènes,  on  voit  qu’on 
est  en  droit,  jusqu'à  un  certain  point,  de  regarder  l'attrac- 
tion qu’un  point  matériel  éprouve  de  la  part  de  la  terre 
comme  étant  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  terre  était 
réunie  en  son  centre.  C’est  ce  que  nous  avons  fait,  lorsque 
nous  avons  cherché  à reconnaître  si  la  pesanteur  terrestre 
netait  pas  un  effet  particulier  de  celte  gravitation  univer- 
selle, à laquelle  sont  dns  les  mouvements  des  divers  corps 
de  notre  système  planétaire  (§  IM).  Cependant  le  défaut 
de  sphéricité  parfaite  des  couches  homogènes  dont  on  peut 
concevoir  que  la  terre  est  formée,  fait  que  les  choses  ne  se 
passent  pas  tout  a fait  ainsi  : l’intensité  et  la  direction  de 
l’attraction  totale  qu’un  point  matériel  éprouve  de  la  part 
de  la  terre,  sont  réellement  un  peu  différentes  de  ce  qu'elles 
seraient  si  la  masse  entière  de  la  terre  était  concentrée  en 
son  centre. 

§ lîifi.  Equilibre  et  mouvement  des  corps n lu  sur- 
face de  In  terre.  — Un  corps  qui  nous  parait  en  repos  à 
la  surface  de  la  terre,  n’est  qu’en  équilibre  relatif,  puisque 
la  terre  se  meut  dans  l’espace.  De  même , lorsqu’un  corps 
nous  parait  se  déplacer  par  rapport  aux  objets  terrestres  qui 
nous  environnent  et  que  nous  jugeons  immobiles,  le  mouve- 
vcment  du  corps,  tel  que  nous  le  voyons,  n’est  qu’un  mou- 
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vcnicnt  relatif.  Cherchons  à nous  rendre  compte  du  rôle  que 
jouent  dans  ce  cas  les  forces  apparentes  que  l'on  doit  joindre 
aux  forces  réelles,  pour  que  l’équilibre  et  le  mouvement  re- 
latifs dont  il  s'agit  puissent  être  traités  comme  un  équilibre 
et  un  mouvement  absolus. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  terre  ne  soit  animée  que 
de  sou  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  pôles; 
nous  verrons  ensuite  comment  les  résultats  que  nous  allons 
obtenir  dans  cette  hypothèse,  doivent  être  modifiés,  pour 
tenir  compte  du  déplacement  du  centre  de  la  terre  dans  l’es- 
pace. 

Lorsqu’un  corps,  que  nous  réduisons  toujours  par  la  pen- 
sée à un  point  matériel,  repose  sur  une  table  ou  sur  le  sol,  il 
doit  y avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces  qui  lui  sont  ap- 
pliquées, y compris  la  force  apparente  qu’on  doit  joindre 
aux  forces  réelles  pour  que  l’équilibre  relatif  puisse  être  assi- 
milé à un  équilibre  absolu  (§  140).  Le  mouvement  d’entraî- 
nement du  corps,  dû  à la  rotation  de  la  terre  autour  de  son 
axe,  est  un  mouvement  circulaire  et  uniforme;  la  force  ap- 
parente dont  il  s’agit  se  réduit  donc  à la  force  centrifuge 
correspondant  à ce  mouvement , et  a pour  valeur 

m w1  r, 

en  désignant  par  m la  masse  du  corps,  par  w la  vitesse  an- 
gulaire de  la  terre  dans  son  mouvement  autour  de  la  ligne 
des  pôles  , et  par  r la  distance  du  corps  que  l’on  considère 
à cette  ligne.  Quant  aux  forces  réelles  qui  agissent  sur  ce 
corps,  ce  sont  : 1°  l’attraction  qu’il  éprouve  de  la  part  de  la 
terre;  2°  la  pression  qui  est  exercée  sur  lui  de  bas  en  haut 
par  la  table  ou  le  sol  qui  le  supporte.  Ces  deux  forces  réelles 
et  la  force  centrifuge  wico’r  se  faisant  équilibre,  on  en  con- 
clut que  la  pression  exercée  par  la  table  ou  le  sol  sur  le 
corps  est  égale  et  directement  opposée  à la  résultante  de  la 
force  centrifuge  et  de  l'attraction  qu'il  éprouve  de  la  part  de 
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la  terre.  Cette  résultante  n’est  donc  autre  chose  que  ce  que 
nous  nommons  II*  poidx  du  corps.  Ainsi  on  ne  doit  pas  con- 
fondre le  poids  d’un  corps  avec  l’attraction  que  ce  corps 
éprouve  de  la  pan  de  la  terre  ; le  poids  s’obtient  en  compo- 
sant cette  attraction  avec  la  force  centrifuge  due  à la  rota- 
tion de  lu  terre. 

Les  mêmes  considérations  s’appliquent  à l’équilibre  relatif 
d'un  corps  suspendu  à l’extrémité  inférieure  d’un  lil  dont 
l’extrémité  supérieure  est  fixe.  La  direction  du  fil  à plomb, 
c’est-à-dire  ce  qu’on  nomme  la  verticale , est  précisément 
la  direction  de  celte  résultante  de  l’attraction  de  la  terre  et 
de  la  force  centrifuge.  La  force  centrifuge  est  dirigée  sui- 
vant le  prolongement  du  rayon  du  cercle  que  le  corps  décrit 
autour  de  l’axe  du  monde,  en  vertu  de  la  rotation  de  la  terre  ; 
elle  fait  donc  en  général  un  angle  plus  ou  moins  grand  avec 
l'attraction  de  la  terre  sur  le  corps,  puisque  cette  attraction  . 
est  à peu  près  dirigée  vers  le  centre  du  globe  terrestre  : il 
s’ensuit  que  la  résultante  de  ces  deux  forces  a généralement 
une  direction  différente  de  celle  de  chacune  des  composantes. 

La  verticale  d’un  lieu  quelconque  de  la  surface  de  la  terre 
n’a  donc  pas  la  même  direction  que  si  la  terre  était  immo- 
bile ; ce  n’est  qu’aux  pôles  et  tout  du  long  de  l’équateur  que 
la  direction  de  la  verticale  n’est  pas  changée  par  l’effet  de  la 
rotation  de  la  terre. 

La  terre  employant  86  164  secondes  (durée  du  jour  sidé- 
ral) à faire  un  tour  entier  autour  de  son  axe,  on  a 

2tt 

« = = 0,000  0729. 

86164 

D’après  la  valeur  du  rayon  de  la  terre  exprimé  en  mètres  , 
l’accélération  wV  due  à la  force  centrifuge  a pour  valeur,  à 
l’équateur, 

0"1, 03.1  852. 

Si  l’on  compare  celte  accélération  à celle  qui  est  due  au  poids 
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du  corps,  cl  que  nous  désignons  habituellement  par  la  lettre 
<7,  on  trouve  quelle  est  environ  289  fois  plus  petite  que  celle 
dernière  accélération.  La  force  centrifuge , qui  est  plus 
grande  à 1 équateur  qu’en  tout  autre  point  de  la  terre , n’est 
donc  qu’une  petite  fraction  du  poids  du  corps  , c'est-à-dire 
de  la  force  qu’on  obtient  en  composant  cette  force  centrifuge 
avec  l’attraction  de  la  terre  sur  le  corps.  On  en  conclut  né- 
cessairement que  la  force  centrifuge  est  également  très- 
petite  par  rapport  à celle  attraction  ; en  sorte  que  la  rotation 
de  la  terre  n’a  qu’une  influence  assez  faible  sur  l’intensité 
de  la  pesanteur  et  sur  lu  direction  de  la  verticale.  Observons 
à celle  occasion  que,  289  étant  le  carré  de  17,  il  suffirait 
que  la  terre  tournât  environ  17  fois  plus  vile,  pour  que  la 
force  centrifuge  développée  sur  un  corps  quelconque , à 
l’équateur,  fût  égale  à l'attraction  que  la  terre  exerce  sur 
lui , c’est-à-dire  pour  que  le  poids  de  ce  corps  se  réduisit  à 
zéro. 

§ 147.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  lorsqu’on 
laisse  tomber  un  corps  à la  surface  de  la  terre , sans  lui 
donner  de  vitesse  initiale.  Nous  allons  voir  que  ce  corps 
commence  à se  mouvoir  suivant  la  verticale  menée  par  son 
point  de  départ,  et  qu'eusuile  il  s’en  écarte  peu  à peu  , à 
mesure  que  sa  vitesse  augmente. 

Pour  traiter  le  mouvement  du  corps  eonitnc  un  mouve- 
ment absolu,  nous  devons  joindre  à la  force  qui  ag^  réelle- 
ment sur  lui,  c’est-à-dire  à l'attraction  qu’il  éprouve  de  la 
part  de  la  terre,  deux  forces  apparentes  qui  sont  : 1°  la  force 
centrifuge  correspondant  au  mouvement  circulaire  et  uni- 
forme dont  le  corps  serait  animé  s'il  restait  immobile  par  rap- 
port à la  terre,  dans  la  position  qu’il  occupe  à l'instant  que 
l’on  considère;  2"  la  force  centrifuge  composée.  L’expression 
de  celte  dernière  force  contenant  la  vitesse  relative  du  mobile 
en  facteur,  on  voit  qu’elle  est  nulle  au  départ  de  ce  mobile, 
et  qu’elle  prend  ensuite  une  valeur  de  plus  en  plus  grande  à 
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mesure  que  la  vitesse  du  mobile  croit.  Au  commencement, 
le  mouvement  semble  donc  produit  par  la  résultante  de  l’at- 
traction de  la  terre  sur  le  corps,  et  de  la  force  centrifuge  duc 
à la  rotatiou  de  la  terre;  c'est  la  force  que  nous  désignons 
sous  le  nom  de  poids  du  corps,  et  dont  la  direction  est  indi- 
quée par  le  fila  plomb  (§  146),  qui  se  manifeste  seule  dans 
les  circonstances  que  présente  le  mouvement  à son  origine 
D’après  cela  , le  corps  commence  à tomber  suivant  la  verti- 
cale de  son  point  de  départ , et  l’accélération  g qu’il  reçoit 
tout  d’abord  dans  sa  chute  apparente , est  celle  qu’une  force 
égale  à sou  poids  P lui  communiquerait.  Ainsi  le  poids  P, 
qui  u’esl  pas  la  force  réellement  appliquée  au  corps,  est  lié 
à l’accélération  g de  son  mouvement  apparent,  par  la  relation 

P = m g. 

Celle  relation  avait  été  établie  tout  d'abord  dans  l’hypothèse 
de  l'immobilité  de  la  terre  (§  98).  Il  était  nécessaire  de  mon- 
trer qu’elle  est  encore  vraie  lorsqu’on  rentre  dans  la  réalité, 
quoique  P ne  soit  pas  la  force  qui  agit  réellement  sur  le 
corps,  et  que  g ne  soit  pas  l'accélération  de  son  mouvement 
absolu.  Mais  il  faut  observer  que,  pour  qu’il  en  soit  ainsi, 
ou  doit  prendre  pour  g l’accélération  qui  se  présente  dans 
les  premiers  instants  de  la  chute  apparente  du  corps. 

Lorsque  le  corps  qui  tombe  est  déjà  en  mouvement , la 
force  centrifuge  composée  n'est  plus  nulle:  elle  dérange  le 
corps  de  la  verticale  suivant  laquelle  il  a commencé  à se 
mouvoir.  Pour  nous  rendre  compte  de  l'effet  quelle  produit, 
et  que  l’on  a pu  constater  par  l’expérience,  malgré  sa  peti- 
tesse, nous  déterminerons  la  grandeur  et  la  direction  de  celte 
force  centrifuge  composée,  comme  si  le  mouvement  apparent 
du  corps  «‘tait  rigoureusement  un  mouvement  rectiligne  et 
uniformément  accéléré  s'effectuant  suivant  la  verticale  menée 
par  son  point  de  départ.  Soit  M,  fi  g.  71,  la  position  qu’oc- 
cupe le  corps  à un  instant  quelconque,  après  être  tombé  de 
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la  hauteur  AM.  Menons  par  le  point  M une  droite  MP  pa- 
rallèle à l’axe  du  inonde.  IS’ons  pou- 
vons regarder  la  rotation  élémen- 
taire de  la  terre,  pendant  un  élé- 
ment de  temps  compté  à partir  de 
l'instant  que  nous  considérons , 
comme  résultant  de  la  composition 
d’une  rotation  élémentaire  égale 
et  de  même  sens  autour  de  la  ligne 
M P , et  d’une  translation  ayant 
même  grandeur,  même  direction  et  même  sens  que  le  dé- 
placement élémentaire  du  point  M,  supposé  invariablement 
lié  à la  terre.  Si  nous  observons  que  la  vitesse  apparente  du 
corps  en  M est  égale  à gt  (J  étant  le  temps  compte  à partir 
de  l’origine  du  mouvement),  et  que  l’angle  formé  par  la  di- 
rection MN  de  cette  vitesse  avec  l’axe  de  rotation  M P est  le 
complément  de  la  lalitude  ?.  du  lieu  auquel  correspond  la 
verticale  A M , nous  verrons  que  la  force  centrifuge  com- 
posée a pour  valeur 

2 mwjrf  cos  1] 

si  nous  observons  de  plus  que  le  plan  PM  N est  le  méridien 
du  lieu,  et  que,  dans  la  rotation  élémentaire  du  globe  ter- 
restre autour  de  M P,  l’extrémité  N de  la  ligne  MX  qui  re- 
présente la  vitesse  apparente  du  mobile  marche  vers  l’ouest, 
nous  en  conclurons  que  celte  force  centrifuge  composée  est 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  au  méridien  du  lieu,  et 
qu’elle  tend  à entratner  le  mobile  vers  l’est  (§  139).  La  force 
dont  il  s’agit  doit  donc  déranger  le  corps  du  mouvement  qu’il 
a commencé  à prendre  suivant  la  verticale  de  son  point  de 
départ;  elle  doit  produire  une  déviation  vers  l’est  : nous  al- 
lons calculer  la  grandeur  de  cette  déviation.  Pour  cela,  con- 
sidérons la  projection  du  mouvement  du  corps  sur  un  plan 
horizontal  ; la  projection  de  la  force  totale  qui  produit  le 
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mouvement  apparent  du  corps  sera  précisément  la  force 
centrifuge  composée,  et  le  déplacement  que  cette  force  pro- 
jetée communiquerait,  pendant  tout  le  temps  de  la  chute,  à 
un  point  matériel  partant  du  repos  et  ayant  même  masse  que 
le  corps,  sera  égal  à la  déviation  cherchée  (§  111).  L'équa- 
tion différentielle  de  ce  mouvement  projeté  est 
(i?X 

^-=2a></tcosX. 

Si  l’on  intègre  et  qu’on  détermine  les  constantes  de  telle  ma- 
dx 

nierc  que  x et  -j-  soient  nuis  pour  / = o,  on  trouve 


a*  = ÿwÿf}cos).. 


Enfin,  si  l’on  remplace  le  temps  t par  sa  valeur  en  fonction 
de  la  haulaur  h dont  le  corps  est  tombé,  valeur  qui  est 


on  a pour  l'expression  de  la  déviation  vers  l'est 

aV 

v'V 


2v'a  Av  A , 
x — • w — — cosX. 


Appliquons  cette  formule  ft  des  expériences  qui  ont  été 
faites  par  M.  Reich,  dans  un  puits  de  mine,  à Freyberg.  La 
hauteur  de  chute  A était  de  158“, 5 ; la  latitude  X du  lieu  était 
de  51°  ; en  introduisant  ces  nombres  dans  la  formule  précé- 
dente, ainsi  que  la  valeur  connue  de  g (§  90)  et  celle  de  m 
que  nous  avons  donnée  précédemment  (§  1A6),  on  trouve 
0",0276  pour  la  déviation  x : l’expérience,  répétée  un  grand 
nombre  de  fois,  a donné  pour  cette  déviation , en  moyenne, 
O", 0283  qui  diffère  à peine  du  résultat  fourni  par  la  théorie. 

Le  calcul  de  la  déviation  vers  l’est,  due  à la  force  centri- 
fuge composée , dans  le  mouvement  d’un  corps  qui  tombe 
sans  vitesse  initiale , vient  de  nous  montrer  que  l’effet  de 
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celle  force  est  très-faible,  même  lorsque  le  corps  tombe  d'une 
grande  hauteur.  Nous  pouvons  observer  d’une  manière  gé- 
nérale que , dans  le  mouvement  apparent  d'un  corps  à la 
surface  de  la  terre,  la  force  centrifuge  composée  a pour 
valeur 

‘imut'.sinx, 

en  désignant  par  m la  masse  du  corps , par  r sa  vitesse  ap- 
parente, et  para  l’angle  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait 
avec  l’axe  du  monde;  qu’en  conséquence  cette  force,  au  plus 
égale  à 2m  w r,  ne  pourrait  devenir  égale  à la  force  centri- 
fuge m ou2  r duc  à la  rotation  de  la  terre,  en  un  point  situé 
à l’équateur,  qu'autant  que  la  vitesse  v surpasserait  - w r qui 
est  la  moitié  de  la  vitesse  d’un  point  de  lequateur  terrestre 
en  vertu  de  la  rotation  du  globe,  c’est-à-dire  qu’autant  que 
la  vitesse  r serait  de  plus  de  2.10  mètres  par  seconde  : on 
voit  donc  que,  généralement,  la  force  centrifuge  composée 
pourra  être  négligée  dans  l’élude  du  mouvement  d’un  corps 
à la  surface  de  la  terre,  à moins  (pie  la  vitesse  apparente  de 
ce  corps  ne  soit  extrêmement  grande. 

§ là8.  Appliquons  encore  la  théorie  des  forces  appa- 
rentes dans  le  mouvement  relatif,  à l’étude  du  mouvement 
d’un  pendule  conique  à la  surface  de  la  terre,  en  supposant 
toujours  que  le  globe  terrestre  n’est  animé  que  d’un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  la  ligue  des  pôles. 

Le  corps  qui  termine  le  pendule  peut  être  regardé  comme 
étant  un  point  matériel  assujetti  à rester  sur  la  surface  d’une 
sphère.  Rapportons  son  mouvement  à trois  axes  coordonnes 
rectangulaires  menés  par  le  centre  de  celte  sphère,  et  comp- 
tons les  ; verticalement  et  de  liant  en  bas,  les  x suivant  la 
trace  horizontale  du  plan  méridien  et  du  nord  au  sud,  enfin 
les  y suivant  une  direction  horizontale  perpendiculaire  à la 
précédente,  et  de  l’ouest  à l'est.  Les  forces  dont  nous  devons 
tenir  compte,  pour  assimiler  le  mouvement  apparent  du  point 
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materiel  qui  termine  le  pendule  à un  mouvement  absolu, 
sont  au  nombre  de  quatre,  savoir  : t“  deux  forera  réelles,  qui 
sont  l'attraction  de  la  terre  et  la  tension  du  til  ; 2U  deux 
forces  apparentes,  qui  sont  la  force  centrifuge  due  à la  rota- 
tion de  la  terre,  et  la  force  centrifuge  composée.  L'attraction 
de  la  terre,  et  la  force  centrifuge  duc  à la  rotation  de  la  terre, 
ont  pour  résultante  le  poids  du  corps,  qui  est  dirigé  vertica- 
lement et  égal  à mg.  Les  forces  que  nous  devrons  intro- 
duire dans  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
point  mobile  se  réduisent  donc  à trois,  savoir  : 1°  le  poids 
mg,  qui  agit  dans  le  sens  des  z positifs;  2"  la  tensiou  du  fil, 
que  nous  désignerons  par  K,  et  dont  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  sont 


3°  enfin,  la  force  centrifuge  composée  qui  a pour  valeur 
2 m w v sin  a , et  dont  nous  allons  chercher  les  composantes 
parallèles  aux  axes. 

Soient  «,  A,  e,  les  angles  que  cette  force  centrifuge  com- 
posée fait  avec  les  axes  des  x,  des  y,  et  des  z ; u,  u. , m,  les 
projections  de  la  vitesse  r du  mobile  sur  ces  axes;  et  À 
la  latitude  du  lieu.  La  force  centrifuge  composée  devant  être 
perpendiculaire  à la  direction  de  la  vitesse  r,  il  s’ensuit 
qu’on  a 

u cos  a -f-  u,  cos  A +-  to  cosc  = o ; 


celle  force  devant  également  être  perpendiculaire  à la  di- 
rection de  l’axe  du  monde,  qui  fait  avec  les  axes  des  x,  des  y, 

et  des  z,  des  angles  respectivement  égaux  à /,  o,  ^ — /, 

on  a encore 


cos  / cos  a + sin).  cosc  — o; 

enfin  on  a toujours,  entre  les  cosinus  des  angles  qu’une  droite 
fait  avec  trois  axes  rectangulaires,  la  relation 
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cos*  a + cos*  b -h  cos*  c = 1 . 


En  résolvant  ces  trois  équations  par  rapport  à cos  a,  cos  A, 
cosc,  on  trouve 


u i sin 


in  A 


co  s a = 


co  s b = 


cosc  = 


V «i*+  (iocosX  — usinX)* 
ua  cos  X — usinX 

«i*  + («2  cosX  — usinX)* 
— ^COsA 

(u2  cosX  — wsinX)* 


Le  signe  du  radical  qui  entre  dans  ces  trois  cosinus  doit  être 
déterminé  d’après  le  sens  dans  lequel  agit  la  force  centri- 
fuge composée.  Pour  y arriver  simplement,  supposons  que  la 
vitesse  r du  mobile  soit  dirigée  parallèlement  à l’axe  des  x, 
et  dans  le  sens  des  x positifs  : »/i  et  ui  scrout  nuis,  et  « sera 
positif.  Or,  il  est  aisé  de  voir,  d’après  le  sens  dans  lequel 
s’effectue  la  rotation  de  la  terre  , que  , dans  ce  cas  , la  force 
centrifuge  composée  doit  être  dirigée  vers  l’ouest,  c’est-à- 
dire  dans  le  sens  des  y négatifs  : cos«  et  cosc  doivent  donc 
être  nuis , et  cos  A doit  être  égal  à — 1 , ce  qui  exige  que  le 
radical  soit  pris  avec  le  signe  +. 

D’un  autre  côté  , l’angle  a que  la  vitesse  r du  mobile  fait 
avec  l’axe  du  monde,  est  déterminé  par  la  relation 


u . ut  , , 

cosse  = - cos/.  H sin  A : 

t>  v 


on  en  déduit 

usina  = Vu,*-t-  (mjcosX  — usinX)*  • 

D’après  cela , les  trois  composantes  de  la  force  centrifuge 
composée  suivant  les  axes  coordonnés  sont 

2wiwi/|sinA,  2wiw  («jCosX — nsinX),  — 2mwM|C0sX. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  les  équations  diffé- 
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rentielles  du  mouvemeut  du  point  matériel  qui  termine  le 

pendule  sont  les  suivantes  : 

rfér  N x . . 

tv= r -F-  2win  sin  a, 

dtx  m l 

d'y  N y „ , , ... 

— = 7 + 2w  («iCOsA  — wsiua)  , 

dt1  m l 

— ^ z-  — 2gü  «i  cos  A. 

dt*  ■'  m l 


Un  doit  observer  que  les  quantités  u,  u,,  »/?,  sont  respecli- 
, , , dx  du  dz  ...  , 

vement  égalés  a -y-  , -j-  , -j-  . L intégration  de  ces  equa- 
dt  Ut  dt 

lions  différentielles,  auxquelles  on  devra  joindre  l'équation 


fera  connaître  le  mouvemeut  apparent  du  pendule  conique. 

Les  équations  différentielles  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir,  vont  nous  permettre  d’expliquer  la  rotation  du  plan 
d’oscillation  du  pendule , telle  qu’on  l’observe  dans  la  belle 
expérience  de  M.  Foucault.  Pour  cela,  éliminons  N entre  les 
deux  premières  équations,  et  nous  trouverons,  en  rempla- 
çant m,  «i,  tt  j,  par  leurs  valeurs, 


(Py 

di* 


xjï~y 


d*x 

II * 


— — 2«sinA 


•(4+4?) 


, dt 

-|-2wcosA.  x — . 

dt 


Le  dernier  terme  de  cette  équation,  contenant  cosA  en  fac- 
teur, est  nul  aux  pôles  de  la  terre  ; en  tout  autre  point  de  la 
surface  du  globe,  il  peut  être  négligé,  si  les  oscillations  du  pen- 
dule n’ont  qu’une  petite  amplitude,  à cause  du  facteur  ^ qui 

est  très-petit  : après  la  suppression  de  ce  terme  , l'équation 
est  immédiatement  intégrable  et  donne 

dy  dx  . , . , „ 

xlt~  y 777  — — wsm  A (ar-l-y’j+C, 
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en  désignant  par  C une  constante  arbitraire.  Le  pendule 
ayant  été  mis  en  mouvement  de  manière  qu’à  chaque  oscilla- 
tion il  vienne  coïncider  avec  la  verticale  de  son  point  de  sus- 
pension, on  voit  que  la  constante  C doit  être  nulle,  puisque 
l’équation  qui  la  renferme  doit  être  satisfaite  quand  on  y sup- 
pose x = o,  et  y = o.  Remplaçons  les  coordonnées  rectan- 
gulaires a- et  y par  les  coordonnées  polaires  r et  0 liées  aux 
premières  par  les  relations 

* = rcos9,  y = rsin  6, 
et  l'équation  dont  il  s’agit  se  réduit  à 

• v . 

— — — « sin  / ; 
dt 

d’où  l’on  tire 

0 = 0O  — wsin).  t. 

Ou  en  conclut  évidemment  que  le  plan  d’oscillation  du  pendule 
tourne  uniformément  autour  de  la  verticale,  avec  une  vitesse 
angulaire  égale  à « sin  )..  La  rotation  s’effectue  d’ailleurs 
dans  le  sens*»*/  ouent  nord  eut,  si  le  lieu  d’observation  est 
situé  dans  l’hémisphère  boréal  de  la  terre;  et  dans  le  sens 
contraire , si  ce  lieu  est  situé  dans  l’hémisphère  austral , à 
cause  du  facteur  sin).  qui  devient  négatif  dans  ce  second  cas. 
Observons  que,  d’après  ce  qui  précède,  la  rotation  uniforme 
du  plan  d'oscillation  du  pendule  se  trouve  établie  rigoureu- 
sement, quelle  que  soit  l’amplitude  des  oscillations,  pour  le 
cas  on  le  pendule  serait  installé  à l’un  des  deux  pèles  de  la 
terre;  tandis  que,  pour  tout  autre  lieu  de  la  terre,  celte  ro- 
tation uniforme  n’existe  qu’approximativement,  et  en  sup- 
posant que  les  oscillations  n’aient  qu'une  faible  amplitude. 

§ 1à9.  Dans  les  trois  paragraphes  qui  précèdent,  nous 
avons  étudié  l’équilibre  et  le  mouvement  des  corps  à la  sur- 
face de  la  terre,  en  supposant  que  le  globe  terrestre  ne  fût 
animé  que  de  son  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne 
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des  pôles.  Voyons  quelle  influence  le  mouvement  annuel  du 
centre  de  la  terre  autour  du  soleil  peut  avoir  sur  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus. 

Remarquons  d’abord  que,  le  mouvement  de  la  terre  dans 
l’espace  se  composant  d’un  mouvement  de  translation  égal 
à celui  de  son  centre  et  d’un  mouvement  de  rotation  autour 
de  la  ligne  des  pôles,  lorsque  nous  chercherons  à décompo- 
ser ce  mouvement  total  de  la  terre  en  une  rotation  autour 
d’un  axe  passant  par  un  point  quelconque  et  une  translation 
égale  au  mouvement  de  ce  point,  nous  trouverons  la  même 
rotation  composante  que  si  nous  négligions  le  mouvement 
du  centre  de  la  terre  : donc  la  force  centrifuge  composée 
d’un  point  matériel,  dont  nous  voulons  étudier  le  mouvement 
apparent  à la  surface  de  la  terre,  aura  la  même  grandeur,  la 
même  direction  et  le  même  sens,  soit  qu’on  néglige  le  mou  - 
veinent  annuel  du  centre  de  la  terre  autour  du  soleil,  soit 
qu’on  veuille  en  tenir  compte. 

Il  n’en  est  pas  de  même  de  la  force  d'inertie  corres- 
pondant au  mouvement  d’entraînement  du  point  mobile; 
quand  on  tient  compte  du  mouvement  du  centre  de  la  terre, 
cette  force  d’inertie  a une  valeur  différente  de  celle  que 
nous  lui  avons  trouvée  en  supposant  que  la  terre  n’était 
animée  que  d’un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne 
des  pôles.  Le  mouvement  de  la  terre  se  composant  de  son 
mouvement  de  translation  autour  du  soleil  et  de  sa  rota- 
tion autour  de  la  ligne  des  pôles,  la  force  d’inertie  dont  il 
s’agit  est  la  résultante  de  deux  forces  qui  sont  : 1“  la  force 
centrifuge  due  à la  rotation  de  la  terre;  2°  une  force  ('gale 
et  contraire  à celle  qui  donnerait  au  mobile  supposé  libre 
un  mouvement  précisément  égal  à celui  du  centre  de  la 
terre.  Mais,  en  même  temps  qu’on  tient  compte  du  mou  • 
vement  de  la  terre  autour  du  soleil,  mouvement  qui  est  dû 
à l'attraction  de  cet  astre  sur  le  globe  terrestre,  on  doit 
tenir  compte  également  de  l’attraction  que  le  soleil  exerce 

47 
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sur  le  corps  dont  on  veut  étudier  l’équilibre  ou  le  mouve- 
ment pur  rapport  à la  terre.  Un  voit  d’après  cela  que, 
pour  avoir  égard  au  mouvement  annuel  du  centre  de  la 
terre  autour  du  soleil,  on  doit  joindre  deux  nouvelles  for- 
ces à celles  que  l’on  avait  considérées,  quand  on  n’attribuait 
à la  terre  que  son  mouvement  de  rotation , savoir  : 1°  une 
force  réelle  qui  est  l’attraction  du  soleil  sur  le  mobile  dont 
on  s’occupe  ; 2°  une  force  apparente  égale  et  contraire  à 
celle  qui  serait  capable  de  lui  donner  une  accélération  de 
même  grandeur,  de  même  direction  et  de  même  sens  que 
celle  que  l’attraction  du  soleil  communique  au  centre  de  la 
terre.  Ces  deux  forces,  dont  on  doit  tenir  compte  aussi  bien 
dans  l’élude  de  l’équilibre  apparent  d’un  corps  sur  la  terre, 
que  dans  celle  de  son  mouvement,  sont  presque  égales  et 
contraires  l’une  à l’autre  , à cause  de  la  petitesse  du  rayon 
de  la  terre  relativement  à la  distance  de  la  terre  au  soleil; 
leur  résultante,  qui  est  extrêmement  petite,  change  de  gran- 
deur et  de  direction  d’une  heure  à l’autre  d’une  même  jour- 
née, par  suite  du  changement  de  position  du  corps  par  rap- 
port au  soleil  ; elle  doit  être  regardée  comme  étant  une  force 
perturbatrice  qui  détermine  une  variation  périodique,  tant 
dans  la  grandeur  du  poids  du  corps,  que  dans  la  direction 
du  fil  à plomb  ou  de  la  verticale.  Ce  changement  périodi- 
que de  la  direction  du  lil  à plomb  ne  peut  pas  s’observer 
directement,  parce  qu'il  est  trop  faible;  mais  il  devient  sen- 
sible par  les  oscillations  de  la  surface  de  la  mer,  qui  en 
sont  une  conséquence  naturelle. 

Pour  être  exactement  dans  le  vrai , il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  présence  de  la  lune  , qui  contribue  pour  sa 
faible  part  au  mouvement  de  translation  de  la  terre,  cl  qui 
agit  égalemont  par  attraction  sur  un  corps  quelconque  placé 
à la  surface  de  la  terre.  La  résultante  de  l’attraction  de  la 
lune  sur  ce  corps,  et  d’une  force  capable  de  lui  donner  une 
accélération  égale  et  contraire  à celle  que  la  lune  donne 
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au  centre  de  lu  terre,  constitue  une  nouvelle  force  pertur- 
batrice, qui  se  combine  avec  la  précédente,  pour  produire 
le  changement  périodique  de  direction  de  la  verticale  au- 
quel est  dù  le  phénomène  des  marées.  Celte  dernière  force 
perturbatrice  est  même  plus  forte  que  la  première , parce 
que  la  lune  est  beaucoup  plus  rapprochée  de  la  terre  que 
le  soleil  ; et  c’est  pour  cela  que  le  phénomène  des  marées 
se  règle  surtout  sur  le  mouvement  apparent  de  la  lune,  et 
non  sur  celui  du  soleil. 

L'influence  du  mouvement  annuel  de  la  terre  autour  du 
soleil  ne  se  manifeste  donc,  dans  l'équilibre  et  le  mouve- 
ment des  corps  sur  la  terre,  que  par  une  variation  périodi- 
que et  presque  insensible  de  l’intensité  de  la  pesanteur  et 
de  la  direction  de  la  verticale  en  chaque  lieu.  Les  résul- 
tats auxquels  nous  étions  parvenu  eu  négligeant  ce  mou- 
vement (§§  146  et  147)  n’en  sont  pas  modifiés  d’une  ma- 
nière appréciable. 

On  comprend,  maintenant,  comment  nous  avons  pu  dire 
(§  *07)  <lue  *e  poids  d’un  corps,  placé  successivement  à 
différentes  hauteurs  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre, 
varie  sensiblement  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
qui  le  sépare  du  centre  du  globe  terrestre.  La  force  d'inertie 
correspondant  au  mouvement  d’entrainement  d’un  corps 
placé  sur  la  surface  de  la  terre,  ou  près  de  cette  surface, 
est  très-petite  par  rapport  à l'attraction  que  le  corps  éprouve 
de  la  part  du  globe  terrestre;  le  poids  du  corps  ne  diffère 
donc  pas  beaucoup  de  cette  attraction , qui  est  à peu  près 
dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  qui  varie  à peu  près  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  corps  à ce  centre 
(§  145).  Nous  pouvons  ajouter  que,  lors  même  que  le  poids 
d’un  corps  serait  une  force  exactement  dirigée  vers  le  centre 
de  la  terre , et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance du  corps  à ce  point,  le  mouvement  du  corps  aban- 
donné à lui-même,  sans  vitesse  initiale,  ne  serait  pas  pré- 
17. 
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ciséinent  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  le  £ 107;  car  la 
force  centrifuge  composée  vient  se  joindre  au  poids  du  corps 
pour  modifier  son  mouvement,  et  l'on  sait  que  la  grandeur 
de  cette  force  augmente  avec  la  vitesse  du  corps  : ce  n’est 
qu’aulant  que  la  vitesse  du  mobile  ne  serait  pas  très-grande, 
qu’on  pourrait  regarder  son  mouvement  comme  s’effectuant 
conformément  à ce  qui  a été  dit  dans  ce  paragraphe. 

Lorsque  la  hauteur  de  chute  est  petite,  on  peut  négliger 
non-seulement  l’influence  de  la  force  centrifuge  composée, 
mais  encore  la  variation  de  grandeur  et  de  direction  qu’é- 
prouve le  poids  du  corps,  à mesure  que  ce  corps  change  de 
position  par  rapport  à la  surface  de  la  terre  : en  sorte  que , 
dans  ce  cas,  le  mouvement  apparent  d’un  corps  pesant  s'ef- 
fectue comme  un  mouvement  absolu  produit  par  l'action 
d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction  9!), 
91  et  92  ). 


DO» 


Digitized  by  Google 


LIVRE  TROISIÈME. 


DYNAMIQUE 

DEUXIEME  PARTIE. 

Ile  l'équilibre  «les  systèmes  matériels. 


CHAPITRE  PREMIER. 


COMPOSITION  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A UN  SOLIDE 
INVARIABLE. 


§ ISO.  Constltnllon  moléculaire  des  corps.  — Tout 
nous  porte  à regarder  les  corps  comme  des  assemblages  de 
molécules,  placées  à distauce  les  unes  des  autres,  et  exer- 
çant les  unes  sur  les  autres  des  actions  attractives  ou  répul- 
sives, suivant  les  cas.  Aucune  expérience,  aucun  phénomène 
lia  pu  jusqua  présent  nous  fournir  la  moindre  notion  sur 
les  dimensions  des  molécules  dont  les  corps  sont  formés; 
tout  ce  que  nous  pouvons  dire,  c'est  que  ces  dimensions  sont 
nécessairement  d’une  extrême  petitesse. 

Quelque  petit  que  soit  un  corps,  on  11e  peut  le  regarder 
comme  étant  un  simple  point  matériel,  qu'autant  qu’on  fait 
abstraction  de  scs  dimensions.  En  assimilant  les  molécules 
des  corps  à des  points  matériels,  comme  nous  le  ferons  tou- 
jours dans  ce  qui  suit,  nous  sortirons  donc  de  la  réalité-, 
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pour  entrer  dans  le  domaine  de  l'abstraction  ; mais  nous 
devons  dire  de  suite  que  la  comparaison  des  résultats  aux- 
quels on  est  parvenu  ainsi  avec  les  phénomènes  naturels, 
n’a  jamais  pu  montrer  qu’il  y eût  la  moindre  erreur  produite 
par  celte  manière  d’envisager  les  choses  : on  n’a  pas  trouvé 
jusqu’à  présent  qu’il  fût  nécessaire  de  tenir  compte  des  di- 
mensions des  molécules,  dans  l’étude  des  diverses  circons- 
tances que  présente  le  mouvement  des  corps,  de  quelque 
nature  qu’ils  soient.  Les  systèmes  matériels,  qui  501*0111  l’ob- 
jet des  théories  dont  nous  allons  nous  occuper,  seront  donc 
toujours  des  système*  de  points  matériels.  Dans  celte  se- 
conde partie  de  la  dynamique,  nous  les  considérerons  à 
l’état  d’équilibre,  c’est-à-dire  que  nous  supposerons  que 
chacun  des  points  matériels  dont  ils  sont  formés  est  en  équi- 
libre sous  l'action  des  diverses  forces  qui  lui  sont  appliquées 
(§  104)  ; la  troisième  partie  de  la  dynamique  sera  consacrée 
à l’élude  des  lois  de  leur  mouvement. 

Les  corps  se  présentent  à nous,  dans  la  nature,  sous  trois 
états  différents  : ils  sont  solides,  liquides  ou  gazeux.  Les 
solides  sont  des  corps  dans  lesquels  les  molécules  ont  des 
positions  déterminées  les  unes  par  rapport  aux  autres  ; on 
11e  peut  changer  ces  positions  relatives  des  molécules  qu’en 
faisant  agir  sur  elles  des  forces  plus  ou  moins  grandes,  et  si 
la  déformation  qu’on  a ainsi  fait  subir  au  corps  11e  dépasse 
pas  certaines  limites,  les  molécules  reviennent  à leur  dispo- 
sition primitive,  dès  que  les  forces  qui  les  ont  dérangées 
cessent  d’exercer  leur  action.  Dans  les  liquides  et  les  gaz, 
uu  contraire , les  molécules  sont  extrêmement  mobiles  ; la 
moindre  cause  les  dérange  des  positions  qu’elles  occupent 
les  unes  par  rapport  aux  autres,  et  quelque  petit  que  soit 
le  dérangement  qu’elles  éprouvent  ainsi , il  ne  tend  pas  à 
disparaître  en  même  temps  que  la  cause  qui  l’a  produit  : 
c’est  cette  propriété , commune  aux  liquides  et  aux  gaz , 
qui  fait  qu’on  les  ilésigue  collectivement  sous  le  nom  de 
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fluides.  i\ous  aurons  à considérer  successivement  l’appli- 
cation des  théories  de  l'équilibre  et  du  mouvement  ù chacune 
de  ces  deux  espèces  très-distinctes  de  corps  naturels. 

§ 151.  Force»  intérieure»,  force»  extérieure».  — Nous 
avons  dit  (§  88)  que  toute  force,  appliquée  à un  point  ma- 
tériel A,  émane  d'un  autre  point  matériel  B situé  à une 
distance  quelconque  du  premier.  Supposons  que  le  point 
matériel  A soit  un  de  ceux  qui  composent  le  système  maté- 
riel dont  nous  éludions,  soit  l’équilibre,  soit  le  mouvement. 
Si  le  second  point  B appartient  également  à ce  système  ma- 
tériel, la  force  qui  agit  sur  le  point  A,  et  qui  émane  du  point 
B,  est  une  force  intérieure.  Si  le  point  B ne  fait  pas  partie 
du  système  matériel  dont  nous  nous  occupons,  cette  force, 
qui  émane  du  point  B,  cl  qui  est  appliquée  au  point  A,  est  une 
force  extérieure. 

Il  est  clair,  d’après  le  principe  de  l’égalité  de  l’action  et 
de  la  réaction,  que  si  l’on  prend,  parmi  les  forces  qui 
agissent  sur  les  divers  points  d’un  système  matériel,  toutes 
celles  qui  sont  des  forces  intérieures,  ces  forces  sont  égales 
deux  à deux  et  directement  opposées. 

Une  même  force  peut  jouer,  tantôt  le  rôle  de  force  inté- 
rieure, tantôt  le  rôle  de  force  extérieure,  suivant  les  cas. 
Si  l’on  considère,  par  exemple,  le  mouvement  d’un  corps 
qui  tombe  à la  surface  de  la  terre,  l’attraction  qu’une  des 
molécules  de  ce  corps  éprouve  de  la  part  d’une  molécule 
quelconque  de  la  terre  est  une  force  extérieure  ; si  au 
contraire  on  considère  le  mouvement  d’un  système  matériel 
formé  de  la  terre  tout  entière  et  des  divers  corps  qui  se 
trouvent  à sa  surface  ou  dans  son  voisinage,  la  même  at- 
traction devient  une  force  intérieure. 

§ 152.  Ce  (|u'on  entend  par  solide  invariable.  — 
Avant  de  nous  occuper  d’une  manière  générale  de  l’étude 
de  l’équilibre  d’un  système  matériel  quelconque,  nous  con- 
sidérerons d’abord  un  cas  idéal  et  simple,  auquel  on  peut 
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très-souvent  ramener  les  questions  dequilibre  qu’on  u à 
traiter.  Nous  supposerons  que  le  système  matériel,  dont 
nous  voulons  étudier  l'équilibre , soit  de  forme  invariable, 
c’est-à-dire  que  les  divers  points  matériels  qui  le  composent 
ne  puissent  en  aucune  manière  se  rapprocher  ou  s’éloigner  les 
uns  des  autres  ; c’est  à un  pareil  système  matériel  que 
nous  donnons  le  nom  de  solide  incariab/e. 

Cette  invariabilité  absolue  de  forme  d’un  système  matériel 
ne  se  rencontre  nulle  part  dans  la  nature.  Il  existe,  il  est 
vrai,  un  grand  nombre  de  corps  solides  qui  semblent  ne 
pas  éprouver  de  changement  de  forme,  de  quelque  manière 
qu’on  cherche  à les  déformer,  pourvu  toutefois  que  les  forces 
qu’on  leur  applique  ne  dépassent  pas  certaines  limites;  mais, 
si  ces  corps  paraissent  conserver  la  forme  qu’ils  avaient  tout 
d’abord,  malgré  l’action  des  forces  qui  tendent  à la  leur  faire 
perdre,  c’est  uniquement  parce  que  la  déformation  qu’ils 
éprouvent  est  trop  faible  pour  être  aperçue  : cette  défor- 
mation n'en  existe  pas  moins,  quelque  petites  que  soient 
les  forces  qui  tendent  à la  produire.  Pour  distinguer  les 
corps  solides  qui  existent  dans  la  nature,  et  qui  sont  toujours 
plus  ou  moins  déformables  sous  l’action  des  forces  qui  leur 
sont  appliquées,  des  systèmes  matériels  auxquels  nous  at- 
tribuons une  invariabilité  absolue  de  forme,  nous  désigne- 
rons les  premiers  sous  le  nom  de  solides  naturels. 

Les  théories  que  nous  allons  exposer  dans  ce  chapitre,  et 
dans  les  deux  suivants,  se  rapportent  exclusivement  aux 
solides  invariables,  considérés  à l’état  d’équilibre. 

§ 153.  I nc  forée  peut  être  appliquée  en  un  point 
quelconque’  de  km  direction,  sans  que  son  effet  soit 
changé.  — Pour  établir  cette  proposition , nous  ad- 
mettrons comme  évident  (pie  deux  forces  égales,  qui  sont 
appliquées  en  deux  points  différents  d'un  même  solide  in- 
variable, suivant  la  ligne  droite  qui  joint  ces  deux  points, 
et  en  sens  contraire  l'une  de  l’autre,  se  font  équilibre  ; en 


Digitized  by  Google 


FORCES  APPLIQUÉES  A UK  SOLIDE  INVARIABLE.  265 

sorte  que,  si  le  corps  dont  il  s’agit  est  en,  repos  avant  que 
ces  forces  lui  soient  appliquées,  les  actions  simultanées  de 
ces  deux  forces  ne  le  feront  pas  sortir  de  sou  état  de  repos. 

Cela  posé,  soit  M,  fig.  72,  un  so- 
lide invariable  en  équilibre  sous 
l'action  de  diverses  forces.  Consi- 
dérons en  particulier  une  de  ces 
forces,  F,  appliquée  au  point  A. 
Prêtions  un  point  fi  sur  la  direction 
de  cette  force  F,  et  appliqiions-v 
deux  forces  F’,  F",  égales  à F,  et 
agissant  en  sens  contraire  Fune  de 
l’autre,  suivant  la  direction  A fi  : ces 
deux  nouvelles  forces,  sc  faisant 
évidemment  équilibre,  ne  troubleront  pas  l’état  d’équilibre 
dans  lequel  se  trouvait  le  corps  M avant  leur  application. 
Mais  les  deux  forces  F,  F",  qui  sont  égales,  et  qui  agissent 
en  sens  contraire  l'une  de  l’autre,  suivant  la  droite  A H menée 
par  leurs  points  d'application,  se  font  aussi  équilibre,  d'a- 
près ce  que  nous  avons  admis  il  n’y  a qu’un  instant  : on  peut 
donc  les  supprimer  sans  que  le  corps  M cesse  d’être  en  équi- 
libre. Des  trois  forces  F,  F',  F",  il  ne  reste  plus  dès  lois  que 
la  force  F',  qui  se  trouve  ainsi  substituée  à la  force  F que 
nous  avions  considérée  tout  d’abord.  On  voit  donc  qu’une 
force,  qui  agit  sur  un  point  d’un  solide  invariable  en  équi- 
libre, peut  être  appliquée  en  un  autre  point  pris  sur  sa 
direction,  sans  que  son  effet  cesse  d’être  le  même  ; puisque 
l’équilibre  du  corps  n’est  pas  troublé  par  ce  changement  du 
point  d’application  de  la  force. 

Dans  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  nous 
avons  supposé  que  le  point  fi,  pris  sur  la  direction  de  la 
force  F,  faisait  partie  du  corps  AI.  Mais  cela  n’est  pas  né- 
cessaire. La  force  F peut  être  appliquée  en  un  point  quel- 
conque de  sa  direction,  appartenant  au  corps  M,  ou  situé 
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en  dehors  de  ce  corps,  pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas, 
le  point  sur  lequel  on  transporte  l'action  de  la  force  F soit  lié 
invariablement  au  corps  M. 

§ 154.  Composition  des  forces 
concourante*.  — Lorsque,  parmi 
les  forces  qui  agissent  sur  un  solide 
invariable  en  équilibre,  il  y en  a 
plusieurs  F,  F',  F",...  fig.  73,  dont 
les  directions  concourent  eu  un 
même  point  U,  ces  forces  F,  F',  F", .-. . 
peuvent  être  remplacées  par  une 
force  unique  qui  est  leur  résultante. 
En  effet  chacune  de  ces  forces  peut 
rig.  73.  être  transportée,  du  point  sur  lequel 

elle  agit,  au  point  0 pris  sur  sa  direction  (§  153)  ; et  alors 
ces  diverses  forces,  agissant  sur  un  même  point  O,  peuvent 
être  composées  en  une  seule,  an  moyen  du  parallélogramme 
des  forces,  ou  du  parallélipipède  des  forces,  ou  bien  encore 
du  polygone  des  forces,  suivant  les  cas  (§  99).  La  résultante 
R,  ainsi  obtenue,  peut  d’ailleurs  être  appliquée  en  un  point 
quelconque  L de  sa  direction.  La  force  R,  appliquée  au  point 
L,  peut  donc  remplacer  complètement  les  forces  F,  F',  F",... 
appliquées  aux  points  A,  B,  C, . . . 

Il  n’est  pas  nécessaire  que  le  point  0,  par  lequel  vont  passer 
les  directions  des  forces  F,  F',  F”,...,  fasse  partie  du  solide 
invariable  soumis  à Faction  de  ces  forces,  pour  qu’on  puisse 
leur  substituer  la  force  R.  On  conçoit  en  effet  que,  pour 
faire  le  raisonnement  qui  précède,  on  peut  supposer  que  le 
point  0 soit  invariablement  lié  au  corps  ; mais  que,  dès 
qu’on  a trouvé  ainsi  une  force  R,  qui,  en  agissant  sur  un 
point  L du  corps,  peut  tenir  lieu  des  forces  F,  F',  F",... 
appliquées  aux  points  A,  R,  C,...,  on  n’a  plus  besoin  de 
se  préoccuper  de  l’hypothèse  qu’on  a faite  sur  le  point  0 
pour  y arriver  : la  liaison  qu’on  avait  admise  entre  ce  point 
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O et  le  corps  peut  être  supprimée,  sans  que  les  forces  F,  F', 
F",...  et  R cessent  d’exercer  leur  action  dans  les  mêmes 
conditions,  et  par  conséquent  sans  que  la  dernière  de  ces 
forces  cesse  de  pouvoir  remplacer  les  autres.  Nous  devons 
observer  cependant  que  la  substitution  de  la  force  R aux 
forces  F,  F',  F", ...  ne  peut  se  faire  d’une  manière  absolue 
qu’autant  que  la  direction  de  cette  force  R vient  passer  par 
quelqu'un  des  points  du  corps  auquel  les  forces  F,  F’,  F", . . . 
sont  appliquées;  s’il  n’en  est  pas  ainsi,  on  ne  peut  regarder  la 
force  R comme  pouvant  tenir  lieu  des  forces  F,  F’,  F",... 
qu'en  admettant  que  le  point  L de  sa  direction  auquel  on  la 
suppose  appliquée  est  lié  invariablement  à ce  corps. 

D’après  la  manière  dont  la  résultante  R a été  obtenue  au 
moyen  des  composantes  F,  F',  F",...,  il  est  clair  que  toutes 
les  propositions  établies  précédemment  (§§  1 00  à 1 03),  pour 
les  forces  appliquées  à un  même  point,  sont  vraies  pour  un 
système  de  forces  concourantes  appliquées  à un  solide  in- 
variable en  équilibre. 

§ 155.  Composition  des  forces  parallèles. — Pour 
arriver  à la  composition  de  deux  forces  appliquées  à un  so- 
lide invariable,  suivant  des  directions 
parallèles,  et  dans  le  même  sens,  consi- 
dérons deux  forces  F,  7k,  appli- 

quées à deux  points  A et  R d’un  pareil 
solide,  suivant  des  directions  concou- 
rantes. On  trouve  la  résultante  R de  ces 
deux  forces  F,  F',  en  construisant  le 
parallélogramme  OCDE  sur  les  deux 
lignes  OC,  OD  qui  les  représentent. 
Supposons  que  les  directions  des  forces 
F,  F',  changent  peu  à peu,  en  passant 
toujours  par  les  points  A et  R,  de  telle 
manière  que  ces  directions,  toujours  comprises  dans  un  même 
plan,  s’approchent  de  plus  en  plus  de  devenir  parallèles;  le 
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parallélogramme  OC  1)  K se  déformera  en  même  temps,  et  la 
résultante  R,  qui  est  représentée  par  la  diagonale  OE,  se  mie 
diliera  en  conséquence.  Il  est  clair  d'après  cela  que,  lorsque 
les  directions  des  forces  F,  F'  seront  parallèles,  la  résultante 
R sera  égale  à la  somme  de  ces  deux  forces,  et  en  outre  sa 
direction  sera  parallèle  à celle  de  chacune  des  composantes. 
Observons  de  plus  que,  d’après  le  théorème  des  moments 
relatif  au  cas  de  deux  forces  appliquées  à un  même  point 
(§  101),  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F',  par  rap- 
port au  point  d'application  L de  leur  résultante,  est  égale  à 
zéro,  puisque  le  moment  de  la  résultante  R par  rapport  à 
ce  point  est  nul  ; on  en  déduit  immédiatement  que  les  dis- 
tances du  point  L aux  directions  des  deux  forces  F,  F",  sont 
inversement  proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  forces, 
proposition  qui  subsistera  encore,  sans  aucune  modification, 
lorsque  les  forces  F,  F’  seront  devenues  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que  deux  forces  parallèles 
et  de  même  sens  F,  F’,  appliquées  à deux  points  A et  B d’un 
solide  invariable , fig.  75,  ont  une  résul- 
n tante  R égale  à leur  somme,  et  dirigée 
« dans  leur  pian,  parallèlement  à chacune 
r d’elles  et  dans  le  même  sens  ; de  plus 
les  distances  LM,  L N du  point  d’appli- 
cation L de  celle  résultante  aux  direc- 
tions des  deux  forces  F,  F’,  sont  inver- 
sement proportionnelles  aux  grandeurs 
de  ces  forces.  La  force  R peut  être  appli- 
quée au  point  C,  où  sa  direction  rencontre  la  ligne  A B;  et 
comme  le  rapport  de  CA  à CB  est  le  même  que  celui  de 
LM  à LN,  on  peut  dire  encore  que  le  point  d'application 
de  la  résultante  des  deux  forces  F,  F’  est  situé  sur  la 
droite  A B qui  joint  les  points  d’application  des  compo- 
santes, et  qu’il  divise  cette  droite  en  deux  parties  inver- 
sement proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  composantes. 
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5 156.  Lorsque  deux  forces  F,  F,  fhj.  76,  soul  appliquées 

à deux  points  A et  B d'un  solide 
r • invariable,  suivant  des  directions 
A ,.iB  parallèles,  et  en  sens  contraire 

r ’ l'une  de  l’autre,  ces  forces  ont 

j p une  résultante  que  l'on  obtient 

de  la  manière  suivante.  Soit  F 
fis-  "f>-  la  plus  grande  des  deux  forces 
données.  On  peut  regarder  celle  force  F comme  résultant 
de  la  composition  de  deux  forces  parallèles  et  de  meme 
sens,  dont  l’une,  égale  à F,  soit  appliquée  au  point  B,  et 
l'autre,  égale  à F— F,  soit  appliquée  à un  point  C convena- 
blement choisi  sur  le  prolongement  de  la  ligne  B A ; on  de- 
vra avoir  pour  cela 

AC F 

AB  ~ F— F’ 

Si  l’on  remplace  la  force  F par  les  deux  composantes  dont 
on  vient  de  parler,  la  première  de  ces  composantes  sera  dé- 
truite par  la  force  F’  qui  est  déjà  appliquée  au  point  B en 
sens  contraire,  et  il  ne  restera  plus  que  la  force  F— F'  appli- 
quée au  point  C : cette  dernière  force  est  donc  la  résultante 
des  deux  forces  données  F,  F'. 

Ainsi  deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraires,  appli- 
quées à un  solide  invariable,  ont  une  résultante  égale  à leur 
différence,  dirigée  dans  leur  plan,  parallèlement  à chacune 
d’elles,  et  agissant  dans  le  sons  de  la  plus  grande  des  deux 
composantes;  et,  si  l’on  observe  que,  de  la  proportion  écrite 
ci-dessus,  on  déduit  cette  autre  proportion 

CA  _ F 
CB  ~ F ’ 

on  peut  dire  que  le  point  d’application  C de  celle  résultante 
est  situé  sur. le  prolongement  de  la  droite  AB,  du  côte  du 
point  d’application  A delà  plus  grande  composante,  et  qu’il 
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est  éloigné  des  points  A et  B de  quantités  inversement  pro- 
portionnelles aux  forces  qui  sont  appliquées  à ces  points. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  que  nous  venons  de  dire,  relati- 
vement à la  composition  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens 
contraires,  suppose  essentiellement  que  ces  deux  forces  sont 
inégales.  Si  l’on  voulait  passer  de  là  au  cas  particulier  où  les 
deux  forces  sont  égales,  eu  supposant  que  la  plus  grande 
des  deux  décroît  progressivement  jusqu’à  devenir  égale  à la 
plus  petite,  on  trouverait  que,  dans  ce  cas  particulier,  la  ré- 
sultante est  nulle  et  a sou  point  d'application  à une  distance 
infinie  des  points  d'application  des  deux  composantes  : cela 
signifie  évidemment  que  le  système  de  deux  forces  égales, 
appliquées  à un  solide  invariable,  suivant  des  directions  pa- 
rallèles, et  en  sens  contraire  l’une  de  l’autre,  ne  peut  pas  être 
remplacé  par  une  force  unique,  c’est-à-dire  que  ces  deux 
forces  n’ont  pas  de  résultante.  Un  pareil  système  de  forces 
constitue  ce  qu’on  nomme  un  couple. 

§ 157.  Considérons  maintenant  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  appliquées  en  différents  poiuts  d’un  so- 
lide invariable,  et  cherchons  à déterminer  la  résultante  de 
. toutes  ces  forces,  s’il  y en  a une. 

Si  toutes  les  forces  parallèles  dont 
il  s’agit  sont  dirigées  dans  un  même 
sens,  on  trouvera  leur  résultante  en 
opérant  de  la  manière  suivante.  Un 
composera  d’abord  deux  des  forces 
données,  F et  F',  par  exemple,  fig.  77, 
en  une  seule  force  R!  qui  sera  égale  à 
F -F  F',  et  dont  le  point  d’application 
Li  divisera  la  ligne  AB  en  deux  par- 
ties inversement  proportionnelles  aux 
forces  F et  F';  puis  on  composera  cette 
résultante  partielle  Rt  avec  une  troisième  des  forces  données, 
avec  F"  par  exemple,  ce  qui  donnera  une  deuxième  résul- 
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tante  partielle  Ra  égale  à Ri  F"  ou  bien  à F + F'  4-  F",  et 
appliquée  en  un  point  Li  tel  que  L,  Lj  et  CL]  soient  inverse- 
ment proportionnels  à Rt  et  F";  ensuite  on  composera  la 
deuxième  résultante  partielle  R»  avec  une  quatrième  force 
F'";  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que,  en  continuant  de  cette 
manière,  on  arrivera  toujours  à une  force  unique  R qui 
pourra  tenir  lieu  de  tontes  les  forces  données,  et  qui  sera  par 
conséquent  la  résultante  de  ce  système  de  forces.  Cette  ré- 
sultante R sera  égale  à la  somme  des  composantes  F,  F', 
F", . . . , parallèle  à chacune  d’elles,  et  dirigée  dans  le  même 
sens;  son  point  d’application  se  déduira  de  la  série  dcsopé- 
rations  qui  déterminent  successivement  les  divers  points 
d’application  L( , Lj, ....  des  résultantes  partielles  R , , R,. . . . 

Si  les  diverses  forces  parallèles  qu’on  se  propose  de  com- 
poser entre  elles  ne  sont  pas  dirigées  toutes  dans  le  même 
sens,  on  les  partagera  en  deux  groupes  formés,  l’un  de  celles 
qui  agissent  dans  un  sens,  l’autre  de  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  opposé.  Toutes  les  forces  du  premier  groupe  pour- 
ront être  remplacées,  d’après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
par  une  force  unique  R'  égale  à leur  somme,  dirigée  paral- 
lèlement à chacune  d’elles,  et  dans  le  même  sens  ; il  en  sera 
de  même  des  forces  du  second  groupe,  auxquelles  on  pourra 
substituer  une  force  R”  égale  à leur  somme,  parallèle  à leur 
direction  commune,  et  de  même  sens  qu’elles.  Ces  deux  ré- 
sultantes partielles  R',  R",  qui  peuvent  remplacer  l’ensemble 
des  forces  données,  et  qui  sont  parallèles  et  de  sens  contrai- 
res, peuvent  en  général  se  composer  à leur  tour  en  une  seule 
force  R égale  à leur  différence,  agissant  parallèlement  à cha- 
cune d’elles,  et  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
(§  156)  : la  force  R ainsi  obtenue  est  la  résultante  de  toutes 
les  forces  données.  Dans  le  cas  particulier  où  les  résultantes 
partielles  R',  R"  seraient  égales  entre  elles,  sans  agirsuivant 
la  même  ligne  droite,  on  ne  pourrait  pas  les  remplacer  par 
une  force  unique,  et  alors  le  système  des  forces  données  se 
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réduirait  à un  couple  formé  par  les  deux  forces  R',  R".  Si  les 
deux  forces  R',  R''  étaient  égales  et  agissaient  suivant  la 
même  ligne  droite,  comme  elles  sont  de  sens  contraires,  elles 
si*  détruiraient  mutuellement,  ce  qui  revient  à dire  qu’elles 
auraient  une  résultante  nulle  : le  système  des  forces  données 
aurait  donc  aussi  une  résultante  nulle. 

§ 158.  Théorème  des  moments  d’un  système  de 
forces  parallèles  par  rapport  à un  plan.  — Nous  avons 
vil  (§  103)  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces 
appliquées  à un  point,  par  rapport  à une  droite  quelconque, 
est  égal  à la  somme  des  moments  des  composantes  par  rap- 
port à la  même  droite.  Cette  proposition  est  d’ailleurs  appli- 
cable au  cas  de  deux  forces  appliquées  eu  deux  points  diffé- 
rents d’un  solide  invariable,  suivant  des  directions  concou- 
rantes (§  154)  ; et  par  suite  on  peut  l’appliquer  au  cas  de 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens , qui  est  compris 
comme  cas  particulier  dans  le  précédent  (§  155). 

Supposons  que  nous  choisissions  la  droite  D,  par  rapport 
à laquelle  nous  prenons  les  moments  de  deux  forces  paral- 
lèles et  de  même  sens  F,  F',  et  de  leur  résultante  R,  de  telle 
manière  que  sa  direction  fasse  un  angle  droit  avec  celle  des 
forces  ; imaginons  en  outre  que  nous  menions  par  celle  droite 
D un  plau  P parallèle  aux  directions  des  forces  F,  F',  R.  Il 
est  aisé  de  voir  que  le  moment  de  l’une  quelconque  de  ces 
forces,  de  la  force  F par  exemple,  par  rapport  à la  droite  I), 
n’est  autre  chose  que  le  produit  de  la  force  F par  la  distance 
de  sa  direction  au  plan  P : ce  produit  est  ce  qu’on  nomme  le 
moment  de  la  force  F pur  rapport  au  plan  P.  Un  peut  doue 
dire,  d’après  la  proposition  qui  a été  rappelée  ci-dessus,  que 
le  moment  de  la  résultante  R par  rapport  au  plan  P est  égal 
à la  somme  dos  moments  des  composantes  F,  F , par  rapport 
à ce  plan.  C’est  en  cela  que  consiste  le  théorème  des  mo- 
ments par  rapport  à un  plan,  pour  le  cas  de  deux  forces  pa- 
rallèles et  de  même  sens.  Ce  théorème  est  vrai,  quelle  que 
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soit  lu  position  du  plan  P relativement  aux  droites  suivant 
lesquelles  agissent  les  forces  F,  F',  R,  et  auxquelles  il  est 
parallèle,  pourvu  qu’on  attribue  un  signe  convenable  au  mo- 
ment de  chacune  des  forces  par  rapport  à ce  plan . La  manière 
dont  ce  signe  doit  être  déterminé,  résulte  de  ce  qui  a été  dit 
(§  1 03)  relativement  au  signe  qu’on  doit  attribuer  au  moment 
d’une  force  par  rapport  à une  droite  : il  est  aisé  de  voir  que 
le  moment  d’une  force  par  rapport  à un  plan  parallèle  à sa 
direction  doit  être  affecté  du  signe  ou  du  signe  — , suivant 
que  la  force  est  placée  d’un  côté  ou  de  l’autre  du  plan. 

Après  avoir  établi  le  théorème  qui  précède,  dans  le  cas  de 
deux  forces  parallèles  etdeméme  sens,  nous  allons  l’étendre 
au  cas  d’un  système  quelconque  de  forces  parallèles.  Pour 
cela  nous  considérerons  d’abord  le  cas  de  deux  forces  paral- 
lèles et  de  sens  contraires  F,  F',  fig.  76  (page  269).  i\ous 
savons  que  la  résultante  U de  ces  deux  forces  s’obtient  en 
décomposant  la  force  F,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  F',  en  deux  composantes  parallèles  et  de  mémo  sens, 
dont  l’une,  égale  à F',  soit  appliquée  au  point  R,  et  l’autre  soit 
appliquée  en  un  point  C convenablement  choisi  sur  le  pro- 
longement de  la  ligne  B A : cette  seconde  composante  de  la 
force  F est  précisément  la  résultante  cherchée  R.  Nous  pou- 
vons donc  dire  que  le  moment  de  la  force  donnée  F,  par  rap- 
port à un  plan  quelconque  P parallèle  à sa  direction,  est  égal 
au  moment  de  la  résultante  R par  rapport  à ce  plan  P aug- 
menté du  moment  d’une  force  égale  et  directement  opposée 
à la  seconde  force  donnée  F’  par  rapport  au  même  plan  ; ou 
en  d’autres  ternies,  le  moment  de  la  résultante  R,  par  rap- 
port au  plan  P,  est  égal  au  moment  de  la  force  F par  rapport 
à ce  plan,  diminué  du  moment  d’une  force  égalé  et  contraire 
à la  force  F',  par  rapport  à ce  plan  P.  Mais  si  nous  conve- 
nons de  regarder  les  moments  de  deux  forces  de  même  di- 
rection et  de  sens  opposés,  par  rapport  à un  même  plan 
parallèle  à leur  direction  commune,  comme  étant  de  signes 
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contraires,  nous  pourrons  modifier  ce  dernier  énoncé,  et  dire 
que  le  moment  de  la  résultante  U par  rapport  au  plan  F,  est 
égal  à la  somme  des  moments  de  ses  deux  composantes  F,  F' 
par  rapport  à ce  plan.  Le  théorème  établi  pour  le  cas  de 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens,  se  trouve  donc  vrai 
aussi  dans  le  cas  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens  con- 
traires, au  moyen  de  la  convention  que  nous  venons  de  faire 
relativement  aux  signes  des  moments  des  forces  qui  agissent 
dans  des  sens  opposés. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles,  par 
rapport  à un  plan  parallèle  à leur  direction,  étant  toujours 
égal  à la  somme  des  moments  des  composantes  par  rapport 
à ce  plan,  soit  que  les  composantes  agissent  dans  un  même 
sens,  soit  qu’elles  agissent  dans  des  sens  contraires,  ou  en 
conclut  nécessairement  que  le  moment  de  la  résultante  d’un 
système  quelconque  de  forces  parallèles,  par  rapport  à un 
plan  quelconque  parallèle  à leur  direction,  est  égal  à la 
somme  des  moments  des  diverses  composantes,  par  rapport 
à ce  plan.  Il  sufiil  pour  cela  d’observer  que  l’on  trouve  la 
résultante  d’un  pareil  système  de  forces  eu  effectuant  succes- 
sivement, et  un  nombre  convenable  de  fois,  la  composition  de 
deux  forces  parallèles  de  même  sens  ou  de  sens  contraires 
(§  Lï7),  et  d’appliquer  le  théorème  des  moments,  établi  pré- 
cédemment, à chacune  de  ces  compositions  successives. 

Four  donner  aux  moments  de  diverses  forces  parallèles  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires,  par  rapport  à un  plan  F 
parallèle  à leur  direction,  les  sigucs  qu’on  doit  leur  attribuer 
d’après  les  conventions  établies,  ou  peut  opérer  de  la  ma- 
nière suivante.  Ou  considérera  la  distance  de  la  direction 
d’une  force  au  plan  1’,  auquel  cette  force  est  parallèle,  comme 
étant  positive  ou  négative,  suivant  que  cette  direction  est 
d’un  côté  ou  de  l’autre  du  plan  ; on  considérera  en  outre  la 
force  elle-même  ctmime  étant  positive  ou  négative,  suivant 
qu’elleagit  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  oppose'  : le  produit 
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de  la  force  par  la  distance  de  sa  direction  au  plan  P se  trouvera 
par  là  affecté  du  signe  + on  du  signe  — , suivant  les  cas,  et  il 
est  aisé  de  s’assurer  que  son  signe  sera  toujours  celui  qu’il 
doit  avoir  d’après  les  conventions  établies  précédemment. 

§ 159.  ltéduetion  «l'un  système  quelconque  de  forces 
à deux  forces.  — Un  système  quelconque  de  forces,  appli- 
quées à un  solide  invariable,  peut  toujours  être  remplacé 
par  deux  forces  seulement,  dont  une  agit  sur  un  point 
choisi  à volonté. 

n Pour  démontrer  ce  théorème,  prenons  à vo- 

/y\c  jouté,  dans  le  solide,  trois  points  A,B,C,  nonsi- 
/ \ tués  en  ligne  droite, /fy.  78.  Une  force  quelcon- 

K f \ que  F,  appliquée  au  solide,  et  non  dirigée  dans 
B‘  le  plan  A B ('.,  peut  toujours  être  décomposée 
en  trois  autres  dirigées  suivant  les  lignes  M A, 
F'g.  7*.  MB,  MC,  qui  joignent  les  points  A,  B, C,  à 
un  point  pris  sur  la  direction  de  la  force  F,  en  dehors  du 
plan  ABC  (§§  99  et  h 5);  et  l’on  peut  supposer  que  ces 
trois  composantes  soient  appliquées  aux  points  A,  B,  C, 
eux-mêmes.  Si  la  force  F était  dirigée  dans  le  plan  ABC, 
on  ne  pourrait  pas  trouver  sur  sa  direction  un  point  M 
situé  en  dehors  de  ce  plan;  mais  il  est  aisé  de  voir  que, 
dans  ce  cas  particulier,  on  pourrait  toujours  regarder  la 
force  F comme  la  résultante  de  trois  forces  appliquées  aux 
points  A,  B,  C,  : on  pourrait,  par  exemple,  joindre  un  point 
M de  sa  direction  aux  deux  points  A et  B,  la  décomposer  en 
deux  forces  agissant  suivant  M A et  M B,  et  considérer  ces 
deux  composantes  appliquées  aux  points  A,  B,  et  une  force 
nulle  appliquée  au  point  C,  comme  étant  les  trois  compo- 
santes de  celte  force  F appliquées  aux  points  A,  B,  C.  Si  l'on 
fait  pour  toutes  les  forces  données  ce  qui  vient  d’être  indiqué 
pour  la  force  F,  chacune  d’elles  fournira  trois  composantes 
appliquées  aux  points  A,  B,  C ; le  système  des  forces  don- 
nées sera  donc  remplacé*  par  un  autre  système  de  forces 
18. 
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dont  chacune  agira  sur  un  des  points  A,  B, C.  Toutes  les 
forces  appliquées  au  point  A peuvent  être  composées  en 
une  seule;  et  il  en  est  de  même  de  celles  qui  sont  appliquées 
au  point  B,  et  aussi  de  celles  qui  agissent  sur  le  point  C : on 
n’aura  donc  plus  que  trois  forces  appliquées  respectivement 
aux  points  A,  B,  C,  au  lieu  du  système  quelconque  de 
forces  qu’on  avait  primitivement.  Reste  maintenant  à faire 
voir  que  ces  trois  forces  pourront  toujours  se  réduire  à deux. 

Soient  Q,  Q',  Q",  fi  g 
79,  les  trois  forces  aux- 
quelles on  vient  de  par- 
venir. Faisons  passer  un 
plan  par  le  point  A et  par 
la  direction  de  la  force 
Q'  ; puis  un  autre  plan 
par  le  même  point  A el 
par  la  direction  de  la  force 
Q”  : ces  deux  plans  se 
couperont  suivant  une  li- 
gne (1  11  passant  par  le 
point  A.  Supposons  que 
moins  des  directions  des 
deux  forces  Q',  Q",  celle  de  Q'  par  exemple,  et  soit  B le 
point  de  rencontre;  l’aulre  force  Q”  pourra  toujours  se  dé- 
composer en  deux  forces  agissant  suivant  les  lignes  C.  A,  CB’ 
menées  du  point  C aux  deux  points  A,  B',  et  ces  deux  forces 
pourront  être  appliquées  aux  points  A,  B’,  eux-mêmes  ; la 
force  Q se  composera  alors  avec  celle  de  ces  deux  forces  qui 
agira  sur  le  point  A,  et  la  force  Q'avec  celle  qui  agira  sur  le 
point  B'  : on  n’aura  donc  plus  en  tout  que  deux  forces , 
appliquées,  l’une  au  point  A,  l’autre  au  point  B'.  Si  aucune 
des  directions  des  deux  forces  Q',  Q"  ne  rencontrait  la  ligne 
GH,  il  suffirait  de  décomposer  préalablement  la  force  Q'  en 
deux  autres  Q'i,  (Vj,  dont  Finie  (>'■  agit  sur  le  point  A,  et 
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l’autre  Q's  agit  sur  un  autre  point  quelconque  de  la  ligne 
GH,  pour  que  toute  difficulté  disparût:  car  alors  on  pour- 
rait raisonner  sur  la  résultante  des  forces  Q,Q'i,  appliquées 
au  point  A,  et  sur  les  deux  forces  Q'i,  Q",  comme  on  vient 
de  le  faire  sur  les  trois  forces  Q,  Q',  Q". 

Il  est  donc  établi  par  là  qu’un  système  quelconque  de 
forces  appliquées  à un  solide  invariable  peut  toujours  être 
remplacé  par  deux  forces  ; et  l’on  peut  observer  que  l’une 
de  ces  deux  forces  agit  sur  un  point  A pris  à volonté,  puis- 
que ce  point  est  un  des  trois  points  A,  11,  G,  que  nous  avions 
choisis  arbitrairement  tout  d’abord,  en  les  assujettissant  à la 
seule  condition  de  ne  pas  être  tous  trois  sur  une  même 
ligne  droite.  Il  est  bien  entendu  que  le  point  A , que  nous 
pouvons  prendre  à volonté  comme  point  d’application  d’une 
des  deux  forces  auquel  nous  réduisons  le  système  des  forces 
données,  doit  faire  partie  du  solide  auquel  ces  forces  sont 
appliquées  ; ou  bien  que,  s’il  ne  fait  pas  partie  de  ce  solide, 
on  doit  supposer  qu’il  lui  est  lié  d’une  manière  invariable. 

Si  les  deux  forces,  auxquelles  on  a réduit  le  système  des 
forces  données,  se  trouvaient  dirigées  dans  un  même  plan, 
c'est-à-dire  si  elles  étaient  concourantes  ou  parallèles,  on 
pourrait  les  composer  en  une  seule,  à moins  cependant 
quelles  ne  fussent  parallèles,  égales  et  de  sens  opposés  : 
dans  ce  cas,  et  sauf  l’exception  qui  vient  d’être  indiquée,  le 
système  des  forces  données  aurait  une  résultante  unique. 

§ 160.  Théorie  des  moments,  pour 
un  système  quelconque  de  forces  ap- 
pliquées « un  solide  Invariable.  — 
N Nous  avons  dit  (§  101)  que  le  moment 
d’une  force  F,  fig.  80,  par  rapport  à un 
point  O,  c’est  le  produit  de  la  force  par  la 
distance  U P du  point  O à sa  direction. 

Fig.  FO.  1 

Imaginons  que  nous  menions  par  le  point 
O une  ligne  U N perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  ce 
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point  et  par  la  force  F ; que  nous  donnions  à celle  ligne  une 
longueur  telle  que  sa  valeur  numérique,  rapportée;!  une  cer- 
taine unité  prise  arbitrairement,  soit  la  même  que  celle  du 
moment  de  la  force  F par  rapport  au  point  O ; enfin,  que  nous 
portions  cette  ligne  dans  un  sens  tel  que,  si  l'on  se  place  en  0 
et  qu’on  regarde  daus  la  direction  OS,  on  voie  le  mouve- 
ment de  rotation  que  la  force  F tend  à donnera  la  ligne  O P 
autour  du  point  O se  diriger  dans  un  sens  déterminé,  par 
exemple  dans  le  sens  dans  lequel  on  voit  tourner  les  aiguilles 
d’une  horloge  : cette  ligne  UN,  qui  représente  à la  fois  la 
direction  du  plan  mené  par  le  point  O et  la  force  F,  le  mo- 
ment de  cette  force  F par  rapport  au  point  O,  et  le  sens  de 
la  rotation  que  la  force  tend  à produire  autour  de  ce  point, 
se  nomme  l 'axe  du  moment  de  la  force  F par  rapport  au 
point  O. 

Le  moment  d’une  force  par  rapport  à une  droite  (§  1 03), 
n’est  autre  chose  que  le  moment  de  la  projection  de  cette 
force  sur  un  plan  perpendiculaire  à la  droite,  par  rapport  au 
point  oii  ce  plan  perpendiculaire  est  percé  par  la  droite  : ce 
moment  peut  donc  être  représenté  par  un  axe,  tout  aussi 
bien  que  celui  d’une  force  par  rapport  à un  point.  Dans  ce 
cas,  l’axe  du  momeut  est  dirigé  suivant  la  droite  même  à 
laquelle  le  moment  se  rapporte. 

Soient  F,  fig.  81 , une  force 
appliquée  à un  point  A,  et 
M N une  droite  dirigée  d’une 
manière  quelconque  relati- 
vement à cette  force.  Pre- 
nons le  moment  de  la  force  F 
par  rapport  à un  point  quel- 
conque O de  la  droite  M N : 
ce  moment  sera  numériquement  égal  au  double  de  la  surface 
du  triangle  OA  11,  obtenu  enjoignant  le  point  O aux  extré- 
mités de  la  ligne  A B qui  représente  la  force  F.  Si  nous  con- 
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sidérons  I»  projection  F'  de  la  force  F sur  un  plan  perpendi- 
culaire à M N mené  par  le  point  0',  le  moment  de  cette  force 
F'  par  rapport  au  point  U',  c'est-à-dire  le  moment  de  la  force 
F par  rapport  à la  droite  M N,  sera  aussi  numériquement 
égal  au  double  de  la  surface  du  triangle  0'  A'  B'.  Mais  ce 
dernier  triangle  est  la  projection  du  triangle  0 A B sur  le 
plan  perpendiculaire  à M N mené  par  0’  : donc  , le  moment 
de  la  force  F par  rapport  à la  droite  M N s’obtient  en  mul- 
tipliant le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  point  0 par 
le  cosinus  de  l’angle  que  la  perpendiculaire  au  plan  AOB 
fait  avec  la  ligne  M N perpendiculaire  au  plan  A'O'B'.  On 
en  conclut  évidemment  que  l’axe  du  moment  de  la  force  F 
par  rapport  à la  droite  MN,  a la  même  grandeur  et  le  même 
sens  que  la  projection  de  l’axe  du  moment  de  F relatif  au 
point  0 sur  la  droite  M N. 

Si  par  un  point  0 on  mène  plusieurs  droites,  et  qu’on 
veuille  trouver  les  moments  d’une  même  force  F par  rapport 
à ces  droites,  il  suffira  de  prendre  l’axe  du  moment  de  la 
force  F par  rapport  au  point  0,  et  de  le  projeter  sur  les  di- 
verses droites  dont  il  s’agit  : les  projections  ainsi  obtenues 
seront  les  axes  des  moments  cherchés,  ün  voit  par  là  que,  de 
tous  les  moments  de  la  force  F par  rapport  aux  différentes 
droites  qu’on  peut  mener  par  un  même  point  0,  c’est  celui 
qui  se  rapporte  à la  perpendiculaire  au  plan  conduit  parce 
point  et  par  la  direction  de  la  force  F qui  est  le  plus  grand. 

§ lfil.  Un  système  quelconque  de  forces  F,  F',  F", 

appliquées  à un  solide  invariable  étant  donné,  on  peut  tou- 
jours le  remplacer  par  deux  forces  Ri,  Ri,  dont  l’une  R, 
agisse  sur  un  point  A prisa  volonté  (§159).  Si,  après 
avoir  déterminé  ces  deux  dernières  forces,  on  prend  le  mo- 
ment de  la  force  Ri  par  rapport  au  point  A,  on  a ce  qu’on 
nomme  le  moment  résultant  du  système  de  forces  donné 
par  rapport  à ce  point  A. 

Concevons  que  nous  menions  une  droite  quelconque  I) 
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par  le  point  A ; et  que,  après  chacune  des  modifications  que 
nous  faisons  subir  successivement  au  système  des  forces 
F,  F',  F", . . . , pour  le  réduire  en  définitive  aux  deux  forces 
Ki,  Rî,  nous  fassions  la  somme  des  moments  des  forces  aux- 
quelles il  a été  ramené  par  rapport  à cette  droite  D.  Celle 
somme  de  moments  devra  toujours  avoir  la  valeur  qu'elle 
avait  primitivement,  c’est-à-dire  avant  qu’on  ait  commencé 
à modifier  le  système  des  forces  données.  En  effet,  quand  on 
transporte  une  force  d’uu  point  à un  autre  de  sa  direction, 
on  ne  change  évidemment  pas  le  moment  de  celte  force  par 
rapport  à la  droite  1)  ; quand  on  compose  en  une  seule  plu- 
sieurs forces  appliquées  à un  même  point  suivant  des  direc- 
tions quelconques,  on  obtient  ainsi  une  force  unique  dont 
le  moment  par  rapport  à la  droite  1)  est  égal  à la  somme 
des  moments  de  ses  composantes  par  rapport  à la  même 
droite  (§  103);  et  de  même,  quand  on  décompose  une  force 
en  plusieurs  autres,  suivant  des  directions  quelconques  pas- 
sant par  son  point  d'application,  on  trouve  un  système  de 
forces  dont  les  divers  moments,  par  rapport  à la  droite  D, 
ont  une  somme  égale  au  moment  de  la  force  unique  à la- 
quelle on  les  substitue  : or  ces  opérations  sont  les  seules 
qu’on  ait  a faire  successivement,  pour  réduire  le  système  des 
forces  données  F,  F,  F ”,  . . . aux  deux  forces  R , , R„  ( § 1 59). 
On  conclut  de  la  que  la  somme  des  moments  des  forces 
f,  f f par  rapport  à la  droite  D,est  égale  à la  somme  des 
moments  des  deux  forces  Ri,  Rj,  par  rapport  à cette  droite, 
c est  à-dire  égale  au  moment  de  la  force  Ri  seule,  puisque 
la  force  Ri  agit  sur  un  point  A appartenant  à la  droite  D. 

En  nous  reportant  au  théorème  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent  (§160),  et  à la  définition  que  nous  avons 
donnée  du  moment  résultant  d’un  système  quelconque  de 
forces  par  rapport  à un  point,  nous  verrons  que  le  résultat 
auquel  nous  venons  de  parvenir  peut  être  énoncé  de  la  ma- 
nière suivante.  Si  l’on  prend  les  moments  des  diverses  for- 
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cps  données  F,  F,  F", par  rapport  au  point  A,  ainsi 

que  le  moment  résultant  du  système  de  ces  forces  par 
rapport  au  même  poiut  A,  la  somme  des  projections  des 

axes  des  moments  des  forces  F,  F',  F", , sur  une 

droite  quelconque  D menée  par  le  point  A,  est  égale  à la  pro- 
jection de  l’axe  du  moment  résultant  sur  cette  même  droite. 

Cette  proposition  nous  conduit  immédiatement  à une  autre 
dont  voici  l’énoncé.  Si  nous  prenons  les  axes  des  moments 
des  forces  données  F,  F',  F", ....  par  rapport  au  point  A, 
et  que  nous  composions  ces  axes  entre  eux  comme  s’ils  re- 
présentaient des  forces  agissant  sur  un  même  point  ma- 
tériel (§  99),  l’axe  résultant  fourni  par  celte  composition 
sera  précisément  l’axe  du  moment  résultant  du  système  des 
forces  F,  F',  F",...  par  rapport  au  point  A.  En  effet  cet 
axe  résultant  est  la  seule  ligue  partant  du  point  A,  dont  la 
projection,  sur  une  droite  D menée  par  ce  point,  soit  égale  à 
la  somme  des  projections  des  axes  des  moments  des  forces 
F,  F’,  F”, ....  sur  la  même  droite,  quelle  que  soit  la  di- 
rection que  l’on  donne  à cette  ligne  D sur  laquelle  on  pro- 
jette ces  axes.  Un  voit  par  là  que  les  moments  de  diverses 
forces,  par  rapport  à un  point,  se  composent  entre  eux  en 
appliquant  tout  simplement  les  règles  du  parallélogramme, 
du  parailélipipède,  ou  du  polygone  des  forces,  aux  axes  qui 
représentent  ces  moments,  quant  à leur  grandeur,  leur  di- 
rection et  leur  sens. 

Dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  ou  ne  doit,  bien 
entendu,  attribuer  des  signes  aux  moments  des  forces, 
iju’autantqueces  moments  se  comptent  dans  le  même  plan  ou 
dans  des  plans  parallèles  ; on  ne  doit  considérer  que  la  va- 
leur absolue  des  moments  dont  les  plans  ont  des  directions 
différentes.  Les  axes  des  moments  devront  donc  être  traités 
comme  ou  le  fait  toujours  pour  les  longueurs  rectilignes, 
auxquelles  on  n’attribue  de  signes  que  quand  elles  se  comp- 
tent suivant  des  directions  déterminées. 
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§ 162.  des  forces  paru  Hèles.  — Reportons- 

nous  à ce  que  nous  avons  dit  ( § 157)  relativement  à la  com- 
position d’un  système  quelconque  de  forces  parallèles  F,  F', 
F",  F'", ....  appliquées  à divers  points  A,  B,C,  D, ....  d’un 
solide  invariable  {fin-  77 , page  270).  Les  positions 
des  points  d’application  Li,L>, ....  des  résultantes  par- 
tielles R,,  Ri,....,  et  par  suite  celle  du  point  d’applica- 
tion L de  la  résultante  définitive  R,  ne  dépendent  en  aucune 
manière  de  la  direction  des  forces  : la  connaissance  des 
points  A,  B,  C,  I). . . auxquels  les  composantes  F,  F',  F",  F "', . . 
sont  appliquées,  et  des  rapports  de  grandeur  de  ces  forces, 
suffit  pour  déterminer  les  points  Li,L?,...  L-  On  en  con- 
clut nécessairement  que,  si  l’on  changeait  la  direction  des 
forces  données,  en  les  laissant  toujours  parallèles  à elles- 
mêmes,  et  leur  conservant  leurs  grandeurs  respectives,  ainsi 
que  leurs  points  d’application  A,  R,  C,  D le  point  d’ap- 

plication L de  la  résultante  ne  changerait  pas.  Ce  point  L, 
par  lequel  passe  constamment  la  direction  de  la  résultante 
d’un  système  de  forces  parallèles,  de  quelque  manière  qu’ou 
incline  les  composantes  par  rapport  à leurs  directions  pri- 
mitives, se  nomme  le  centre  de*  ferre*  parallèle*. 

Supposons  que  les  divers  points  A,  B,C,  I), . . . soient  rap- 
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portés  à un  système  d’axes  coordonnés  rectangulaires. 
Soient  x,y,z,  les  coordonnées  du  point  A ; x',y',  z' , les 

coordonnées  du  point  B ; et  enfin  xt,yt,zt,  celles  du 

point  L.  Si  nous  donnons  aux  diverses  forces  F,  F',  F", . . . 
des  directions  parallèles  à une  droite  quelconque  tracée 
dans  le  plan  des  y z,  et  que  nous  exprimions  ensuite  que  le 
moment  de  la  résultante  R par  rapport  à ce  plan  est  égal  à 
la  somme  des  moments  de  ses  composantes  par  rapport  au 
même  plan  (§158),  nous  trouverons  la  relation 

R x,  = Vx  + F V + FV'  + ...=£  F.r. 

En  amenant  successivement  les  forces  F,  F',  F", ...  à être 
parallèles  à une  droite  tracée  dans  le  plan  des  x z,  puis  à 
une  droite  tracée  dans  le  plan  des  x y,  et  appliquant  le 
même  théorème  des  moments , dans  chacun  de  ces  deux  cas, 
on  trouvera  également 

Kyi  =Fy+  F'y'  -h  F "y"-!-.. . - 2 F y , 

Rz,  = F z -h  F 'z'  -h  F'V'-+- . . . = S Fr. 

Si  l’on  observe  maintenant  que  l’on  a 

R = F -h  F'  -h  F"  -h  ...==£  F , 

on  en  conclura  les  formules  suivantes,  pour  déterminer  les 
coordonnées  Xi,y,,z , du  centre  des  forces  parallèles  : 

2 F#  2Fy  2 Fr 


§163.  Centre  de  je  ravi  té  d’un  solide  invariable. — 

Considérons  un  corps  placé  à la  surface  de  la  terre,  et  ayant 
des  dimensions  très-petites  relativement  à celles  du  globe 
terrestre.  Nous  pourrons  regarder  les  actions  de  la  pesan- 
teur sur  les  diverses  molécules  dont  il  est  formé  comme 
étaut  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
de  ces  molécules.  Dès  lors , si  nous  admettons  que  ce 
corps  puisse  être  traité  comme  un  solide  invariable,  il  y 
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aura  Heu  d’appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement au  centre  des  forces  parallèles.  Nous  ne  pouvons 
pas,  il  est  vrai,  changer  à volonté  la  direction  de  la  pesan- 
teur, comme  nous  avons  supposé  qu’on  le  fit  pour  arriver  à 
la  notion  du  centre  des  forces  parallèles  ; mais  nous  pou- 
vons faire  quelque  chose  d’équivalent,  en  changeant  la  posi- 
tion du  corps,  en  le  tournant  successivement  de  différentes 
manières.  Dans  ce  cas,  où  les  forces  parallèles  appliquées 
au  solide  invariable  sont  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
diverses  molécules  qui  le  composent,  le  centre  des  forces 
parallèles  prend  le  nom  de  centre  de  gracile. 

Désignons  par  ;>  le  poids  d’une  molécule  quelconque  du 
solide,  par  x,  y,  ries  coordonnées  de  celte  molécule,  par 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  par  P le 
poids  total  du  solide.  Nous  aurons  pour  déterminer  x,  , y,,r  , 
les  relations 


•C|  = 


Zpx 

~ ' 


.Mais,  si  nous  représentons  par  ni  la  masse  de  la  molécule 
dont  le  poids  cst/>,  et  par  M la  masse  totale  du  corps,  nous 
pourrons  remplacer  p par  ni  g,  et  P par  M g ; en  suppri- 
mant alors  le  facteur  g commun  aux  deux  termes  de 
chacune  des  fractions  précédentes,  nous  arriverons  aux  for- 
mules 


l’ m x 


y 


qui  sont  celles  dont  on  se  sert  habituellement  pour  détermi- 
ner les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

Nous  observerons  que  ces  dernières  formules  ne  renfer- 
ment plus  de  traces  de  l’action  de  la  pesanteur,  que  nous 
avions  considérée  pour  arriver  à la  notion  du  centre  de  gra- 
vité. La  restriction  que  nous  avions  faite  tout  d’abord,  en 
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admettant  que  les  dimensions  du  corps  étaient  très-petites 
par  rapport  à celles  de  la  terre,  peut  doue  être  mise  de  côté  : 
les  formules  que  nous  venons  d’obtenir  peuvent  être  consi- 
dérées comme  définissant  la  posilion  du  centre  de  gravité 
d’un  solide  invariable,  quelles  que  soient  les  dimensions  de 
ce  solide. 

g 16Û.  Détermination  du  centre  de  gravité  d'un 
solide  Invariable.  — Il  arrive  quelquefois  qu’on  a à déter- 
miner le  centre  de  gravité  d’un  solide  formé  par  la  réunion 
de  plusieurs  autres  solides  dont  les  centres  de  gravité  spnt 
connus.  Pour  y arriver,  on  imaginera  que  les  divers  centres 
de  gravité  des  solides  partiels  soient  les  points  d’application 
de  forces  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  niasses 
de  ees  solides  partiels;  le  centre  de  ce  système  de  forces  pa- 
rallèles sera  le  centre  de  gravité  du  solide  total.  Il  suffit  de 
se  reporter  à la  définition  du  centre  de  gravité  pour  se  rendre 
compte  de  cette  manière  d’opérer. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’un  solide  invariable 
constitué  comme  les  corps  naturels,  c’est-à-dire  consistant 
en  un  assemblage  d’un  très-grand  nombre  de  molécules  pla- 
cées à distance  les  unes  des  autres,  on  conçoit  que  la  matière 
qui  compose  ce  solide  soit  répandue  dans  la  totalité  de  l’es- 
pace représenté  par  son  volume  apparent;  on  suppose  que  la 
matière  de  chaque  molécule  se  trouve  étalée  dans  l’espace 
que  celte  molécule  occupe  réellement  et  dans  une  partie  de 
celui  qui  existe  entre  elle  et  les  molécules  voisines  : de  sorte 
qu’aucune  portion  de  l’espace  contenu  à l’intérieur  de  la  sur- 
face apparente  du  solide  ne  soit  vide  de  matière.  Dès  lors, 
si  l’on  décompose  le  volume  apparent  du  corps  en  une  infi- 
nité d’éléments,  chacun  de  ces  éléments  sera  complètement 
rempli  de  matière;  et,  dans  la  recherche  des  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  solide,  on  peut  substituer  ces  élé- 
ments matériels  aux  molécules  dont  le  solide  est  formé. 
Prenons  pour  élément  de  volume  le  parallélipipède  rec- 
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(angle  qui  a pour  arêtes  les  différentielles  dx,  dy,  dz  des 
coordonnées  a:,  y,  z d’un  point  quelconque  du  solide,  el  re- 
présentons par  p dxdydz  la  masse  de  l'élément  matériel 
correspondant;  p sera  la  masse  qu’aurait  l'unité  de  volume 
du  corps,  si  tous  les  éléments  matériels,  de  volume  égal  à 
dxdydz,  dont  celte  unité  de  volume  se  compose,  avaient 
la  même  masse  que  celui  que  nous  considérons  en  particulier  : 
nous  désignerons  cette  quantité  p sous  le  nom  de  mante  tpê- 
cifiyue  du  solide  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
je,  y,  z (*).  Par  la  substitution  des  éléments  matériels 
aux  molécules  dont  le  corps  est  formé,  chacune  des  sommes 

ïmi , S my  , Sm  z , 

qui  entrent  dans  les  expressions  des  coordonnées  je,,  y,,  zt, 
du  centre  de  gravité,  sera  remplacée  par  une  intégrale  triple 
dont  les  limites  seront  fournies  par  la  forme  de  la  surface 
du  corps,  et  l'on  aura 

f'Çfpx  dxdydz  fffpy  dxdydz  f f fpz  dxdydz 

3'i=— , Vi  = — , Z 1 =' . 

M * M M 

La  masse  totale  M du  corps  a d'ailleurs  pour  valeur 
M — j 'f  f f dx  dydz , 

les  limites  de  cette  dernière  intégrale  triple  étant  les  mêmes 

O On  attribue  souvent  le  nom  de  densité  it  la  quantité  que  nous  repré- 
sentons Ici  par  f,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  masse  de  l'unité  de  volume 
du  corps,  dans  le  cas  où  ce  corps  est  homogène.  On  donne  d’ailleurs  le  nom 
de  poids  spécifique  au  poids  de  l'unité  de  volume  d'un  corps  supposé  éga- 
lement homogène.  Il  nous  parait  plus  convenable  de  réserver  le  mot  densité 
pour  désigner  une  qualité  îles  corps  dont  la  représentation  numérique  soit 
indépendante  du  choix  arbitraire  de  l’unité  de  musse  et  de  l'unité  de  poids  ; 
et  d'appeler  densité  d'un  corps  supposé  homogène,  le  rapport  du  poids  de 
ee  corps  au  |H>ids  d'un  égal  volume  d'eau.  El  alors,  de  même  que  le  poids 
de  l'unité  de  volume  de  ce  corps  se  uomme  son  poids  spécifique,  on  |»cul 
attribuer  A la  masse  de  l’unité  de  volume  du  corps  le  nom  de  musse  spéci- 
fique. 
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que  celles  des  intégrales  qui  entrent  dans  les  valeurs  de 
x,,yi,Z|.  La  masse  spécifique  u varie  en  général  d’un  point 
à un  autre  du  solide  ; il  faut  que  cette  quantité  soit  connue 
en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z du  point  auquel  elle  se 
rapporte,  pour  qu’on  puisse  effectuer  le  calcul  des  valeurs 
de  x,,y,,z,. 

§ 165.  Dans  le  cas  particulier  où  p est  constant,  c’est-à- 
dire  où  le  solide  est  homogène,  les  expressions  qui  déter- 
minent x,,  y,,  z,  se  simplifient.  Si  l’on  représente  par  V le 
volume  total  du  corps,  ou  u d'abord 

M = pfffdxdydz  = ^y, 

et  par  suite, 


x.  = ■ 


fff  xdxdydz  J'ff  ydxdydz 


f ff  zdxdydz 
_ 


Dans  ce  cas,  la  position  du  centre  de  gravité  du  solide  ne 
dépend  absolument  que  de  la  forme  de  la  surface  qui  le  ter- 
mine de  toutes  parts  : la  détermination  de  ce  centre  de  gra- 
vité n’est  plus  qu'une  question  de  géométrie. 

11  existe  certaines  règles  au  moyen  desquelles  on  peut 
souvent  simplifier  beaucoup  !a  recherche  du  centre  de  gra- 
vité d’un  solide  homogène  ; nous  allons  les  faire  connaître. 

1°.  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  est  symétrique 
par  rapport  à un  plan,  le  centre  de  gravité  est  situé  sur  ce 
plan  de  symétrie.  — Pour  démontrer  celle  règle , imagi- 
nons que  nous  tracions  sur  le  plan  de  symétrie  P un  sys- 
tème de  droites  parallèles  infiniment  voisines  les  unes  des 
autres,  puis  un  autre  système  de  droites  parallèles,  infini- 
ment voisines,  dirigées  à angle  droit  par  rapport  aux  pre- 
mières ; concevons  en  outre  que  nous  fassions  passer  par 
toutes  ces  droites  des  plans  perpendiculaires  au  plan  de  sy- 
métrie P : le  solide  se  trouvera  divisé  par  là  en  une  infinité 
de  prismes  droitssituésde  part  et  d’autre  du  olan  P,  et  ayant 
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pour  bases  dos  rectangles  infiniment  petits  places  sur  ce 
plan.  Imaginons  enfin  que  nous  coupions  tous  ceux  de  ces 
prismes  qui  sont  d’un  côté  du  plan  I1,  par  une  série  de  plans 
parallèles  à ce  plan  et  infiniment  rapprochés  les  uns  des 
autres  ; puis  que  nous  on  fassions  autant  pour  les  prismes 
situés  de  l'autre  côté,  en  menant  une  autre  série  de  plans 
symétriques  des  précédents  par  rapport  au  plan  P.  En  opé- 
rant ainsi,  nous  aurons  décomposé  le  solide  en  éléments  qui 
sont  tous  symétriques,  deux  à deux,  par  rapport  au  plan  P. 
Cela  étant  fait,  si  nous  considérons  deux  éléments  symé- 
triques l’un  de  l’autre,  ils  auront  mémo  volume,  et  par  suite 
même  poids,  en  admettant  que  le  solide  soit  soumis  à l’action 
de  la  pesanteur  ; la  résultante  de  ces  deux  poids  égaux  aura 
donc  son  point  d'application  au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  deux  éléments,  c’est-à-dire  en  un  point  du  plan  de  sy- 
métrie P ; en  composant  ainsi,  deux  à deux,  les  poids  des  élé- 
ments symétriques  dans  lesquels  le  solide  total  a été  décom- 
posé, on  trouvera  une  série  de  résultantes  partielles  ayant 
toutes  leurs  points  d'application  sur  le  plan  P ; et  par  consé- 
quent le  point  d'application  de  la  résultante  de  toutes  ces 
résultantes  partielles,  c’est-à-dire  le  centre  de  gravité  du 
solide,  sera  également  situé  sur  ce  plan  P. 

2°.  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a un  plan  dia- 
métral, le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  ce  plan  diamétral. 
— Un  plan  diamétral  d’une  surface  est  un  plan  qui  passe 
par  les  milieux  de  toutes  les  cordes  de  la  surface  qui  sont 
parallèles  à une  direction  donnée.  Il  ne  diffère  du  plan  de 
symétrie  qu’en  ce  que  les  cordes,  qu’il  divise  en  deux  par- 
ties égales,  lui  sont  obliques  au  lieu  de  lui  être  perpendi- 
culaires. Il  est  aisé  de  voir  dès  lors  que  la  démonstration 
de  cette  seconde  règle  se  fera  exactement  de  même  que  celle 
de  la  première.  Il  n’v  aura  qu’à  remplacer  les  prismes  droits, 
dans  lesquels  le  solide  avait  été  divisé  d’abord,  par  des  pris- 
mes obliques  avant  leurs  arêtes  parallèles  aux  cordes  que  le 
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plan  diamétral  coupe  en  deux  parties  égales  ; en  partageant 
ensuite  ces  prismes  obliques  en  éléments,  au  moyen  d'une 
série  de  plans  parallèles  au  plan  diamétral  et  symétriques 
deux  à deux  par  rapport  à ce  plan,  on  parviendra  de  même 
à décomposer  le  solide  en  éléments  qui,  deux  à deux,  auront 
même  volume  et  en  conséquence  même  poids,  et  seront  situés 
aux  extrémités  d’une  droile  ayant  son  milieu  sur  le  plan 
diamétral. 

.1”  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a un  axe  de  sy- 
métrie, le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  cet  axe.  — Un  axe 
de  symétrie  d’une  surface  est  une  droite  telle  que  tous  les 
points  de  lu  surface  sont  placés,  deux  à deux,  symétriquement 
par  rapport  à cette  droite.  Imaginons  qu'on  mène  par  l’axe  de 
symétrie  A,  et  tout  autour  de  lui,  une  infinité  de  plans  com- 
prenant entre  eux  des  angles  dièdres  infiniment  petits , cha  - 
cun  de  ces  plans  s’étendant  de  part  et  d’autre  de  l’axe  A ; puis 
qu’on  mène  une  infinité  de  plans  perpendiculaires  à cet 
axe  A,  et  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres;  enfin 
qu’on  décrive  autour  de  la  droite  A,  comme  axe  commun, 
une  infinité  de  surfaces  cylindriques  de  révolution  infini- 
ment voisines  les  uns  des  autres.  Le  corps  se  trouvera  ainsi 
décomposé  en  éléments,  qui  seront,  deux  à deux,  de  même 
poids  et  placés  symétriquement  par  rapport  à l’axe  A ; la  ré- 
sultante des  poids  de  deux  éléments  symétriques  l’un  de 
l’autre  aura  donc  son  point  d'application  sur  cet  axe,  et,  par 
conséquent , il  en  sera  de  même  de?  la  résultante  générale 
des  poids  de;  tous  les  éléments,  c’est-à-dire  du  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

U°  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a un  centre  de 
ligure,  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  ce  centre  de  figure. 
— Concevons  qu’autour  du  centre  de  figure  C de  la  surface, 
comme  centre  commun  , ou  décrive  une  infinité  de  surfaces 
sphériques  infiniment  voisines  les  unes  des  autres;  puis 
qu’après  avoir  divisé  un  hémisphère  appartenant  à l’une  de 
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ces  surfaces  sphériques  en  éléments  infiniment  petits , en  y 
traçant  par  exemple  une  infinité  de  méridiens  et  de  parallè- 
les, on  prenne  tous  ces  éléments  pour  bases  de  cônes,  ayant 
le  point  C pour  sommet  commun  -,  et  qu’enfiu  on  considère 
les  deux  nappes  opposées  de  chacun  de  ces  cônes.  Les  sur- 
faces de  ces  cônes  et  de  ces  sphères  décomposent  le  solide 
en  éléments,  qui  sont  deux  à deux  de  même  poids  et  placés 
symétriquement  par  rapport  au  point  C.  La  résultante  des 
poids  de  deux  éléments  symétriques  a donc  le  point  C pour 
point  d'application,  et,  par  conséquent,  le  centre  de  gravité 
du  solide  est  en  ce  point  C. 

Nous  ferons  incessamment  des  applications  de  ces  diverses 
règles. 

§ 166.  Centre  de  gravité  d'une  surface.  — Supposons 
qu’un  solide  s’étende  suivant  un  plan  ou  suivant  une  surface 
courbe  d’une  forme  quelconque,  et  qu’il  ne  présente  partout 
qu’une  épaisseur  extrêmement  petite,  dans  le  sens  de  la 
normale  au  plan  ou  à la  surface  ; ou  pourra  faire  abstraction 
de  cette  épaisseur,  et  concevoir  que  toute  la  matière,  dont  le 
solide  est  formé , se  trouve  située  sur  la  surface  plane  ou 
courbe  dont  il  s’agit.  C’est  ainsi  qu’on  est  conduit  à considé- 
rer une  surface  comme  étant  matérielle,  et,  par  conséquent, 
comme  ayant  un  centre  de  gravité. 

Si  la  matière  était  répartie  d’une  manière  quelconque  sur 
toute  l’étendue  de  la  surface,  il  faudrait  que  l’on  connût  la 
loi  de  celte  répartition,  pour  qu’on  pût  trouver  la  position 
de  son  centre  de  gravité.  Mais  on  suppose  habituellement 
que  la  surface  est  homogène,  c’est-à-dire  que  tous  les  élé- 
ments de  même  étendue , dans  lesquels  on  peut  la  décom- 
poser, contiennent  la  meme  masse  de  matière  ; la  position 
du  centre  de  gravité  ne  dépend  plus  alors  que  de  la  forme  de 
la  surface,  et  sa  détermination  rentre  dans  ce  que  nous 
avons  dit  (§  165)  relativement  aux  solides  homogènes. 

S’il  s’agit  en  particulier  d’une  surface  plane  limitée  à un 
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contour  donné,  il  est  clair  que  le  centre  de  gravité  de  cette 
surface  sera  dans  son  plan  ; en  sorte  que  ce  point  sera  entiè- 
rement connu,  dès  qu’on  aura  ses  deux  coordonnées  rap- 
portées à des  axes  tracés  dans  ce  plan.  Soit  A l’aire  de  la 
surface;  on  aura 

A =//  dxdy, 

l’intégrale  s'étendant  à tous  les  éléments  situés  à l'intérieur 
du  contour  donné.  Si  l’on  observe  que,  en  raison  de  l’homo- 
généité de  la  surface,  les  masses  des  divers  éléments  qui  la 
composent  sont  proportionnelles  à leurs  aires,  on  aura,  pour 
déterminer  les  coordonnées  xi,  y>  de  son  centre  de  gravité, 
les  formules 

//  xdxdy 
ffydxdy 

dans  lesquelles  les  intégrales  s’étendent  aux  mêmes  limites 
que  celle  qui  fournit  la  valeur  de  A.  On  pourra,  d’ailleurs, 
quand  l’occasion  s’en  présentera,  profiter  des  règles  qui  ont 
été  établies  (§  165)  pour  simplifier  la  recherche  du  centre 
de  gravité  d’un  solide  homogène  dans  certains  cas  : on  re- 
connaît, en  effet,  sans  difficulté,  que  ces  règles  sont  appli- 
cables à la  détermination  du  centre  de  gravité  d’une  surface 
plane  homogène. 

Lorsque  la  surface  dont  on  veut  trouver  le  centre  de  gra- 
vite, et  que  l’on  suppose  homogène,  n’a  pas  tous  ses  points 
situés  dans  un  même  plan,  ou  rapporte  son  centre  de  gra- 
vité à trois  axes;  et,  si  l’on  désigne  encore  par  A faire  totale 
de  celle  surface,  aire  qui  a pour  valeur 

A=//  V^1  + (c)'+ 

19. 
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on  a pour  déterminer  les  coordonnées  x, , y,,  z,  du  centre 
de  gravité 


J J * V 1 "H 

A 

/ / 'J  \J  1 + 1 

(dz\‘  (dzV  . 
[dx)  + U)  y 

A 

A 


Les  quantités  ^ ^ , qui  entrent  dans  ces  formules  , sont 

les  dérivées  partielles  de  z,  par  rapport  à x et  à y,  déduites 
de  l'équation  de  la  surface;  et  les  intégrales  doubles  s’é- 
tendent à toute  la  partie  du  plan  des  xy,  sur  laquelle  la  sur- 
face se  projette.  Nous  devons  remarquer  ici  que,  pour  trouver 
le  centre  de  gravité  d’une  surface  homogène,  dont  tous  les 
points  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan,  on  ne  peut 
faire  usage  que  de  trois  des  quatre  règles  qui  ont  été  données 
pour  simplifier,  dans  certains  cas,  la  recherche  du  centre  de 
gravité  d’un  solide  homogène  (§  165);  la  seconde,  celle  qui 
se  rapporte  à un  plan  diamétral,  doit  être  mise  de  côté  : il 
est  aisé  de  voir,  en  effet,  que,  si  une  surface  a un  plan  dia- 
mé'.ral,  et  si  l’on  prend  les  deux  éléments  suivant  lesquels 
elle  est  coupée  par  un  prisme  ayant  pour  base  un  rectangle 
infiniment  petit,  tracé  sur  le  plan  diamétral,  et,  pour  arêtes, 
des  parallèles  aux  cordes  que  ce  plan  divise  en  deux  parties 
égales,  il  arrivera  généralement  que  ces  deux  éléments  de 
surface  n'auront  pas  des  aires  égales,  et,  par  conséquent, 
n'auront  pas  même  masse. 

§ 167.  Outre  de  gravite  d’une  ligne.  — Des  consi- 
dérations analogues  à celles  que  nous  avons  indiquées  dans 
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le  paragraphe  précédent,  ont  conduit  à regarder  une  ligne, 
droite  ou  courbe,  comme  étant  matérielle,  et,  par  suite, 
comme  ayant  un  centre  de  gravité.  Un  suppose  ordinaire- 
ment que  la  ligne  est  homogène,  c’est-à-dire  que  les  divers 
éléments  de  même  longueur,  dans  lesquels  on  peut  la  décom- 
poser, renferment  la  même  masse  de  matière.  Dans  ce  cas, 
les  règles  qui  ont  été  données  (§  165)  relativement  ù la  dé- 
termination du  centre  de  gravité  d'un  solide  homogène, 
peuvent  être  employées,  à l’exception  de  la  seconde,  sur  la- 
quelle nous  pourrions  faire  une  observation  entièrement 
analogue  à celle  que  nous  avons  déjà  faite  à l’occasion  du 
centre  de  gravité  d’une  surface  dont  tous  les  points  ne  sont 
pas  situés  dans  un  même  plan  (g  166). 

Si  la  ligne  dont  on  veut  trouver  le  centre  de  gravité  est 
rapportée  à trois  axes  rectangulaires,  et  si  l'on  désigne 
par  S la  longueur  totale  de  cette  ligne,  on  aura 


S 


dx , 


-f-  et  j-  étant  les  dérivées  de  y et  de  r,  par  rapport  à x, 
dx  dx 

déduites  des  équations  de  la  ligne  dont  il  s’agit,  cl  l’inté- 
grale s’étendant  à toutes  les  parties  de  la  projection  de  cette 
ligne  sur  l’axe  des  x.  Les  masses  des  divers  éléments  de  la 
ligne,  supposée  homogène,  étant  proportionnelles  à leurs 
longueurs,  on  trouvera  les  coordonnées  r,t  y,,  z,  de  son 
rentre  de  gravité,  au  moyen  des  formules 


•r,  = 


.*/«  = 


./  * s/ 1 + [d£)  + (è)  Ax 

s 

/»  V/,+(s)'+(c)',il 

S 
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dx 


dans  lesquelles  les  limites  des  intégrales  sont  les  mêmes  que 
dans  la  valeur  de  S. 

Si  la  ligne  dont  on  s’occupe  est  plane,  il  est  clair  que  son 
centre  de  gravité  est  situé  dans  son  plan.  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  h , y>  du  centre  de  gravité,  rapportées  à deux 
axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  de  la  ligne,  sont  dé- 
terminées par  les  deux  premières  des  formules  précédentes, 
dx  . , 

en  y supposant  égal  a zéro. 

§ 168.  Exemples  divers  de  rentres  de  gravité.  — 

Ligne  droite.  — Le  centre  de  gravité  d’une  ligne  droite,  de 
longueur  donnée,  est  évidemment  au  milieu  de  sa  longueur. 

Ligne  brisée.  — Pour  obtenir  le  centre  de  gravité  d'une 
ligue  brisée,  dont  les  côtés  sont  situés  ou  non  dans  un  même 
plan , il  faut  imaginer  qu’on  applique  aux  milieux  de  ses 
divers  côtés  des  forces  parallèles,  dirigées  dans  le  même 
sens,  et  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés  : le 
centre  de  ces  forces  parallèles,  obtenu,  soit  par  la  compo- 
sition successive  des  forces  (§  157),  soit  par  les  formules 
qui  déterminent  ses  coordonnées  (§  162),  sera  le  centre  de 

Contour  d'un  triangle.  — Con- 
sidérons, en  particulier,  le  cas  d’une 
ligne  brisée  qui  forme  le  contour 
d'un  triangle  ABC,  fig.  82.  Nous  de- 
vons appliquer  aux  points  A’,  B’,  C, 
milieux  de  BC,  AC,  AB,  des  forces 
parallèles,  de  même  sens,  et  pro- 
portionnelles aux  longueurs  de  ces 
côtés.  Composons  les  deux  forces 
appliquées  en  A’  et  B',  et  soit  D le  point  d’application  de 
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leur  résultante  ; nous  n’aurons  plus  qu’à  composer  la  résul- 
tante partielle  ainsi  obtenue  avec  la  force  appliquée  en  C', 
pour  avoir  la  résultante  définitive  des  trois  forces  appliquées 
en  A',  H',  C'  : donc  le  centre  de  gravité  du  contour  du  trian- 
gle ABC  se  trouve  sur  la  ligne  C'D.  Observons  maintenant 
que,  d’après  la  manière  dont  le  point  I)  a été  obtenu,  on  a la 
proportion 

Al)  AC 
B D ~ BC  ’ 

puisque  les  forces  appliquées  en  A' et  II'  sont  proportion- 
nelles aux  côtés  BC,  AC;  mais  la  ligne  A'C',  qui  joint  les 
milieux  des  côtés  BC,  B A,  est  égale  à la  moitié  de  AC,  et, 
de  même,  la  ligne  B C’  est  égale  à la  moitié  de  BC,  de  sorte 
qu’on  a aussi 

UU  _ A'C' 

BÜ  — B C'  ' 

donc  la  ligne  C'D,  qui  contient  le  centre  de  gravité  du  con- 
tour du  triangle  ABC,  divise  l’angle  A'C'B'  en  deux  parties 
(•gales.  Un  verrait  de  même  que  ce  centre  de  gravité  se  trouve 
sur  la  bissectrice  de  l’angle  B' A'C',  et  aussi  sur  celle  de 
l’angle  A'B’C'  : on  peut  donc  dire  que  le  centre  de  gravité 
du  contour  d’un  triangle  est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans 
un  autre  triangle,  que  l’on  obtient  en  joignant  deux  à deux 
les  milieux  des  côtés  du  premier  triangle. 

Arc  de  cercle.  — Un  arc  de  cercle  étant  symétrique  par 
rapport  au  rayon  qui  passe  par  son  milieu,  son  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  ce  rayon.  Pour  trouver  en  quel  point 
de  ce  rayon  il  est  placé,  rapportons  l’arc  de  cercle  à des  axes 
coordonnés  rcciungulaires  tracés  dans  son  plan  et  passant 
par  le  centre  du  cercle  dont  il  fait  partie,  et  prenons  le  rayon 
dont  on  vient  de  parler,  pour  axe  des  t. 

Si  nous  désignons  par  l la  longueur  de  l’arc  dont  il  s’agit, 
par  c sa  corde,  par  « la  distance  du  ce  être  à cette  corde,  et 
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par  r le  rayon  du  cercle,  nous  aurons  pour  l’abscisse  je,  du 
centre  de  gravité  cherché 


L’intégrale  doit  s'étendre  aux  projections  de  tous  les  élé- 
ments de  l'arc , situés,  soit  au-dessus , soit  au-dessous  de 
I axe  des  ^ j nous  pouvons  ne  l’étendre  qu'aux  projections  de 
la  moitié  de  cet  arc  qui  est  située  au-dessus  de  l’axe  des  x, 
pourvu  que  nous  doublions  le  résultat  : nous  aurons  donc 

2r  Xl^c  2r  . rc 


§ 169.  Parallélogramme.  — Un  parallélogramme  a un 
centre  de  figure,  qui  est  le  point  de  rencontre  de  ses  diago- 
nales : donc  son  centre  de  gravité  est  en  ce  point. 


Triangle. — Le  centre 
de  gravité  de  la  surface 
d’un  triangle  ABC,  fig. 
83,  est  situé  sur  la  ligne 
AD  qui  joint  le  sommet 
A au  milieu  I)  du  côté 


ri|t-  83 • BC.  Ln  effet,  si  l’on  mène 

par  cetti*  ligne  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du  triangle, 
on  a un  plan  diamétral  correspondant  aux  cordes  parallèles 
à BC;  ce  plan  contient  donc  le  centre  de  gravité,  et,  par 
conséquent,  son  intersection  A D avec  le  plan  du  triangle  le 
contient  également.  Un  verrait  de  même  que  le  centre  de 
gravité  du  triangle  se  trouve  sur  lu  ligne  B E qui  joint  le 
sommet  B au  milieu  E du  côté  opposé  AC;  donc  il  est  situé 
au  point  (1,  où  se  coupent  les  deux  ligues  AD,  BE.  La 
ligne  DE,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AC,  BC,  est  paral- 
lèle à AB;  les  deux  triangles  A G B,  EGI)  sont  donc  sem- 
blables; et,  comme  A B est  double  de  DE,  AG  est  également 
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douille  de  f»L)  ; donc  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC 
est  sur  la  ligne  qui  joint  le  sommet  A au  milieu  de  la  base  BC, 
et  au  tiers  de  cette  ligue  à partir  de  la  base. 

Un  peut  remarquer  que  le  centre  de  gravité  d'un  triangle 
est  le  même  que  celui  de  trois  points  matériels  de  même 
masse,  placés  aux  sommets  de  ce  triangle,  et  supposés  liés 
invariablement  entre  eux.  En  effet,  si  nous  considérons  ces 
trois  points  matériels  placés  en  A,B,C,  fig.  83,  comme  sou- 
mis  à l'action  de  la  pesanteur,  les  poids  des  deux  points  B,  C 
se  composeront  en  une  force  double  de  chacun  d’eux  et  ap- 
pliquée au  point  Ü milieu  de  la  droite  BC;  cette  force  se 
composera  à son  tour  avec  le  poids  du  point  A,  et  il  en 
résultera  une  force  unique  appliquée  en  un  point  de  la 
ligne  A I)  tel  que  sa  distance  au  point  A soit  double  de  sa 
distance  au  point  I)  : c’est  donc  en  G que  sera  appliquée  cette 
résultante  définitive,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Au  lieu  de  trois  points  matériels  placés  en  A,B,C,  on  peut 
supposer  qu’il  s’agisse  de  trois  corps  de  même  masse  et  de 
formes  quelconques,  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable, 
et  ayant  leurs  centres  de  gravité  respectifs  en  ces  points  ; 
le  centre  de  gravité  de  l’ensemble  de  ces  trois  corps  sera 
encore  le  même  que  celui  du  triangle  ABC. 

Polygone.  — Un  polygone  peut  être  décomposé  en  trian- 
gles, au  moyen  de  diagonales,  partant  par  exemple  d’un  même 
sommet.  Si  l’on  regarde  les  centres  de  gravité  de  ces  trian- 
gles comme  les  points  d'application  d’autant  de  forces  pa- 
rallèles, dirigées  dans  le  même  sens,  et  proportionnelles  aux 
surfaces  de  ces  triangles,  on  n’aura  plus  qu’à  chercher  le 
centre  de  ces  forces  parallèles,  pour  avoir  le  centre  de  gra- 
vité du  polygone. 

Trapèze.  — Le  centre  de  gravité  d’un  trapèze  ABCD, 
fig.  86,  peut  s’obtenir  en  appliquant  ce  qui  vient  d’être  dit  pour 
un  polygone  quelconque.  Si  l’on  mène  la  diagonale  A D,  on  dé- 
compose le  trapèze  en  deux  triangles  A D B,  ACD;  le  centre 
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de  gravite  Gi  du  premier  triangle  est  situe  sur  la  ligne  UE, 


Fig.  SA 

menée  du  sommet  U au  milieu  E de  la  base  A B,  et  au  tiers 
de  cette  ligne  à partir  du  point  E;  le  centre  de  gravité  Gj  du 
second  triangle  se  trouve  placé  de  la  même  manière,  sur  la 
ligne  qui  joint  le  point  A au  milieu  F du  côté  ED  : le  point  G, 
qui  divise  la  ligne  Gi  G*  en  deux  parties  GGi,  GGi  inverse- 
ment proportionnelles  aux  surfaces  des  triangles  A DB,  AGI), 
ou  bien  à leurs  bases  AB,  CD,  est  le  centre  de  gravité  du 
trapèze.  La  détermination  de  ce  point  peut  être  simplifiée, 
en  remarquant  que  le  plan  mené  par  la  ligne  EF,  perpen- 
diculairement au  plan  du  trapèze,  est  un  plan  diamétral  cor- 
respondant aux  cordes  parallèles  à AB  ou  à CD  : le  centre 
de  gravité  G du  trapèze  se  trouve  donc  sur  la  ligne  EF,  et 
par  conséquent  il  sera  fourni  par  l’intersection  de  cette 
ligne  EF  avec  lu  ligne  Gt  Gi. 

Nous  pouvons  encore  chercher  les  distances  x,  x'  du 
point  G aux  deux  bases  AB,  CD  du  trapèze,  en  appliquant 
le  théorème  des  moments  (§  158)  au  système  des  forces 
parallèles  qui  représentent  les  poids  des  deux  trian- 
gles A I)B,  ACD,  et  qui  agissent  aux  points  G,,Gi.  Suppo- 
sons que  ces  forces  soient  dirigées  perpendiculairement  au 
plan  du  trapèze,  et  prenons  leurs  moments  successivement 
par  rapport  à chacun  des  deux  plans  qu’on  peut  mener  pa- 
rallèlement à leur  direction  par  les  côtés  AB,  CD.  Si  nous 
désignons  la  hauteur  du  trapèze  par  h ; si,  de  plus,  nous 
remplaçons  les  forces  appliquées  en  Gi,Gi,  et  leur  résul- 
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tante,  par  les  lignes  A B,  CD,  AB-+-CD,  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles, nous  aurons  les  deux  équations 

(AB+CD)x=AB.  y + CD.  y, 

(AB+CD)ar’=AB.  ^+CD.^. 

♦5  «i 

En  les  divisant  membre  à membre,  on  en  déduit 
x _ AB+2CD 
x'  .2AB+CD  ' 

Ce  résultat  montre  que  l’on  peut  trouver  le  centre  de  gra- 
vité du  trapèze  en  prolongeant  le  côté  B A d’une  quantité  A H 
égale  ù CD,  puis  le  côte  CD  d’une  quantité  D K égale  à A B, 
et  en  prenant  ensuite  le  point  de  rencontre  G de  la  ligne  H K 
avec  la  ligne  EF.  En  effet,  les  triangles  EGH,  FGK,  ainsi 
(ormes,  sont  semblables,  et  donnent 

CE Eli  _|AB  + CD_  AB  + 2C1) 

GF  F’K  AB  + iCD  2AB  + CD  ; 


et  comme  les  distances  ar,  x'  de  ce  point  G,  aux  côtés  A B,  CD 
sont  proportionnelles  aux  lignes  G E,  G F,  il  s’ensuit  que  ce 
point  G est  bien  le  centre  de  gravité  cherché,  puisque  nous 
savions  déjà  qu'il  devait  être  situé  sur  la  ligue  E F. 

Quadrilatère.  — Pour 
trouver  le  centre  de  gra- 
vité d'un  quadrilatère  quel- 
conque, ABC I),  fig.  85, 
on  le  décompose  en  deux 
triangles  au  moyen  de  lu 
diagonale  AC;  on  joint  les 
points  B,  D,  au  milieu  E de 
la  diagonale  ; on  prend  les 
points  Gi,Gï  situés  sur  les  lignes  BE,DE,  et  au  tiers  de 
chacune  d'elles,  à partir  du  point  E;  et,  enfin,  on  divise  la 
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ligne  Gi  G 3 en  deux  parties  GG,,  GGi  inversement  propor- 
tionnelles aux  surfaces  des  triangles  ABC,  ADC.  Si  l’on  ob- 
serveque  les  surfaces  de  ces  triangles  sont  entre  elles  comme 
les  distances  des  sommets  B,  D à la  diagonale  AC,  et,  par 
conséquent,  comme  les  lignes  B II,  DU  ; et  que,  de  plus,  la 
ligne  G,  Gq  est  parallèle  à BD,  on  verra  qu’il  suffit  de  pren- 
dre DK  — B1I,  et  de  joindre  le  point  K un  point  F.,  pour  di- 
viser la  ligne  G,  Gi  dans  le  rapport  voulu  . en  sorte  que  le 
point  G,  situé  à la  rencontre  de  la  ligne  G,  Gj  avec  la 
ligne  K K,  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

A Secteur  et  segment  de  cercle.  — 
I’our  déterminer  le  centre  de  gravité 
\ du  secteur  circulaire  AO  B,  fi  g.  86, 

0 c>  r T Ie  on  peut  concevoir  que  l’arc  AB  soit 

1 / partagé  en  une  infinité  d’éléments 
égaux,  et  que  le  secteur  AOB  soit  dé- 
Fi**  composé  en  secteurs  infiniment  petits 

correspondant  il  ces  divers  éléments  d'arcs.  Chacun  de  ces 
secteurs  élémentaires  peut  être  regardé  comme  étant  un 
triangle,  et , en  conséquence,  son  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  l’arc  de  cercle  CD,  décrit  du  point  O comme 
centre  avec  un  rayon  OC  égal  aux de  OA;  le  centre  de 
gravité  G du  secteur  AOB  sera  donc  le  point  d’application 
de  la  résultante  d’une  infinité  de  forces  parallèles  et  égales 
agissant  sur  des  points  régulièrement  distribués  le  long  de 
l’arc  CD,  c’est-à-dire  qu’il  sera  le  même  que  le  centre  de 
gravité  de  l’arc  C D.  Si  l’on  désigne  par  r le  rayon  O A,  par  /, 
la  longueur  de  l’arc  A B,  et  par  c,  la  corde  de  cet  arc,  ou 
aura,  d’après  ce  qu’on  a vu  précédemment  (§  168), 

OG=  — i 


le  point  G est  d’ailleurs  situé  sur  la  ligne  OE  qui  divise 
l'angle  AOB  en  deux  parties  égales. 
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Le  secloiir  AU  K esi  égal  à la  somme  du  triangle  AU  B et 
du  segment  A K B.  Les  surfaces  du  secteur,  du  triangle,  et  du 
segment  ont  respectivement  pour  valeurs 

;»•/,  ; (IC , ; (rl  — ac)  , 

en  désignant  par  a la  distance  U F ; les  centres  de  gravite  de 
ces  trois  surfaces  sont  tous  situés  sur  la  ligne  UE,  elles  dis- 
tances des  deux  premiers  au  point  U sont 


en  sorte  que,  si  l’on  désigne  par  x la  distance  du  point  Ü au 
centre  de  gravité  du  segment  AEB,  on  aura  d’après  le  théo- 
rème des  moments  (§  158) 

■ rl.  ] ^ = i ac.  \ ci  4-  i ( rl  — ac).  x. 

Un  en  lire 

_ 5 (rl  — o’)  c cl 

‘ rl — ac  ~~  G (rl  — ac)  ’ 

ce  qui  fait  connaître  la  position  du  centre  de  gravité  du 
segment  AEB. 

Zone gphèrique.  — Le  centre  de  gravité  d’une  zone  sphé- 
rique à deux  bases  est  situé  sur  le  diamètre  de  la  sphère 
qui  passe  par  les  centres  de  ces  deux  bases;  car  ce  diamètre 
est  un  axe  de  symétrie  de  la  zone.  Pour  trouver  la  position 
que  le  centre  de  gravité  occupe  sur  ce  diamètre,  imaginons 
que  l'on  ait  divisé  la  hauteur  de  la  zone  en  une  infinité  de 
parties  égales,  et  que,  par  les  points  de  division,  on  ait 
mené  des  plans  parallèles  aux  plans  des  deux  bases;  la  zone 
se  trouvera  ainsi  partagée  en  une  infinité  de  zones  ayant 
toutes  une  même  hauteur  infiniment  petite,  et,  par  consé- 
quent, une  même  surface  : on  trouvera  donc  le  centre  de 
gravité  de  la  zone  totale,  en  cherchant  le  point  d’application 
de  la  résultante  d’une  infinité  de  forces  parallèles  et  égales, 
régulièrement  réparties  le  long  de  la  droite  qui  joint  les 
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centres  de  ces  deux  bases,  c’est-à-dire  qu’il  est  situé  préci- 
sément au  milieu  de  cette  droite. 

§ 170.  Parallélépipède.  — Le  centre  de  gravité  d’un  pa- 
rallélipipède  se  trouve  au  point  de  rencontre  de  ses  diago- 
nales, point  qui  est  un  centre  de  figure  pour  la  surface  de 
ce  corps. 

Pri*me.  — Le  plan 
qui  passe  par  les  mi- 
lieux M,N,P  des  arêtes 
A D,  H E,  CF  d’un  prisme 
triangulaire,  fig.  87,  est 
Fi*-  87>  un  plan  diamétral  cor- 

respondant aux  cordes  parallèles  à ces  arêtes;  et,  par  con- 
séquent, il  renferme  le  centre  de  gravité  de  ce  prisme.  Le 
plan  mené  par  A D et  par  le  milieu  Q de  l’arête  BC  est  éga- 
lement un  plan  diamétral  correspondant  aux  cordes  paral- 
lèles à BC,  et  il  en  est  de  même  du  plan  mené  par  BE  et 
par  le  milieu  R de  l'arête  AC  : donc  le  centre  de  gravité  du 
prisme  se  trouve  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans,  c’est- 
à-dire  sur  la  parallèle  à l'arête  A D menée  par  le  centre  de 
gravité  Gi  du  triangle  A BC.  Ainsi , c’est  à l'intersection  de 
cette  dernière  ligne  avec  le  plan  M N P,  qu’est  situé  le  centre 
de  gravité  G du  prisme  triangulaire  ABCDEF.  Il  est  clair, 
d’après  cela,  qu’on  peut  dire  que  le  centre  de  gravité  d’un 
prisme  triangulaire  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravilé  de  ses  deux  bases,  ou  bien  encore  qu’il 
coïncide  avec  celui  du  triangle  suivant  lequel  le  prisme  est 
coupé  par  un  plan  mené  parallèlement  aux  deux  bases,  et  à 
égale  distance  de  chacune  d'elles. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’un  prisme  quelconque 
à bases  parallèles,  on  peut  le  décomposer  en  prismes  trian- 
gulaires, au  moyen  de  divers  plans  menés  par  une  de  ses 
arêtes  latérales.  Un  plan  mené  par  les  milieux  de  toutes  les 
arêtes  latérales  coupera  les  divers  prismes  triangulaires 
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ainsi  obtenus,  suivant  des  triangles  dont  les  centres  de  gra- 
vité seront  eu  même  temps  ceux  de  ces  prismes;  et  les  sur- 
faces de  ces  triangles  seront,  en  outre,  proportionnelles  aux 
volumes  des  mêmes  prismes  : il  est  aisé  de  conclure  de  là 
que  le  centre  de  gravité  du  prisme  total  coïncide  avec  celui 
du  polygone,  suivant  lequel  il  est  rencontré  par  ce  plan 
sécant,  et  que,  par  conséquent,  ce  centre  de  gravité  se  trouve 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases  du  prisme. 


Pyramide.  — Soit 
ABCD,/fy.  88,  une  pyra- 
mide triangulaire. Le  plan 
mené  par  AB  et  par  le 
milieu  £ de  CD,  est  un 
plan  diamétral  correspon- 
dant aux  cordes  parallèles 
à CD  ; le  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  se  trouve 
donc  dans  ce  plan , et , 
comme  il  doit  être  par  la 
même,  raison  dans  le  plan 
mené  par  AD  et  par  le 
milieu  K de  BC , il  s’en- 
suit qu'il  est  situé  sur  la  ligne  ACn  qui  joint  le  sommet  A au 
centre  de  gravité  Gi  de  la  face  opposée  BCD.  On  verra  de 
même  que  la  ligne  menée  du  point  B au  centre  de  gravité  G? 
de  la  face  AC.  D renferme  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  ; 
en  sorte  que  ce  point  n’est  autre  chose  que  l'intersection  G 
des  deux  lignes  AG|,BG2.  D’après  les  positions  que  les 
poinlsG,  ,G'i  occupent  sur  les  côtés  £ B,  E A du  triangle  A BE, 
on  voit  que  Gi  G?  est  parallèle  à A B et  égal  au  tiers  de  celte 
ligne;  donc  les  triangles  A G B,  G G,  G*  sont  semblables, 
et  GG i est  le  tiers  de  AG;  donc  enfin  GG,  est  le  quart 
de  AGi. 
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Il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  centre  de  gravité  G de  la 
pyramide  triangulaire  ABCD,  coïncide  avec  le  centre  de 
gravité  du  triangle  suivant  lequel  cette  pyramide  est  coupée 
par  un  plan  mené  parallèlement  à la  base  BCD,  et  à une 
distance  de  cette  base  égale  au  quart  de  la  hautcui . 

Si  l’on  mène  un  plan  par  CD  et  par  le  milieu  II  de  A B,  il 
contiendra  le  point  G ; ce  point  G sera  donc  situé  sur  l'in- 
tersection du  plan  ABE  avec  le  plan  CDU,  c’est-à-dire 
sur  la  ligne  EH  qui  joint  les  milieux  des  deux  arêtes  op- 
posées CI),  A B.  I)e  même,  la  ligne  KL  qui  joint  les  milieux 
des  arêtes  opposées  BC,  AI),  passera  par  G.  Mais  les 
lignes  H K et  LE  sont  toutes  deux  parallèles  à AC  et  égales 
à la  moitié  de  cette  dernière  ligne;  donc  ll,K,L,E  sont 
les  sommets  d’un  parallélogramme,  et,  par  suite,  les  li- 
gnes EH,  KL  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales  : 
donc,  enfin,  le  centre  de  gravité  d’une  pyramide  triangu- 
laire est  au  milieu  de  la  ligue  qui  joint  les  milieux  de  deux 
arêtes  opposées. 

Quatre  corps  de  mémo  masse  étant  liés  les  uns  aux  autres, 
de  manière  que  leurs  centres  de  gravité  respectifs  coïncident 
avec  les  sommets  A,  B,C,  I),  d’une  pyramide  triangulaire,  le 
ceulrc  de  gravité  de  l’ensemble  de  ces  quatre  corps  est  le 
même  que  celui  de  la  pyramide.  En  effet,  les  poids  égaux 
des  deux  corps  placés  en  A et  B se  composent  en  une  force 
double  de  chacun  d’eux  et  appliqué  en  H ; les  poids  égaux 
des  autres  corps,  placés  en  C et  D,  se  composent  aussi  en 
une  force  double  de  chacun  d'eux  et  appliquée  en  E ; enfin, 
ces  deux  résultantes  partielles,  qui  sont  égales,  auront  une 
résultante  appliquée  au  point  G,  milieu  de  la  ligue  EH. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d’une  pyramide  à base 
quelconque,  concevons  qu’on  l’ait  décomposée  eu  pyramides 
triangulaires,  au  moyen  de  plans  menés  par  sou  sommet  et 
par  diverses  diagonales  du  polygone  qui  forme  sa  base,  et 
qu’on  ait  ensuite  coupé  toutes  ces  pyramides  par  un  plan 
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parallèle  au  plan  de  la  base,  et  distant  de  ce  plan  d’une 
quantité  égale  au  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide.  Les 
centres  de  gravité  des  diverses  pyramides  triangulaires  ainsi 
obtenues  sont  les  mêmes  que  ceux  des  triangles  suivant  les- 
quels elles  sont  rencontrées  par  ce  plan  sécant,  et  leurs  vo- 
lumes sont  proportionnels  aux  surfaces  de  ces  mêmes  trian- 
gles; on  en  conclura  facilement  que  le  centre  de  gravité  de 
la  pyramide  totale  est  précisément  le  même  que  le  centre  de 
gravité  du  polygone  suivant  lequel  elle  est  rencontrée  par  le 
plan  sécant.  On  peut  dire,  d’après  cela,  que  le  centre  de 
gravité  d’une  pyramide  à base  quelconque  se  trouve  sur  la 
ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gravité  de  sa  base, 
et  au  quart  de  cette  ligne,  à partir  de  la  base. 

Cylindre.  — Le  centre  de  gravité  d’un  cylindre  quelcon- 
que, à bases  parallèles,  se  trouve  au  milieu  de  la  ligne  qui 
joint  les  centres  de  gravité  de  scs  deux  bases  ; car  un  cylindre 
peut  être  regardé  comme  étant  un  prisme  dont  la  base  est 
un  polygone  infinitésimal. 

Cône.  — Le  centre  de  gravité  d’un  cône  quelconque  se 
trouve  sur  la  ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gra- 
vité de  sa  base,  et  au  quart  de  cette  ligne,  à partir  de  la 
base  ; car  un  cône  peut  être  assimilé  à une  pyramide  ayant 
pour  base  un  polygone  inlinitésimal. 

Secteur  et  segment  sphérique s.  — Un  raisonnement  ana- 
logue à celui  qui  a été  fait  pour  le  secteur  circulaire,  montre 
que  le  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique  est  le  même 
que  celui  de  la  zone  sphérique  à une  base  que  l’on  obtien- 
drait en  réduisant  tous  les  rayons  du  secteur  sphérique 
aux  \ de  leur  longueur.  On  voit,  par  là,  que  ce  centre  de 
gravité  est  situé  sur  l’axe  du  secteur,  et  à une  distance  du 
centre  de  la  sphère  égale  à 

» r -1  h 

r étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  h la  hauteur  de  la  zone  qui 
sert  de  base  au  secteur. 
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Un  secteur  sphérique  peut  être  décomposé  en  un  rêne  de 
révolution,  et  un  segment  ù une  base.  Les  volumes  du  sec- 
teur, du  cdnc,  et  du  segment,  sont  respectivement 

?7rr!A,  |7rA(r — A)  (2r — A),  j ir  A1  (3r  — A); 

les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  centres  de  gravité 
du  secteur  et  du  cône,  sont  d’ailleurs  égales  ù 
\r-\h,  i (r  — A)  ; 

donc,  si  l’on  désigne  par  x la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  centre  de  gravité  du  segment,  et  qu’on  applique  le  théo- 
rème des  moments  (§  158),  on  aura  l'équation 
î-itr*A.(J  r — |A)=  jîiA(r — A)(2r — A).  ’ (r— A)-H  rA’(3r— A).*: 


on  en  déduit 


x — 


(2r  — A)1 

3 r — A 


§ 171.  Théorème  de  fâuldin.  — L’aire  de  la  surface 
engendrée  par  un  arc  de  courbe  plane,  tournant  autour 
d’une  droite  située  dans  son  plan,  est  égale  au  produit  de 
la  longueur  de  cet  arc  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravité;  le  volume  du  solide  engendré  par  une 
aire  plane,  tournant  autour  d’une  droite  située  dans  son 
plan,  est  égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence 
que  décrit  son  centre  de  gravité  : c’est  dans  ces  deux  propo- 
sitions que  consiste  le  théorème  de  Guldin. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  ce  théorème,  sup- 
posons que  la  courbe  mobile  soit  rapportée  à deux  axes  rec- 
tangulaires tracés  dans  son  plan,  et  que  l’un  de  ces  axes, 
l’axe  des  x,  coïncide  avec  la  droite  autour  de  laquelle  on  la 
fait  tourner.  Chaque  élément  du  de  la  courbe,  en  tournant 
autour  de  l’axe  des  x,  décrit  la  surface  latérale  d’un  tronc  de 
cône,  dont  l’aire  a pour  valeur  2 xyd»-,  Paire  totale  de  la 
surface,  décrite  par  la  courbe  mobile,  sera  donc  égale  à 


j'îr.yds , 
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l’intégrale  s’étendant  dans  toute  la  longueur  de  l’arc  de 
courbe  que  l’on  considère.  Mais  on  a,  d’après  le  théorème 
des  moments, 

fyds  = y , S, 

en  désignant  par  S la  longueur  de  la  courbe  mobile,  et 
par  t/i  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité  : l'aire  de  la  sur- 
face engendrée  par  cette  courbe  sera  donc  exprimée  par 

2iryi  S, 

conformément  à l’énoncé. 

La  seconde  partie  du  théorème  se  démontre  d'une  manière 
analogue.  Le  rectangle  infinitésimal  dont  les  côtés,  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés,  sont  égaux  à dx,  dy,  décrit  en 
tournant  un  cylindre  creux,  dont  le  volume  a pour  va- 
leur 2-nydxdy,  le  volume  total  du  solide  engendré  par 
l'aire  mobile  sera  donc  égal  à 

ffïnydxdy, 

l’intégrale  s'étendant  à tous  les  éléments  qui  composent  celte 
aire.  Mais,  si  l’on  désigne  l'aire  mobile  par  A,  et  l’ordonnée 
de  son  centre  de  gravité  par  y,,  on  a,  d’après  le  théorème 
des  moments, 

ffydxdy  = y,  A : 

en  vertu  de  cette  relation,  l'expression  du  volume  décrit  par 
la  rotation  de  l’aire  A,  deviendra 

27T|/i  a , 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  indiqué  par  le  théorème 
dont  il  s’agit. 

On  peut  généraliser  le  théorème  de  Guldiri , en  observant 
que,  si  la  courbe  ou  l’aire  mobile  ne  fait  pas  un  tour  entier 
autour  de  son  axe  de  rotation,  on  obtiendra  toujours  l’aire 
ou  le  volume  engendré,  en  multipliant  la  longueur  ou  l’aire 
de  la  figure  génératrice  par  la  portion  de  circonférence  dé- 
20. 
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crite  par  son  contre  de  gravité,  quelle  que  soit  celte  portion 
de  circonférence , finie  ou  infiniment  petite.  Un  en  conclut 
sans  peine  que,  si  une  ligure  plane  (courbe  ou  aire)  est 
animée  d’un  mouvement  tel,  qu’à  chaque  instant  elle  tourne 
autour  d’une  droite  située  dans  son  plan,  ou,  en  d’autres 
termes,  si  le  plan  de  cette  figure  mobile  roule  sans  glisser 
sur  une  surface  développable  quelconque,  l’aire  ou  le  vo- 
lume que  cette  figure  décrit  en  se  mouvant  ainsi , s'obtient 
en  multipliant  la  longueur  ou  l’aire  de  la  figure  mobile  par 
le  chemin  total  parcouru  par  son  centre  de  gravité. 

Il  est  bon  d’ohservcr  que,  si  la  figure  mobile  n’était  pas 
située  tout  entière  d’un  même  côté  de  l’axe  autour  duquel 
elle  tourne  d’une  quantité  finie  on  infiniment  petite,  le  théo- 
rème de  Guldin  fournirait  la  différence  et  non  la  somme  des 
aires  ou  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  dans 
lesquelles  cette  figure  est  partagée  par  l’axe  de  rotation  ; 
c’est  ce  que  l’on  reconnaîtra  sans  peine,  en  remarquant  que 
les  éléments  de  ces  aires  ou  de  ces  volumes  entrent  avec  des 
signes  différents  dans  les  expressions  que  nous  avons  consi- 
dérées précédemment,  suivant  qu’ils  proviennent  d’éléments 
de  la  figure  mobile  situés  d’un  côté  ou  de  l’autre  de  l’axe  de 
rotation. 

Le  théorème  de  Guldin  peut  servir,  dans  certains  cas,  à 
trouver  le  centre  de  gravité  d’une  figure  plane;  nous  allons 
en  voir  un  exemple.  Si  l’on  fait  tourner  un  arc  de  cercle  au- 
tour d’un  diamètre  du  même  cercle,  mené  parallèlement  à sa 
corde,  il  engendre  une  zone  sphérique  à deux  bases,  qui  a 
pour  surface 

2 7r rc , 

en  désignant  par  r le  rayon  du  cercle,  et  par  c la  corde  de 
l’arc  mobile;  d’après  le  théorème  de  Guldin,  si  l’on  divise 
cette  surface  par  la  longueur  / de  l’arc  qui  l’a  décrite,  on 
aura  pour  quotient  la  circonférence  parcourue  par  le  centre 
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de  gravité  de  cet  arc  : ou  en  conclut  que  la  distance  de  ce 
centre  de  gravité  au  centre  du  cercle  est  égale  à 

rc 
1 ’ 

ainsi  qu’on  l’a  déjà  trouvé  précédemment  (§  168). 

§ 172.  Extension  de  la  notion  du  centre  de  gravité 
au  cas  d’un  système  matériel  quelconque.  — Quel  que 
soit  le  système  matériel  dont  on  s’occupe,  que  ses  diverses 
parties  soient  en  repos  ou  bien  en  mouvement  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  si  l’on  prend  ce  système  tel  qu’il  existe,  à 
un  instant  quelconque,  et  si  l’on  imagine  qu'il  devienne  inva- 
riable de  forme,  on  pourra  lui  appliquer  ce  qui  a été  dit 
précédemment;  le  système,  ainsi  transforme  en  un  solide 
invariable,  aura  un  centre  de  gravité  qu’on  pourra  déter- 
miner par  les  moyens  indiqués  : ce  point  est  ce  qu’on  nomme 
le  centre  de  gravité  du  système  matériel  à l’instant  considéré. 
11  est  clair  qu’il  n’y  a pas  lieu  de  dire  que  le  centre  de  gra- 
vité, ainsi  défini,  est  le  point  d’application  de  la  résultante 
des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  parties  dont  le 
système  matériel  se  compose  ; car  il  n’est  pas  possible  de 
composer  entre  elles  des  forces  qui  agissent  ainsi  sur  des 
corps  différents,  isolés,  et  pouvant  se  mouvoir  indépendam- 
ment les  uns  des  autres.  Ce  centre  de  gravité  ne  peut  avoir 
pour  nous,  jusqu'à  présent,  aucune  signification  ; mais  nous 
verrons  bientôt  que  sa  considération  est  très-utile  dans  di- 
verses circonstances. 

§ 173.  Travail  de  la  pesanteur,  dans  le  mouvement 

d’un  système  matériel  quelconque.  — La  considération 
du  centre  de  gravité  permet  de  simplifier  beaucoup  l’expres- 
sion du  travail  dû  aux  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses 
parties  d'un  système  matériel  en  mouvement.  Soient  p le 
poids  d’une  molécule  quelconque  du  système,  z la  distance 
de  celte  molécule  à un  plan  horizontal  supérieur,  au  com- 
mencement du  temps  pendant  lequel  ou  veut  évaluer  le  tra- 
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vail,  et  2'  ce  que  devient  cette  distance  à la  fin  du  temps 
dont  il  s’agit;  soient  de  même  P le  poids  total  du  système, 
et  Z,  Z'  les  distances  de  son  centre  de  gravité  (§  172)  au 
plan  horizontal  dont  il  vient  d’être  question,  aux  mêmes 
instants.  On  aura  (§  164) 

2pz— PZ, 

et  aussi 

2pJ  = PZ': 

en  retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  trouve 
Ip(z'-z)^  P(Z'-Z). 

Or/>(z' — r)  est  évidemment  le  travail  du  poids  p pendant 
le  temps  que  l’on  considère  (§118);  et,  par  conséquent, 
2/j(ï' — r)  est  la  somme  des  travaux  dus  à l’action  de  la 
pesanteur  sur  les  diverses  parties  du  système  matériel  pendant 
ce  temps  : cette  somme  de  travaux,  que  l’on  nomme  simple- 
ment le  travail  de  la  pesanteur  sur  le  système,  pendant  le 
temps  dont  il  s’agit,  est  donc  égale  au  travail  que  développe- 
rait, pendant  ce  temps,  une  force  égale  au  poids  total  P du 
système,  appliquée  à son  centre  de  gravité.  O11  peut  énoncer 
ce  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir,  en  disant  que  le 
travail  de  la  pesanteur,  sur  un  système  matériel  quelconque 
en  mouvement,  est  le  même  que  si  toute  la  matière  dont  le 
système  se  compose  était  concentrée  à son  centre  de  gravité. 
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g 176.  Condition  d’équilibre  d’un  solide  invariable. 

— Nous  avons  vu  (§  159)  qu’un  système  quelconque  de 
forces  F,  F , F", . . . . , appliquées  à un  solide  invariable  en 
équilibre,  peut  toujours  être  remplacé  par  deux  forces  H, , Rj, 
dont  l’une  agit  sur  un  point  choisi  à volonté.  Pour  que  le 
solide  soit  eu  équilibre  sous  l’action  des  seules  forces 
F,  F',  F”, , il  faut  que  l’équilibre  existe  également,  lors- 

que ces  forces  sont  remplacées  par  les  deux  forces  H|,  R,  qui 
peuvent  en  tenir  lieu,  ür,  si  nous  considérons  le  solide  en 
équilibre  sous  l’action  de  ces  deux  dernières  forces,  il  est 
clair  que  nous  ne  troublerons  pas  l’équilibre  en  supposant 
que  l’uu  des  points  du  solide , situe  sur  la  direction  de  la 
force  Ri,  est  fixe  dans  l’espace,  et  que  le  solide  ne  peut  que 
touruer  autour  de  ce  point;  mais  alors  la  force  Ri,  qu’on 
peut  supposer  appliquée  à ce  point  fixe  pris  sur  sa  direction, 
u’est  capable  de  produire  aucun  effet,  en  raison  de  la  fixité 
absolue  du  point  sur  lequel  elle  agit  , et  peut,  en  consé- 
quence, être  supprimée  sans  que  l’équilibre  cesse  d’exister  : 
donc  la  direction  de  la  force  R,,  qui  reste  seule,  doit  passer 
par  le  point  qu’on  a rendu  fixe,  sans  quoi  celle  force  R,  ten- 
drait évidemment  à faire  tourner  le  solide  dans  un  certain 
sens  autour  de  ce  point , et  le  solide  ne  serait  pas  en  équi- 
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libre.  On  voit  par  là  que  la  direction  de  la  force  H j doit 
passer  par  un  quelconque  des  points  pris  sur  la  direction  de 
la  force  Ri,  c’est-à-dire  que  ces  deux  forces  doivent  être  diri- 
gées suivant  la  même  ligne  droite.  Dès  lors,  ces  deux  forces 
Ri,  R2  ont  une  résultante  égale  à leur  somme  ou  à leur  dif- 
férence, suivant  qu'elles  agissent  dans  le  même  sens  ou  daus 
des  sens  opposés.  Celte  résultante  devant  évidemment  être 
nulle,  pour  que  le  solide  soit  en  équilibre,  il  s’ensuit  que  les 
deux  forces  Ri,  Ri  doivent  être  égales  et  de  sens  contraires. 
Ainsi,  pour  qu’un  solide  invariable  soit  en  équilibre  sous 

l’action  d’un  système  quelconque  de  forces  F,  F',  F", , il 

est  nécessaire  que  les  deux  forces  R(,Ra  par  lesquelles  on 
peut  les  remplacer,  soient  égales  et  directement  opposées. 

11  est  aisé  de  voir  que  cette  condition  est  sullisante  pour 
que  le  solide  soit  en  équilibre.  Eu  effet,  les  deux  forces 
Ri,  R2,  par  lesquelles  on  a remplacé  toutes  les  forces  don- 
nées F,  F',  F", . . . , étant  égales  et  directement  opposées , il 
est  clair  que  le  solide,  soumis  à ces  deux  forces  seulement, 
sera  en  équilibre;  donc  l’équilibre  subsistera  encore  lors- 
qu’on reviendra  de  ces  deux  forces  au  système  des  forces 
F,  F',  F", . . . , en  effectuant  des  opérations  inverses  de  celles 
qu’on  avait  dû  faire  pour  passer  du  système  des  forces 
F,  F',  F", ....  aux  deux  forces  R, , R2. 

§ 175.  Leminc  relatif  aux  travaux  de  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  agissant  sur  deux 
points  différents.  — Avant  de  rechercher  les  équations 
par  lesquelles  on  peut  exprimer  la  condition  d’équilibre  à 
laquelle  nous  veuous  de  parvenir,  nous  allons  établir  une 
proposition  qui  nous  servira  plusieurs  fois  dans  la  suite, 
et  dont  nous  avons  besoin,  en  particulier,  dans  la  question 
qui  nous  occupe. 

Soient  A et  B,  fig.  S»,  deux  points  sur  lesquels  agisseut 
deux  forces  égales  F,  dirigées  suivant  la  droite  A B,  et  en 
sens  contraire  l’une  de  l’autre.  Si  ces  points,  en  se  dépla- 
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çant  simultanément,  parcourent  les  chemins  infiniment 
, m.  petits  AA',  B B',  chacune  des 

/\  deux  forces  dont  il  s’agit  dé- 

A „„  * * r veloppera  un  certain  travail 

fig.  89. 

(§  117)  : nous  allons  chercher 
la  somme  de  ces  deux  travaux.  Soient  a,  b,  les  projections 
des  points  A'  et  B'  sur  la  droite  A B.  Le  travail  de  la  force 
appliquée  en  B a pour  valeur  Fx  B A ; celui  de  la  force  ap- 
pliquée en  A a pour  valeur  — FxAa  : leur  somme  est  donc 
égale  à 

FX  (hb—  Au), 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

F X (ab  — AB). 

Désignons  par  r la  distance  primitive  AB  des  points  d’appli- 
cation des  deux  forces,  par  r+  dr la  distance  A' B'  de  ces 
deux  points  après  leur  déplacement,  et  par  a l’angle  infini- 
ment petit  que  A'  B'  fait  avec  A B.  Nous  aurons 

ab—  ( r-\-dr ) cosa  ; 

et  par  suite  la  somme  des  travaux  des  deux  forces  deviendra 
Fx[(r+  dr)  cosa  — r ] , 
quantité  qui  se  réduit  à 

F.  dr, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  d’uu  ordre  supérieur  au 
premier. 

Ainsi  la  somme  des  travaux  développés  par  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  agissaut  sur  deux  points 
différents,  pendant  que  ces  deux  points  se  déplacent  l’un  et 
l’autre  de  quantités  infiniment  petites,  s’obtient  en  multi- 
pliant l’une  des  deux  forces  par  l’accroissement  infiniment 
petit  de  la  distance  de  leurs  points  d’application.  Il  est  clair 
que,  pour  que  cette  somme  des  travaux  des  deux  forces 


/ 


Digitized  by  Google 


314  LIVRE  III.  — DYNAMIQUE.  DEUXIÈME  PARTIE. 

appliquées  aux  points  A cl  B ait  le  signe  qu'elle  doit  avoir, 
on  devra  regarder  la  foreo  F qui  entre  dans  son  expression 
comme  ncgalivej  si  les  deux  forces  dont  il  s’agit  tendent  à 
rapprocher  leurs  points  d'application  l'un  de  l'autre,  au  lieu 
de  tendre  à les  éloigner,  comme  on  l’avait  supposé  sur  la 
fig.  89. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  distance  des  deux  points  A et  11 
ne  change  pas,  dans  le  mouvement  dont  ils  sont  animés 
simultanément,  on  a dr=o,  et,  par  conséquent,  la 
somme  des  travaux  des  deux  forces  appliquées  à ces  points 
est  nulle  ; en  d’autres  termes , les  travaux  de  ces  deux 
forces  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

§ 176.  Théorème  du  travail  virtuel,  pour  le  ras 
d’un  solide  Invariable.  — Nous  avons  dit  (§  174)  que 
la  condition  nécessaire  et  sullisanle  pour  qu'un  solide  inva- 
riable soit  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système  quelconque 
de  forces  F, F,  F", . . . . , c’est  que  les  deux  forces  R, , Ri,  par 
lesquelles  on  peut  toujours  remplacer  ce  système  de  forces, 
soient  (‘gales  et  directement  opposées.  Nous  allons  voir 
comment  cette  condition  peut  s’exprimer,  sans  qu’on  ait  be- 
soin de  chercher  les  deux  forces  R,,  R?. 

Si  les  deux  forces  Ri,  Ra,  que  l'on  peut  toujours  supposer 
appliquées  à deux  points  différents  A, B du  solide,  sont 
égales  et  directement  opposées  l’une  à l’autre,  la  somme  des 
travaux  de  ces  deux  forces  sera  nulle  pour  tout  déplacement 
infiniment  petit  attribué  au  solide  sur  lequel  elles  agissent, 
puisque,  dans  ce  mouvement  du  solide,  les  points  d'appli- 
cation A,  B de  ces  deux  forces  resteront  à une  même  distance 
l’un  de  l’autre  (§  175).  11  est  aisé  de  voir  d’ailleurs  que, 
réciproquement,  si  la  somme  des  travaux  des  deux  forces 
R,,  Ri  est  nulle,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attri- 
bué au  solide  auquel  elles  sont  appliquées,  ces  deux  forces 
sont  nécessairement  égales  et  directement  opposées.  En 
effet,  si  l’on  déplace  le  solide  de  manière  que  le  point  A reste 
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immobile,  le  travail  de  la  force  Ri  appliquée  à ce  point  sera 
nul  de  lui-même;  le  travail  de  la  force  Ha  sera  doue  aussi 
nul,  puisque  la  somme  de  ces  deux  travaux  est  nulle  par 
hypothèse  : donc  la  force  lia  est  dirigée  perpendiculairement 
au  chemin  élémentaire  que  son  point  d’application  B par- 
court, lorsque  le  solide  tourne  infiniment  peu  autour  du 
point  A,  et  cela  a lieu  de  quelque  manière  que  s'effectue  le 
mouvement  du  solide  autour  de  ce  point.  On  en  conclut  né- 
cessairement que  la  force  It3  est  dirigée  normalement  à la 
surface  sphérique  décrite  du  point  A comme  centre  avec  AB 
pour  rayon,  ou,  en  d’autres  termes,  que  la  direction  de  cette 
force  coïncide  avec  la  droite  A B.  On  reconnaîtra  de  la  uicme 
manière  que  la  force  llt  est  également  dirigée  suivant  la 
droite  AB.  Cela  étant  établi,  imaginons  que  nous  donnions 
au  solide  un  mouvement  de  translation  infiniment  petit,  sui- 
vant la  droite  AB  elle-même  ; la  somme  des  travaux  des  deux 
forces  B|,Ra,  correspondant  à ce  mouvement  du  solide,  est 
encore  nulle,  par  hypothèse  : or  cela  ne  peut  avoir  lieu,  sans 
que  ces  deux  forces  soient  égales  et  de  scus  contraires. 
Ainsi,  dire  que  les  deux  forces  lli,ll3,  appliquées  en  deux 
poiuts  différents  d’un  solide  invariable,  sont  égales  et  direc- 
tement opposées,  ou  bien  dire  que  la  somme  des  travaux  de 
ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  infiniment 
petit  attribué  au  solide,  c’est  exactement  la  même  chose.  Il 
est  facile  de  voir,  d’ailleurs,  que  cette  proposition  serait  en- 
core vraie  si  les  deux  forces  R,,  lia  étaient  appliquées  à un 
même  point  du  solide. 

Revenons  maintenant  au  système  des  forces  F,  F',  F", . . . ., 
auxquelles  nous  avons  substitué  les  deux  forces  Ri,Ra,  et 
considérons  la  somme  des  travaux  développés  par  ces 

forces  F,  F',  F", , lorsqu’on  imagine  que  le  solide  sur 

lequel  elles  agissent  prenne  un  mouvement  infiniment  petit 
quelconque.  Si  nous  passons  en  revue  la  série  des  opérations 
qui  doivent  être  effectuées  successivement  pour  passer  des 
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forces  données  F,  F',  F", aux  forces  équivalentes  Ki,  Ri, 

nous  verrons  qu’aucune  des  modifications  que  l’on  fait  ainsi 
subir  à ce  système  de  forces  ne  change  la  valeur  de  la  somme 
de  travaux  dont  on  vient  de  parler;  en  sorte  que  cette  somme 
de  travaux  des  forces  F,  F',  F", ....  est  égale  à la  somme  des 
travaux  des  deux  forces  Rt,  R2,  quel  que  soit  le  mouvement 
infiniment  petit  qu’on  ait  attribué  au  solide  auquel  ces  forces 
sont  appliquées.  Eli  effet,  ces  opérations  consistent,  soit  à 
transporter  une  force  d’un  point  à un  autre  de  sa  direction  ; 
soit  à composer  entre  elles  plusieurs  forces  appliquées  à un 
même  point,  suivant  des  directions  différentes;  soit,  au  con- 
traire, à décomposer  une  force  en  deux  ou  en  trois  compo- 
santes, suivant  des  droites  données,  passant  par  son  point 
d’application.  Or,  si  l’on  se  reporte  à la  firj.  72  (page  263), 
où  les  trois  forces  F,  F',  F",  sont  supposées  égales  entre  elles, 
on  verra  que,  pour  tout  déplacement  du  solide,  le  travail  de 
la  force  F'  est  égal  et  de  signe  contraire  au  travail  de  la 
force  F";  mais  le  travail  de  la  force  F est  aussi  égal  et  de 
signe  contraire  au  travail  de  la  force  F”  (§  175)  : les  travaux 
des  deux  forces  F,  F'  sont  donc  égaux  et  de  même  signe,  ce 
qui  montre  que  le  travail  d’une  force  ne  change  pas,  quaud  on 
transporte  cette  force,  du  point  auquel  elle  était  appliquée 
d’abord,  à un  autre  point  quelconque  pris  sur  sa  direction. 
D’un  autre  cûté,  on  sait  que  le  travail  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  appliquées  à un  même  point  est  égal  à la 
somme  des  travaux  des  composantes,  quel  que  soit  le  dépla- 
cement que  prenne  leur  point  d'application  commun  (§  117). 

D’après  ce  qui  précède,  on  peut  dire  que,  pour  qu’un  so- 
lide invariable  soit  en  équilibre  sous  l’action  d’un  système 
quelconque  de  forces  F,  F',  F”, . . . .,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  la  somme  des  travaux  de  ces  forces  soit  nulle,  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit  attribué  à ce  solide.  C’est 
eu  cela  que  consiste  le  the'orème  du  travail  virtuel , pour 
le  cas  d’un  solide  invariable. 
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Ou  donne  souvent  ie  nom  de  déplacement  virtuel , au 
déplacement  idéal  et  infiniment  petit  dont  il  est  question 
dans  l'énoncé  précédent,  pour  le  distinguer  du  déplacement 
réel  qu’éprouverait  le  solide  pendant  un  élément  du  temps, 
s’il  était  en  mouvement.  Ce  déplacement  virtuel  est  un  mou- 
vement purement  géométrique,  que  l’on  imagine  être  donné 
au  solide,  ou  plutôt  à l'ensemble  des  points  d’application  des 
forces  considérés  comme  formant  entre  eux  une  figure  in- 
variable, afin  d’arriver  à exprimer  par  une  équation  la  con- 
dition d’équilibre  qui  aVait  été  obtenue  tout  d'abord.  On 
donne,  par  la  même  raison,  le  nom  de  travail  virtuel  au 
travail  infiniment  petit  d’une  force  correspondant  à un  pa- 
reil déplacement  idéal  de  son  point  d'application,  pour  le 
distinguer  du  travail  réel  de  la  force  correspondant  à un 
déplacement  efTectif  et  infiniment  petit  de  son  point  d’appli- 
cation. C’est  de  là  que  vient  le  nom  attribué  au  théorème 
lui-méme. 

§ 177.  Équations  qui  expriment  l’équilibre  d’un 
solide  invariable.  — Si  nous  appliquons  le  théorème  du 
travail  virtuel,  en  attribuant  successivement  au  solide  des 
déplacements  virtuels  différents  les  uns  des  autres,  ce  théo- 
rème nous  fournira  autant  d'équations,  auxquelles  les  forces 

F,  F',  F" devront  satisfaire.  Le  nombre  des  équations 

qu’on  peut  obtenir  ainsi  est  illimité;  mais  il  n’y  en  a que 
quelques-unes  qui  soient  réellement  distinctes,  et  toutes  les 
autres  peuvent  s’en  déduire  par  des  combinaisons  algébri- 
ques. Nous  allons  nous  occuper  d’établir  ces  équations  dis- 
tinctes, qui,  à elles  seules,  expriment  complètement  l’équi- 
libre du  solide. 

Concevons  que  les  divers  points  du  solide  soient  rapportés 
à trois  axes  rectangulaires  OX,OY,üZ,  fig.  90.  Soit  A le 
point  d’application  d’une  force  quelconque  F,  dont  les  com- 
posantes parallèles  aux  axes  seront  représentées  par  X,  Y,  Z. 
Si  nous  donnons  au  solide  un  mouvement  de  translation  in- 
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Uniment  petit  parallèlement  à l’axe  OX,  et  si  nous  désignons 

par  £ le  déplace- 
ment commun  à 
tous  les pointsdans 
ce  mouvement , le 
travail  virtuel  de 
la  force  F sera  Xe; 
en  exprimant  que 
la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de 
toutes  les  forces 
appliquées  au  so- 
lide , correspon  - 
dant  à ce  mouve- 
ment particulier,  est  égale  à zéro,  nous  aurons  l’équation 

2Xe=o; 

ou  bien , en  observant  que  le  facteur  «,  commun  à tous  les 
termes  de  la  somme,  peut  être  supprimé, 

I\=o. 

Deux  autres  mouvements  virtuels  de  translation , dirigés , 
l’un  suivant  l'axe  OY,  l’autre  suivant  l’axe  OZ,  conduiraient 
de  même  aux  deux  équations 

2ï=o,  IZ=zo. 

Imaginons  maintenant  que  le  solide  tourne  d’un  angle  0 
autour  de  l’axe  UX.  Ce  nouveau  déplacement  virtuel  va  nous 
conduire  à une  équation  d’une  autre  forme.  Désignons  par 
p la  plus  courte  distance  MX  de  la  direction  de  la  force  F 
et  de  l’axe  UX,  et  par  a l’angle  que  ces  deux  directions  de 
F et  de  OX  font  entre  elles.  Pour  évaluer  le  travail  virtuel 
de  la  force  F,  nous  pouvons  supposer  qu’elle  est  appliquée 
au  point  X de  sa  direction.  Si  par  ce  point  X nous  menons 
NX'  parallèle  à l’axe  OX,  puis  NK  perpendiculaire  au  plan 
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M NX',  cette  droite  NK  sera  la  direction  du  déplacement 
virtuel  p 0 du  point  N;  et  la  force  F,  située  dansle  plan  K NX', 

a 7T 

fera  avec  N K un  angle  égal  à - — a.  D’après  cela  le  tra- 
vail virtuel  de  la  force  F sera  égal  à 


FpOsina. 

Si  nous  égalons  à zéro  la  somme  de  tous  les  travaux  virtuels 
des  diverses  forces  F,  F',  F", . . analogues  à celui  que  nous 
venons  de  déterminer  et  correspondant  à la  rotation  0 autour 
de  l’axe  des  x,  et  si  nous  supprimons  le  facteur  6 commun 
à tous  les  termes,  nous  aurons  l’équation 


2Fpsina  = o. 


Il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  exprime  que  la  somme 
des  moments  des  forces  F, F', F", ....  par  rapport  à l’axe  OX 
(§  103)  est  égale  à zéro.  Nous  aurons  évidemment  deux 
autres  équations  analogues , qui  nous  seront  fournies  par 
la  considération  de  deux  rotations  virtuelles  autour  des  axes 
O Y,  O Z.  Nous  allons  écrire  ces  équations,  en  y introduisant 
les  composantes  X,  Y,  Z de  chacune  des  forces  F. 

Pour  évaluer  le  moment  d’une  force  par  rapport  à un  des 
axes  OX,  O Y,  OZ,  convenons  de  le  regarder  comme  positif, 
si  la  force  tend  à faire  tourner  le  solide  autour  de  cet  axe, 
dans  le  sens  de  la  flèche  tracée  sur  le  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, fig.  90.  Le  moment  de  la  force  F,  par  rapport 
à l’axe  OX,  étant  égal  à la  somme  des  moments  de  ses  trois 
composantes  X,  Y,  Z par  rapport  à cet  axe  (§  103),  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  moment  de  la  force  F aura  pour  valeur 
Zy-Yî, 

en  désignant  par  .r,  y,  z les  coordonnées  du  point  A auquel 
la  force  F est  appliquée.  D’après  cela  l’équation  qui  exprime 
que  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F',  F", ....  par  rap- 
port à l’axe  OX  est  nulle  sera 
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2(Zy-Y*)=o. 

Les  équations  analogues,  relatives  aux  axes  O Y,  O Z,  seront 
de  même 

2(Xz  — Zx)  = o,  2 (Yx — Xy)  = o. 

Ainsi,  en  donnant  au  solide  six  mouvements  virtuels  diffé- 
rents, savoir , trois  translations  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, et  trois  rotations  autour  de  ces  axes,  nous  avons 
obtenu  les  six  équations  suivantes  : 


2X  = o,  £Y  = o,  2Z  = o, 

2{Zy— Yî)  = o,  2(\z—Zx)=o,  2 (Y*— Xy)  = o. 


Nous  allons  voir  que  ces  six  équations  sont  suffisantes  pour 
exprimer  l’équilibre  du  solide  soumis  aux  actions  des  forces 
F,  F',  F",.... 

§ 178.  D’après  la  manière  dont  les  équations  (<j)  ont  été 
obtenues,  on  peut  dire  qu’elles  expriment  que  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F',  F'',. . . . est  nulle  pour  cha- 
cun des  six  déplacements  virtuels  particuliers  que  nous  avons 

considérés.  Si  nous  remplaçons  ces  forces  F,  F',  F", par 

deux  forces  seulement  K,,  Ri,  dont  l’une  R,  agisse  sur  le 
point  du  solide  qui  est  à l’origine  des  coordonnées  (§  159), 
nous  savons  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux 
forces  Ri , Ri  est  la  même  que  la  somme  des  travaux  virtuels 

des  forces  F,  F',  F”, dont  elles  tiennent  lieu , quel  que 

soit  le  déplacement  virtuel  que  l’on  attribue  au  solide  (§  176). 
Nous  devons  nécessairement  conclure  de  là  que,  si  les  forces 

F,  F',  F", satisfont  aux  équations  (a),  les  deux  forces 

R i,Risatisfontaussiàdes  équations  analogues.  Il  s’ensuit  que: 
1*  en  vertu  des  trois  premières  de  ces  équations,  les  projec- 
tions de  Ri  et  de  R i sur  les  axes  ON,  O Y,  O Z sont  respec- 
tivement égales  et  de  signes  contraires;  2° en  vertu  des  trois 
dernières,  si  l’on  désigne  par  Xi,Yi,Zi  les  composantes  de 
Ri  suivant  des  parallèles  aux  axes,  et  par  x>,  y i,  z7,  les 
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coordonnées  du  point  d’application  de  cette  force  Rj,  et  si 
l’on  observe  que  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
Ht  sont  nulles  par  hypothèse,  on  a 

Ziyi — YîZî:=0,  Xi  z-x — ZiXi=o,  YsXî — \.,yt=o, 

d’où  l’on  tire 

Xa  Yî  li 

s*  ~ y-i  ~~  21 

ce  qui  montre  que  la  force  Ri  agit  suivant  la  droite  qui  joint 
son  point  d’application  à celui  de  la  force  Ri.  Ainsi,  de  ce 
que  les  forces  F,  F',  F". . . . satisfont  aux  six  équations  (a), 
il  résulte  que  les  deux  forces  R, , R?  par  lesquelles  on  peut 

remplacer  les  forces  données  F,  F',  F”, sont  égales  et 

directement  opposées  : donc  les  six  équations  (a)  suffisent 
pour  exprimer  que  le  solide  soumis  aux  actions  de  ces  forces 
F,  F',  F", ....  est  en  équilibre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  l’on  supprimait  une  quel- 
conque des  six  équations  (a),  les  cinq  équations  restantes 
ne  suffiraient  plus  pour  exprimer  l’équilibre.  11  est  facile  en 
effet  de  trouver  un  système  de  forces  qui  satisfasse  à ces 
cinq  équations,  sans  que  l’équilibre  existe.  Si  c’est,  par 
exemple, 

2X-o 

qu’on  a supprimée,  on  verra  qu’une  force  unique  appliquée 
au  solide  suivant  l’axe  OX  satisferait  bien  aux  cinq  équa- 
tions restantes  ; si  c’est  l’équation 

2(Zy-Yz)=o, 

un  couple  (§  156)  dirigé  dans  le  plan  YOZ  satisferait  de 
même  aux  cinq  équations  conservées  : cependant  le  solide 
ne  serait  en  équilibre,  ni  sous  l’action  de  la  force  dont  on  a 
parlé  dans  le  premier  de  ces  deux  cas , ni  sous  l’action  du 
couple,  dans  le  second  cas. 

it 
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Une  considération  d’un  autre  genre  permet  encore  de 
montrer  que  les  six  équations  (a)  suffisent  pour  exprimer 
l’équilibre  du  solide,  en  établissant  que  toutes  les  équations 
en  nombre  infini  que  l’on  peut  trouver  par  l’application  du 
théorème  du  travail  virtuel  sont  des  conséquences  de  ces 
équations  (a).  Nous  savons  qu’un  mouvement  infiniment 
petit  quelconque  du  solide  peut  toujours  se  décomposer  en 
trois  translations  parallèles  aux  axesOX,  OY,  OZ,  et  en 
trois  rotations  autour  de  ces  axes  (§  58).  Il  est  aisé  de  voir 
en  outre  que,  si  le  déplacement  infiniment  petit  du  poiul 
d’application  d’une  force  résulte  de  la  composition  de  plu- 
sieurs autres  déplacements  infiniment  petits,  le  travail  de  la 
force  correspondant  au  mouvement  résultant  est  égal  à la 
somme  des  travaux  de  celle  force  correspondant  aux  divers 
mouvements  composants  : car  la  projection  du  déplacement 
résultant  sur  la  direction  de  la  force  est  égale  à la  somme  des 
projections  des  déplacements  composants  sur  la  même  di- 
rection. D’après  cela,  si  nous  attribuons  au  solide  un  mou- 
vement virtuel  quelconque,  et  que  nous  décomposions  ce 
mouvement  en  trois  translations  c,  e' , c " , suivant  les  axes,  et 
en  trois  rotations  0,  0'  ,0",  autour  de  ces  axes,  nous  aurons 

Xe  -H  Y e'  + Z e'  '+  (Zy  - Yz)  0 -P  (Xz — Zx  ) 0'  + ( Ya: — X y ) 0’  ' 


pour  le  travail  virtuel  de  la  force  F ; et  en  exprimant  que  la 
somme  des  travaux  virtuels  des^diverses  forces  F,  F',  F’,... 
est  égale  à zéro,  nous  trouverons  l’équation 


eEX+e'2Y  + e''XZ 

-f-QS  (Zy — Yz)  + 0'I  (Xz — Zx)  + 9"  S (Yx  — Xy) 


qui  est  évidemment  satisfaite,  quels  que  soient  t,  t,  e”,  0, 0',  0V, 
si  les  équations  (a)  le  sont. 

D’après  la  signification  des  équations  (a),  il  est  clair  que 
l’on  peut  dire  que,  pour  qu’un  solide  invariable  soit  en  équi- 
libre sous  l’action  d’un  système  de  forces  F,  F',  F", , il  est 
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nécessaire  et  suffisant  que  la  somme  des  projections  de  ces 
forces  sur  une  droite  quelconque  soit  nulle,  et  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à une  droite  quel- 
conque soit  également  nulle. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  toujours  supposé 

que  les  forces  F,  F',  F", étaient  appliquées  à un  solide 

invariable  primitivement  en  repos,  et  nous  avons  cherché 
les  conditions  auxquelles  ces  forces  devaient  satisfaire  pour 
que  le  solide  restât  en  repos  malgré  leur  action  ; c’est-à-dire 
que  nous  nous  sommes  occupés  d’établir  les  conditions  d’é- 
quilibre du  solide.  Nous  avons  vu  que  ces  conditions  d’équi- 
libre sont  complètement  exprimées  par  les  six  équations  (a), 
il  peut  arriver  qu’un  solide  invariable  en  mouvement  soit 
soumis  à des  forces  qui  satisfassent  à ces  six  équation^.  Dans 
ce  cas,  le  solide  n’est  pas  en  équilibre  ; mais  on  dit  toujours 
que  les  forces  se  font  équilibre  sur  ce  solide. 

5 179.  Le  système  des  six  équations  (a)  se  simplifie  dans 
diverses  circonstances,  ainsi  que  nous  allons  le  voir. 

Supposons  d’abord  que  toutes  les  forces  F,  F',  F", ....  ap- 
pliquées au  solide  invariable  soient  parallèles  entre  elles. 
Si  nous  choisissons  les  axes  auxquels  nous  rapportons  le 
solide,  de  telle  manière  que  l’axe  O Z soit  parallèle  à ces 
forces,  les  composantes  X et  Y de  chacune  d’elles  seront 
nulles,  et  la  composante  Z sera  égale  à la  force  elle-même. 
D’après  cela,  trois  des  six  équations  (a)  se  réduiront  à des 
identités,  et  il  ne  restera  plus  que  les  trois  autres  qui  de- 
viendront 

N F = o , 2Fi=o,  lFy  = o. 

Ces  trois  équations,  nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer 
l’équilibre  d’un  solide  invariable  soumis  à un  système  de 
forces  parallèles,  peuvent  s’énoncer  ainsi  : 1°  la  somme  des 
forces  doit  être  nulle;  2°  les  sommes  des  moments  de  ces 
forces,  par  rapport  à deux  plans  rectangulaires  menés  pa- 
rallèlement à leur  direction  (§  158),  doivent  être  milles 
2t. 


Digitized  by  Google 


324  LIVRE  III.  — DYNAMIQUE.  DEUXIÈME  PARTIE. 


chacune  séparément.  Cette  seconde  condition , correspon- 
dant au\  deux  dernières  équations,  peut  encore  être  énoncée 
d'une  autre  manière,  en  disant  que  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à un  plan  quelconque  parallèle  à leur 
direction  doit  être  nulle. 

Considérons  encore  le  cas  où  toutes  les  forces  F,  F',  F", .... 
seraient  dirigées  dans  un  même  plan.  Si  nous  prenons  ce 
plan  pour  plan  des  xy,  la  composante  Z de  chacune  des 
forces  sera  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  coordonnée  z 
de  chacun  de  leurs  points  d’application.  Les  six  équations  («) 
se  réduiront  donc  encore  à trois,  qui  seront 


M \ O , 


iï=o,  Za(Xx — Xy)  = o. 


Ces j rois  équations  peuvent  s’énoncer  en  disant  que  : 1”  les 

sommes  des  projections  des  forces  F,  F',  F", sur  deux 

droites  rectangulaires,  prises  à volonté  dans  le  plan  de  ces 
forces,  doivent  être  milles  chacune  séparément;  2"  que  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à un  point 
quelconque  du  plan  doit  être  aussi  nulle.  La  première  de  ces 
deux  conditions,  qui  correspond  aux  deux  premières  des 
équations  précédentes,  peut  être  remplacée  par  celle-ci  : la 
somme  des  projections  des  forces  F,  F',  F", ....  sur  une  droite 
quelconque,  située  dans  leur  plan,  doit  être  nulle. 

Lutin,  si  nous  supposons  que  tous  les  points  d’application 
des  diverses  forces  F,  F',  F", ....  coïncident , les  coordon- 
nées x,  y,  z étant  les  mêmes  pour  tous  ces  points,  pourront 
sortir  des  signes  2 dans  les  trois  dernières  équations  (a)  : 
dès  lors,  il  est  clair  que  ces  trois  dernières  équations  ne  sont 
que  des  conséquences  des  trois  premières,  en  sorte  que  le 
système  des  équations  (a)  se  réduit  ù ces  trois  premières 
équations.  Dans  ce  cas,  les  équations  auxquelles  les  forces 
F, F', F",.,.,  doivent  satisfaire,  pour  que  le  solide  soit  en 
équilibre,  sont  exactement  les  mêmes  que  celles  que  nous 
avons  trouvées  précédemment  pour  exprimer  l’équilibre 
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d'un  simple  point  matériel  (§  10li);  et  c’est,  en  effet,  ce  qui 
doit  évidemment  avoir  lieu. 

§ 180.  Equivalence  de  deux  système*  de  forées. — 

Un  système  de  forces  S est  dit  équivalent  à un  autre  système 
de  forces  S’,  lorsque  ces  deux  systèmes,  considérés  comme 
agissant  sur  un  solide  invariable,  peuvent  être  mis  en  équi- 
libre chacun  séparément  par  un  même  troisième  système  de 
forces  S".  Il  est  aisé,  d’après  cela,  d’établir  les  conditions 
d’équivalence  des  deux  systèmes  S,  S',  en  se  fondant  sur  les 
conditions  d’équilibre  que  nous  avons  étudiées  précédem- 
ment. 

Pour  que  le  système  S et  le  système  S”  se  fassent  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  projections  des  forces  de 
ces  deux  systèmes  sur  une  droite  quelconque  soit  nulle,  et 
aussi  que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  par 
rapport  à une  droite  quelconque,  soit  également  nulle 
(§  178).  Les  mêmes  conditions  devant  être  remplies  pour 
que  le  système  S'  et  le  système  S"  se  fassent  équilibre,  on  en 
conclut  nécessairement  que,  pour  que  les  systèmes  S et  S' 
soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  : 1°  que  la  somme  des 
projections  des  forces  du  système  S sur  une  droite  quelcon- 
que soit  égale  à la  somme  des  projections  des  forces  du  sys- 
tème S'  sur  la  même  droite  ; 2”  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  système  S,  par  rapport  à une  droite  quelcon- 
que, soit  égale  à la  somme  des  moments  des  forces  du  sys- 
tème S' par  rapport  à celle  droite. 

Pour  exprimer  l’équivalence  des  deux  systèmes  S et  S’,  il 
suffira  d’écrire  que  celte  égalité  des  sommes  de  projections 
et  des  sommes  de  moments  a lieu  pour  chacun  des  trois 
axes  rectangulaires  O X,  O Y,  O Z,  auxquels  on  rapporte  les 
directions  des  diverses  forces,  ainsi  que  les  positions  de  leurs 
points  d’application,  ce  qui  donnera  les  six  équations 
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XX 

= XX', 

XY 

= 1 ï\ 

XZ 

= XZ', 

2(Zy-Y*)  = 2(zy-YV) 

1 (Xz—  Zx)  =2( XV—  Z'x') , 

2 ( Yx—  Xy)  = 2 ( Y V—  X'y' ) , 

dans  lesquelles  les  premiers  membres  se  rapportent  au  sys- 
tème S,  et  les  seconds  au  système  S'. 

Par  les  diverses  transformations  que  nous  avons  fait  subir 

à un  système  quelconque  de  forces  F,  F',  F", , pour  le 

réduire  à deux  forces  seulement  R|,Ra  (§  159),  nous  n’avons 
fait  que  remplacer  le  système  primitif  successivement  par 
divers  autres  systèmes  de  forces  tous  équivalents  les  uns 
aux  autres,  jusqu’à  ce  que  nous  fussions  conduits  à n’avoir 
plus  que  les  deux  forces  Ri,Ra  formant  à elles  seules  un 
système  équivalent  à tous  les  précédents,  et  par  conséquent 
aussi  équivalent  au  système  primitif. 

§ 181.  Théorie  de*  couple*.  — Un  couple  est,  comme 
on  sait,  le  système  de  deux  forces  égales  parallèles  cl  de 
sens  contraires  (§  156).  On  donne  le  nom  de  brax  de  l crier 
du  couple,  à une  droite  quelconque  menée  perpendiculaire- 
ment aux  directions  de  ses  deux  forces,  et  terminée  aux 
points  où  elle  rencontre  ces  directions;  on  suppose  souvent 
que  les  deux  forces  d’un  couple  sont  appliquées  aux  extré- 
mités mêmes  de  son  bras  de  levier.  Si  l’on  prend  la  somme 
des  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par  rapport  à un 
point  quelconque  de  son  plan , on  trouve  toujours  que  cette 
somme  de  moments  est  égale  au  produit  de  l’une  des  deux 
foi  •ces  du  couple  par  la  longueur  de  son  bras  de  levier  : ce 
produit  est  ce  qu’on  nomme  le  moment  du  couple.  Ou  peut 
remarquer  que  le  moment  d’uu  couple  a la  même  valeur 
numérique  que  la  surface  du  parallélogramme  dont  les 
droites  qui  représentent  les  forces  du  couple  formeraient 
deux  côtés  opposés. 
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Si  l’on  projette  un  couple  sur  un  plan  quelconque,  la  pro- 
jection sera  encore  un  couple.  Le  moment  du  couple  projeté 
s’obtiendra  en  multipliant  le  moment  du  premier  couple  par 
le  cosinus  de  l’angle  formé  par  son  plan  avec  le  plan  de  pro- 
jection : cette  proposition  se  démontre  facilement,  en  substi- 
tuant au  moment  du  couple  le  parallélogramme  dont  il  vient 
d’être  question. 

La  somme  des  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par 
rapport  à une  droite  quelconque , est  égale  au  moment  du 
couple  suivant  lequel  le  couple  donné  se  projette  sur  un 
plan  perpendiculaire  à la  droite.  Il  s’ensuit  que  la  somme 
des  moments  des  deux  forces  d’un  couple,  par  rapport  à une 
droite,  est  la  même  que  la  somme  des  moments  de  ces  deux 
forces,  par  rapport  à une  autre  droite  quelconque,  parallèle 
à la  première.  Cette  somme  de  moments  est  nulle,  si  la 
droite  à laquelle  les  moments  se  rapportent  est  parallèle 
au  plan  du  couple;  elle  est  maximum  si  la  droite  est  perpen- 
diculaire à ce  plan. 

Deux  couples  sont  équivalents  (§  180)  lorsque  leurs  plans 
sont  parallèles  ou  coïncident,  que  leurs  moments  sont  égaux, 
et  qu’ils  tendent  à faire  tourner  leurs  bras  de  levier  dans  le 
même  sens.  Un  voit,  en  effet,  que,  d’une  part,  la  somme  des 
projections  des  deux  forces  du  premier  couple,  sur  une 
droite  quelconque,  est  égale  à la  somme  des  projections  des 
deux  forces  du  second  couple  sur  la  même  droite,  puisque 
chacune  de  ces  deux  sommes  est  nulle;  et  que,  d’une  autre 
part,  la  somme  des  moments  des  deux  forces  du  premier 
couple,  par  rapport  à une  droite  quelconque,  est  égale  à la 
somme  des  moments  des  deux  forces  du  second  couple,  par 
rapport  à la  même  droite,  ainsi  que  cela  résulte  des  propo- 
sitions qui  viennent  d’être  établies.  Deux  couples,  qui  ne 
satisferaient  pas  aux  conditions  énoncées  ici,  ne  seraient 
évidemment  pas  équivalents  : la  somme  des  moments  des 
forces  du  premier  couple,  par  rapport  à une  droite,  ne  serait 
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pas  égale  à la  somme  des  moments  des  forces  du  second 
couple,  par  rapport  à la  même  droite,  quelle  que  fût  la  po- 
sition de  cette  droite  dans  l’espace. 

Il  résulte  de  là  qu’un  couple  appliqué  à un  solide  inva- 
riable en  équilibre  peut  être  transporté  parallèlement  à lui- 
même,  comme  on  voudra,  dans  son  plan  ou  dans  un  plan 
parallèle  ; qu’on  peut  le  faire  tourner,  comme  on  voudra , 
dans  son  plan,  après  qu’on  l’a  ainsi  transporté;  qu’on  peut 
même  changer  la  grandeur  commune  de  scs  deux  forces,  eu 
faisant  varier  en  même  temps  son  bras  de  levier  dans  un 
rapport  inverse,  sans  qu’il  cesse  d'être  équivalent  à ce  qu’il 
était  primitivement.  Si  l’on  se  reporte  à la  définition  qui  a 
été  donnée  précédemment  (§161)  du  moment  résultant 
d’un  système  quelconque  de  forces,  par  rapport  à un  point, 
on  verra  que,  dans  le  cas  où  le  système  de  forces  consiste 
simplement  en  un  couple,  ce  moment  résultant  est  toujours 
le  même,  quel  que  soit  le  point  auquel  on  le  rapporte,  et  a 
pour  valeur  le  moment  même  du  couple  : en  effet,  on  peut 
toujours  transporter  le  couple  parallèlement  à lui-même,  de 
manière  que  le  point  d’application  de  l’une  de  ses  deux  forces 
vienne  coïncider  avec  le  point  par  rapport  auquel  on  veut 
évaluer  son  moment  résultant;  de  sorte  que  ce  moment  ré- 
sultant est  égal  au  produit  de  la  seconde  force  du  couple 
par  sa  distance  au  point  d’application  de  la  première. 

Si  l’on  considère  un  système  quelconque  de  couples  appli- 
qués à un  solide  invariable  en  équilibre,  les  forces  qui  com- 
posent ces  couples  peuvent  toujours  être  remplacées  par 
deux  forces  seulement  Ri,Ra(§  159).  Ces  deux  forces  R,,  Ri 
forment  nécessairement  un  couple;  car  elles  constituent  un 
système  équivalent  au  système  des  couples  donnés,  et,  par 
conséquent,  la  somme  de  leurs  projections  sur  une  droite 
quelconque,  doit  être  nulle  comme  la  somme  des  projections 
des  forces  de  ces  couples  donnés  sur  la  même  droite  (§  180), 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’aulant  quelles  sont  égales,  pa- 
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rallèles,  et  de  sens  contraires.  Ainsi  un  système  quelconque 
découplés  peut  toujours  être  remplacé  par  un  couple  unique, 
auquel  on  donne  le  nom  de  couple  résultant ; par  opposi- 
sition,  les  couples  auxquels  il  peut  être  substitué  sont  sou- 
vent désignés  sous  le  nom  de  couples  composants.  Pour 
trouver  le  couple  résultant  K d’un  système  de  couples 
donnés  C,  C',  C",. . . . , transportons  ces  couples  donnés  pa- 
rallèlement à eux-mêmes,  de  manière  que  le  point  d’appli- 
cation de  l’une  des  forces  de  chacun  d’eux  coïncide  avec  un 
certain  point  0;  imaginons,  en  outre,  que  le  couple  cher- 
ché K soit  dans  une  position  analogue,  c’est-à-dire  que  l’une 
de  ses  deux  forces  ait  également  son  point  d’application  en  0 ; 
enfin  appliquons  au  système  des  couples  C,C',C", — pris 
dans  cette  position,  le  théorème  établi  précédemment  (§161) 
relativement  à la  composition  des  moments  d’un  système 
quelconque  de  forces  par  rapport  à un  point,  et  considérons 

les  moments  des  forces  des  couples  C,  C',C", ,K,  par 

rapport  au  point  0 : en  effectuant  une  construction  analogue 
au  polygone  des  forces  sur  les  axes  des  moments  des  forces 
de  C,C',C”,. .. . qui  n’agissent  pas  sur  le  point  0,  on  trouvera 
l’axe  du  moment  de  la  force  de  K qui  n’est  pas  appliquée  à 
ce  point  0,  et,  par  conséquent,  on  aura  à la  fois  la  direction 
du  plan  du  couple  résultant  K,  la  grandeur  de  son  moment, 
et  le  sens  dans  lequel  il  tend  à faire  tourner  son  bras  de 
levier. 

Lorsqu’on  prend  ainsi  le  moment  de  l’une  des  deux  forces 
d’un  couple , par  rapport  au  point  d’application  de  l’autre 
force,  et  qu’on  détermine  l’axe  qui  représente  ce  moment 
(§  160),  on  a ce  qu’on  nomme  l'axe  du  couple.  Cet  axe, 
qu’on  peut  mener  par  un  point  quelconque  de  l’espace, 
suffit  pour  représenter  complètement  le  couple  auquel  il 
correspond;  il  fait  connaître  la  direction  du  plan  du  couple, 
la  grandeur  du  moment  de  ce  couple,  et  le  sens  dans  lequel 
il  agit.  Un  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  pour  composer  un 
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système  quelconque  de  couples,  on  n’a  qu’à  considérer  les 
axes  de  ces  couples  menés  par  un  même  point  de  l’espace, 
et  à composer  ces  axes  entre  eux  comme  si  c’étaient  des 
forces  : l'axe  résultant  de  cette  composition  est  l’axe  du 
couple  résultant  cherché. 

§ 1S2.  Usage  de  la  théorie  des  couples, 
pour  la  composition  des  forces  appliquées 
à un  solide  invariable.  — Une  force  F appli- 
quée en  un  point  A d’uu  solide  invariable,  fig. 
91,  peut  être  transportée  parallèlement  à elle- 
même  en  un  autre  point  B du  même  solide, 
pourvu  qu’on  lui  adjoigne  un  couple  situé  dans 
le  plan  F AB  étayant  pour  moment  le  produit 
de  la  force  F par  1a  distance  du  point  B à sa  di- 
rection primitive.  En  effet,  si  l’on  applique  en 
B doux  forces  F’,  F",  toutes  deux  égales  à F, 
suivant  une  même  droite  parallèle  à la  direction  de  la  force  < 
F,  et  en  sens  contraire  l’une  de  l'autre , ces  deux  forces  se 
feront  équilibre;  et,  par  conséquent , le  système  des  trois 
forces  F,  F”,  F",  sera  équivalent  à lu  force  F : or  ce  système 
peut  être  regardé  comme  se  composant  de  la  force  F’  et  du 
couple  formé  par  les  deux  forces  F,  F",  ce  qui  est  conforme 
à la  proposition  énoncée. 

Considérons  un  système  quelconque  de  forces  appliquées 
à un  solide  invariable.  D’après  cç  que  nous  venons  de  voir, 
chacune  de  ces  forces  peut  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  en  un  point  O,  pris  à volonté  dans  le  solide  ou  lié 
invariablement  avec  lui,  pourvu  qu’à  la  force  ainsi  trans- 
portée on  joigne  le  couple  dû  à celte  translation  ; le  système 
des  forces  données  peut  donc  toujours  être  remplacé  par  un 
système  de  forces  égales  et  parallèles  aux  premières,  et  ap- 
pliquées au  point  ü , joint  à un  système  de  couples.  Toutes 
les  forces  appliquées  au  point  O peuvent  se  composer  en  une 
seule  force;  tous  les  couples  peuvent  également  se  composer 
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en  un  seul  couple  (§  181)  : donc  le  système  donné  se  trouvera 
remplacé  par  une  force  unique  appliquée  au  point  0 et  un 
couple  unique.  On  peut  toujours  supposer  que  le  point  d’ap- 
plication de  l’une  des  deux  forces  du  couple  coïncide  avec  le 
point  O j dès  lors,  deux  des  trois  forces  auxquelles  le  sys- 
tème vient  d’être  réduit  sont  appliquées  au  même  point  0, 
et  peuvent  se  composer  en  une  seule  agissant  également  sur 
ce  point  : donc  le  système  des  forces  données  se  trouve,  en 
définitive,  remplacé  par  deux  forces  dont  une  agit  sur  un 
point  O choisi  à volonté.  Nous  retombons  ainsi  sur  un  ré- 
sultat que  nous  avions  déjà  obtenu  par  d’autres  considéra- 
tions (§  159). 

§ 183.  Application  des  théories  précédentes  à réi|ul- 
libre  d'un  système  matériel  quelconque.  — Nous  ne 
devons  pas  oublier  que  tout  ce  qui  a été  dit  dans  ce  chapitre 
et  dans  les  deux  précédents  se  rapporte  à un  solide  inva- 
riable considéré  à l’état  d’équilibre.  Voyons  comment  les 
théories  que  nous  avons  établies  dans  ces  trois  chapitres 
peuvent  s’appliquer  à un  système  matériel  quelconque. 

Nous  observerons  d’abord  qu’il  existe  dans  la  nature  un 
grand  nombre  de  corps  solides  qui  ne  se  déforment  que  de 
quantités  tout  à fait  inappréciables,  sous  l’action  des  forces 
qui  leur  sont  habituellement  appliquées  : tels  sont  la  plupart 
des  matériaux  qui  entrent  dans  les  constructions  et  dans  les 
machines.  On  peut  donc  appliquer  approximativement,  à 
ces  solides  naturels,  ce  qui  a été  dit  dans  le  cas  des  solides 
invariables;  il  n’en  résultera  qu’une  erreur  extrêmement 
faible,  et  d’autant  plus  faible  que  ces  solides  naturels  se 
rapprocheront  plus  de  la  rigidité  absolue  des  solides  inva- 
riables. 

D’un  autre  côté , lorsqu’un  système  matériel  est  en  équi- 
libre, quelle  que  soit  d’ailleurs  sa  nature,  on  peut  évidem- 
ment supposer  qu’il  soit  rendu  invariable  de  forme  sans  que 
l’équilibre  soit  troublé  : dès  lors,  les  forces  qui  sont  appli- 
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quées  aux  diverses  parties  du  système  matériel,  et  qui  se 
font  équilibre  sur  ce  système  transformé  en  un  solide  inva- 
riable, doivent  satisfaire  aux  conditions  d’équilibre  que  nous 
avons  trouvées  précédemment.  Les  six  équations  que  nous 
avons  obtenues  pour  exprimer  cet  équilibre  (§  177),  et  qui 
étaient  suffisantes  dans  le  cas  d’un  solide  invariable,  sub- 
sistent donc  encore  dans  le  cas  de  l’équilibre  d'un  système 
matériel  quelconque.  Quoiqu'elles  ne  suffisent  plus  pour 
exprimer  complètement  l’équilibre  dans  ce  cas,  on  n'eu  est 
' pas  moins  en  droit  de  s’en  servir  pour  en  tirer  les  valeurs 
de  quelques-unes  des  forces  qui  y entrent  comme  inconnues; 
et  les  résultats  auxquels  on  arrive  ainsi  sont  rigoureusement 
exacts,  tout  aussi  bien  que  si  le  système  matériel  était  réel- 
lement un  solide  invariable  ayant  la  forme  de  ce  système 
pris  à l’état  d'équilibre.  D’après  cela,  quand  il  ne  s’agit  que 
d’arriver  à ces  six  équations  d’équilibre,  ou  bien  à des  rela- 
tions qui  en  soient  des  conséquences  nécessaires,  on  peut 
appliquer  aux  forces  qui  agissent  sur  un  système  matériel 
quelconque  en  équilibre,  tout  ce  qui  a été  dit  relativement  à 
la  composition  des  forces  appliquées  à un  solide  invariable 
et  au  remplacement  d’un  système  de  forces  par  un  autre 
système  équivalent;  mais  cette  composition  des  forces,  et  en 
général  la  substitution  d’un  système  de  forces  à un  autre,  ne 
doivent  pas  être  considérées  comme  pouvant  s'effectuer  réel- 
lement, sans  que  l’étal  d’équilibre  du  système  matériel  soit 
changé,  à moins  cependant  que  les  forces  dont  il  s’agit  ne 
soient  appliquées  à un  même  point  du  système  matériel. 
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^ 184.  Théorème  du  travail  virtuel,  pour  un  aya- 
tème  matériel  quelconque.  — Nous  avons  vu  (§  104) 
que,  pour  qu'un  point  matériel  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
Millil  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées soit  nulle.  Nous  pouvons  évidemment  exprimer  cette 
condition  en  disant  que  le  travail  virtuel  (§  176)  de  la  résul- 
tante est  nul,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
au  point  matériel  : car,  si  cette  résultante  est  nulle,  son 
travail  est  aussi  nul,  quel  que  soit  le  déplacement  de  son 
point  d'application  ; et  réciproquement,  si  le  travail  de  cette 
force  est  nul  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
au  point  sur  lequel  elle  agit,  elle  est  nécessairement  nulle 
elle-même.  Mais  nous  savons  que  le  travail  de  la  résultante 
de  plusieurs  forces,  appliquées  à un  même  point,  est  égal  à 
la  somme  des  travaux  des  composantes  (§  117)  : donc  on 
peut  dire  que,  pour  qu’un  point  matériel  soit  en  équilibre,  il 
faut  et  il  suflit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces  qui  lui  sont  appliquées  soit  nulle  pour  tout  dépla- 
cement infiniment  petit  attribué  à ce  point. 

Nous  pouvons  remarquer  que  la  proposition  qui  vient 
d'être  établie  est  comprise,  comme  cas  particulier,  dans  le 
théorème  du  travail  virtuel  que  nous  avons  démontré  pré- 
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cédemment  pour  lin  solide  invariable;  car  un  point  matériel 
peut  être  regardé  comme  étant  un  solide  invariable  dont 
toutes  les  dimensions  sont  milles. 

Considérons  maintenant  un  système  quelconque  de  points 
matériels,  soumis  aux  actions  de  diverses  forces,  tant  inté- 
rieures qu’extérieures  (§  151).  Si  un  pareil  système  est  en 
équilibre,  c’est-à-dire  reste  en  repos  malgré  l’action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées,  chacun  des  points  matériels 
qui  le  composent  est  lui-même  en  équilibre  ; la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  qui  agissent  sur  chaque  point  est 
donc  nulle,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
à ce  point.  Il  résulte  de  là  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points  maté- 
riels du  système  est  égale  à zéro,  quels  que  soient  les  dépla- 
cements infiniment  petits  et  indépendants  les  uns  des  autres 
que  l’on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  ces  différents 
points.  Réciproquement,  si  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  toutes  les  forces  appliquées  au  système  est  nulle , pour 
tous  les  déplacements  possibles  attribués  aux  divers  points 
qui  le  composent,  le  système,  supposé  primitivement  en 
repos,  ne  sortira  pas  de  cet  état  de  repos  : car,  si  l’on  ne 
déplace  qu'un  seul  de  ces  points  matériels,  ce  qui  revient  à 
supposer  que  les  déplacements  de  tous  les  autres  sont  nuis, 
on  en  conclura  que  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces 
appliquées  à ce  point  est  égale  à zéro,  quel  que  soit  d’ailleurs 
le  déplacement  qu’on  lui  attribue,  c’est-à-dire  que  ce  point, 
considéré  seul,  est  eu  équilibre;  le  même  raisonnement, 
appliqué  successivement  aux  divers  points  du  système,  mon- 
trera que  tous  ces  points  sont  en  équilibre,  chacun  séparé- 
ment; et,  par  conséquent,  le  système  tout  entier  est  en  équi- 
libre. Ainsi,  l’on  peut  dire  que,  pour  qu’un  système  matériel 
quelconque  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ses 
divers  points  soit  nulle,  quels  que  soient  les  déplacements 
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infiniment  petits  et  indépendants  les  uns  des  antres,  que 
l’on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  ces  différents 
points.  C’est  en  cela  que  consiste  le  théorème  du  travail 
virtuel  pour  un  système  matériel  quelconque. 

Il  est  à peine  nécessaire  d’ajouter  que  le  théorème  du  tra- 
vail virtnel  s’applique,  non-seulement  à la  totalité  d’un  sys- 
tème matériel  en  équilibre,  mais  aussi  à une  portion  quel- 
conque de  ce  système  considérée  à part.  Les  actions  que  les 
divers  points  matériels  de  cette  portion  du  système  éprouvent 
de  la  part  de  tous  les  autres  points  du  système  matériel, 
jouent  alors  le  rôle  de  forces  extérieures;  tandis  qu'elles 
rentrent  dans  la  catégorie  des  forces  intérieures,  quand  on 
considère  le  système  tout  entier. 

§ 185.  Parmi  tous  les  déplacements  virtuels,  en  nombre 
infini,  que  nous  pouvons  attribuer  simultanément  aux  divers 
points  d’un  système  matériel , choisissons  en  particulier  des 
déplacements  tels  que  les  distances  mutuelles  de  tous  les 
points  du  système  restent  les  mêmes;  c’est-à-dire,  conce- 
vons que  nons  déplacions  le  système  matériel  tout  d’une 
pièce,  comme  si  c’était  un  solide  invariable.  L’équation 
fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel,  pour  un  pareil 
déplacement  de  l'ensemble  des  points  matériels  du  système, 
ne  contiendra  aucun  terme  dépendant  des  forces  intérieures  : 
les  forces  extérieures  y entreront  seules.  En  effet,  les  forces 
intérieures  d’un  système  matériel  sont  deux  à deux  égales  et 
directement  opposées;  d'ailleurs,  dans  le  déplacement  par- 
ticulier que  nous  considérons,  la  distance  de  deux  quelcon- 
ques des  points  matériels  du  système  ne  change  pas  : il  s’en- 
suit que  les  travaux  virtuels  des  forces  intérieures  sont  deux 
à deux  égaux  et  de  signes  contraires  (§  175),  et  que,  par 
conséquent,  ces  travaux  disparaissent  tous  de  l'équation 
fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel. 

Si  nous  rapportons  les  divers  points  du  système  matériel 
à trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  nous  pourrons  attri- 
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buer  en  particulier  à ce  système  un  mouvement  d’ensemble 
qui  soit,  ou  bien  un  mouvement  de  translation  parallèle  à 
l’un  des  trois  axes,  ou  bien  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  l’un  des  trois  axes.  En  appliquant  le  théorème  du  travail 
virtuel , pour  chacun  de  ces  six  mouvements,  on  trouvera 
évidemment  des  équations  identiques  aux  équations  (a)  du 
§ 177;  puisque  ces  équations  (a)  ont  été  obtenues  en  donnant 
au  solide  invariable  dont  on  s’occupait,  précisément  les  six 
mouvements  virtuels  qui  viennent  d’être  indiqués.  Ainsi  les 
forces  extérieures,  appliquées  à un  système  matériel  quel- 
conque en  équilibre,  satisfont  nécessairement  aux  six  équa- 
tions qui  exprimeraient  l’équilibre  de  ce  système,  s’il  deve- 
nait un  solide  invariable  sans  changer  de  forme.  Nous  avions 
déjà  été  conduits  à cette  conséquence  par  d’autres  considé- 
rations (§  183). 

Il  résulte  de  ce  qui  a été  dit , à l’occasion  de  l’équilibre 
d’un  solide  invariable  (§  178),  qu’un  mouvement  virtuel 
d’ensemble  du  système  matériel , qui  serait  différent  de 
chacun  des  six  mouvements  particuliers  dout  on  vient  de 
parler,  ne  conduirait  à aucune  relation  nouvelle  entre  les 
forces  extérieures  : l’équation  que  l’on  obtiendrait  en  appli- 
quant le  théorème  du  travail  virtuel  à ce  mouvement  d’en- 
semble, quel  qu’il  soit,  ne  serait  qu’une  conséquence  des  six 
équations  auxquelles  on  arrive  en  considérant  successive- 
ment trois  translations  parallèles  aux  axes,  et  trois  rotations 
autour  de  ces  axes. 

Les  six  équations  auxquelles  les  forces  extérieures  doivent 
satisfaire  dans  tous  les  cas,  et  qui  suffiraient  pour  exprimer 
l’équilibre  du  système,  s’il  était  rendu  invariable  de  forme, 
ne  suffisent  évidemment  pas  pour  exprimer  cet  équilibre, 
lorsque  les  divers  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème sont  libres  de  se  rapprocher  ou  de  s’éloigner  les  uns 
des  autres,  comme  nous  le  supposons  ici.  On  ne  peut  expri- 
mer complètement  l’équilibre  du  système  qu’en  joignant  à 
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ces  six  équations,  toujours  nécessaires,  d’autres  équations 
que  l'on  obtiendra  en  attribuant  aux  divers  points  du  système 
des  déplacements  tels,  qu’ils  ne  restent  pas  aux  mêmes  dis- 
tances les  uns  des  autres,  équations  qui  renfermeront  géné- 
ralement les  forces  intérieures  en  même  temps  que  les  forces 
extérieures. 

g 186.  Théorème  «lu  travail  virtuel,  pour  un  sys- 
tème matériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons.  — 

Il  est  souvent  utile  de  simplifier  les  conditions  dans  lesquelles 
se  trouve  un  système  matériel  dont  on  veut  étudier  l’équi- 
libre , en  imaginant  des  liai  soi i*  établies  dans  diverses 
parties  de  ce  système.  On  entend  par  liaisons  des  conditions 
que  le  système  doit  nécessairement  remplir,  et  que  nous 
supposerons  rentrer  dans  les  trois  suivantes,  savoir  : 

1°  Que  certains  points  du  système  restent  à des  distances 
invariables  les  uns  des  autres; 

2"  Que  certains  points  soient  obligés  de  rester  sur  des 
courbes  fixes,  ou  sur  des  surfaces  fixes,  sans  éprouver  de 
frottement  de  la  part  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces, 
conformément  à ce  que  nous  avons  dit  précédemment  pour 
un  simple  point  matériel  (§§  126  et  134); 

3°  Enfin,  que  certaines  parties  du  système,  considérées 
comme  des  solides  invariables,  soient  assujetties  à rester  en 
contact  les  unes  avec  les  autres,  sans  qu’il  se  développe  de 
frottement  entre  leurs  surfaces. 

On  peut  concevoir  que  ces  liaisons,  que  l’on  imagine  dans 
un  système  matériel , soient  remplacées  par  des  forces  ca- 
pables d’obliger  le  système  à satisfaire  aux  mêmes  condi- 
tions. Dans  !e  cas  où  deux  points  doivent  rester  à une  même 
distance  l’un  de  l’autre,  des  forces  égales  et  contraires  déve- 
loppées  entre  ces  deux  points,  et  d’une  intensité  convenable, 
pourront  maintenir  cette  invariabilité  de  distance.  Dans  le 
ras  ou  un  point  est  obligé  de  rester  sur  une  courbe  fixe,  ou 
mii-  une  surface  fixe,  sans  frottement,  une  force  égale  à la 
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réaction  normale  de  la  courbe  on  île  la  surface  sur  le  point, 
peut  produire  le  même  efl'et.  Dans  le  cas  où  deux  parties 
du  système,  considérées  comme  deux  solides  invariables, 
sont  assujetties  à rester  en  contact,  sans  qu’il  y ait  de  frot- 
tement entre  leurs  surfaces,  on  peut  regarder  ce  résultat 
comme  produit  par  deux  forces  égales  et  contraires,  agissant 
sur  les  deux  solides,  aux  points  par  lesquels  ils  se  touchent, 
et  suivant  la  normale  commune  à leurs  surfaces;  ces  deux 
forces  doivent  agir  comme  des  forces  attractives  entre  les 
points  auxquels  elles  sont  appliquées,  ou  bien  comme  des 
forces  répulsives,  suivant  que  les  deux  solides  tendent  à s’é- 
carter l’un  de  l’autre,  ou  au  contraire,  à pénétrer  l’un  dans 
l’autre. 

En  substituant  aux  liaisons  les  forces  qui  peuvent  en  tenir 
lieu  , on  fait  rentrer  le  système  matériel  dans  le  cas  général 
pour  lequel  le  théorème  du  travail  virtuel  a été  établi  pré- 
cédemment (§  18fr  ).  Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces,  compris  celles  qui  remplacent  les  liaisons,  soit 
égale  à zéro,  quels  que  soient  les  déplacements  virtuels  qu'on 
attribue  aux  différents  points  matériels  dont  il  est  formé. 
Mais  si,  parmi  tous  les  déplacements  infiniment  petits  qu’on 
peut  attribuer  à ces  divers  points  matériels,  on  choisit  spé- 
cialement ceux  qui  sont  compatible*  arec  le*  liaitoa*,  on 
verra  que  les  forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons  disparaî- 
tront d’elles-mèmes  dans  les  équations  fournies  par  le  théo- 
rème du  travail  virtuel.  Eu  effet,  si  l’on  considère  en  premier 
lieu  les  deux  forces  capables  de  maintenir  l'invariabilité  de 
distance  de  deux  points  du  système , la  somme  des  travaux 
de  ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel 
en  vertu  duquel  la  distance  des  deux  points  ne  change  pas 
(§  175  ).  Si  l’on  considère  en  second  lieu  la  force  capable 
d’empêcher  un  point  de  sortir  d’une  courbe  fixe  ou  d’une 
surface  fixe,  le  travail  de  cette  force  correspondant  à un  dé- 


Digitized  by  Google 


ÉQUILIBRE  D’tN  SYSTÈME  MATÉRIEL  QUELCONQUE.  389 
placement  virtuel  du  point  dirigé  suivant  la  courbe  fixe  ou 
sur  la  surface  lixe  est  égal  à zéro , puisque  ce  déplacement 
virtuel  est  perpendiculaire  à la  direction  de  la  force.  Enfin, 
si  l’on  considère  les  deux  forces  capables 
de  maintenir  les  surfaces  S,  S',  fig.  92, 
de  deux  solides  invariables  en  contact 
l’une  avec  l’autre,  la  somme  des  travaux 
de  ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout 
mouvement  virtuel  du  système  en  vertu 
duquel  ces  deux  surfaces  ne  cessent  pas 
de  se  loucher;  car  les  positions  Ai,  A'i , 
où  les  points  des  deux  surfaces  qui  coïncidaient  primitive- 
ment en  A , viennent  se  placer  par  suite  de  ce  mouvement 
virtuel , sont  toutes  deux  situées  sur  le  plan  tangent  com- 
mun à ces  surfaces  après  leur  déplacement,  plan  tangent 
qui  ne  fait  qu’un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  lan- 
gent commun  eu  A;  les  déplacements  AAi,  AA'i  des  points 
d’application  des  deux  forces,  que  nous  supposons  appli- 
quées aux  deux  solides  pour  les  maintenir  en  contact  l’un 
avec  l’autre,  ont  donc  une  même  projection  sur  la  direction 
commune  NA'  de  ces  forces,  puisque  A N'  est  la  normale 
commune  aux  deux  surfaces  en  A ; et  par  conséquent  la 
somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux  forces  égales  et 
contraires  est  nulle  pour  un  pareil  mouvement  virtuel.  Un 
peut  dire  d’après  cela  que , si  l’on  met  de  coté  toutes  les 
forces  capables  de  remplacer  les  liaisons,  pour  ne  s’oc- 
cuper que  des  autres  forces  directement  appliquées  aux  di- 
verses parties  du  système  matériel,  et  si  l’on  suppose  que  le 
système  soit  en  équilibre , la  somme  des  travaux  virtuels  de 
ces  dernières  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons. 

Nous  allons  voir  que,  réciproquement , si  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F',  F’,...,  directement  appli- 
quées au  système  matériel , est  égale  à zéro,  pour  tout  dé- 
it. 
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placement  infiniment  petit  compatible  avec  les  liaisons , iu 
système  est  en  équilibré.  En  effet,  s'il  n’y  avait  pas  équilibre, 
le  système  matériel  dont  il  s’agit  se  mettrait  en  mouvement 
sous  l'action  des  forces  F,  F’,  F-",.--  » et  son  mouvement  s’ef- 
fectuerait conformément  aux  liaisons  auxquelles  il  est  assu- 
jetti ; on  pourrait  évidemment  s’opposer  à ce  mouvement  en 
appliquant  à chacun  des  points  matériels  du  système  une 
force  convenable  dirigée  en  sens  contraire  de  la  direction 
suivant  laquelle  ce  point  matériel  tendrait  à se  déplacer  ; dès 
lors  le  système  matériel  serait  en  équilibre  sous  l'action  des 
forces  Q,Q',Q que  l’on  devrait  ainsi  appliquer  à ses 
divers  points  , et  des  forces  F, F’, F",... , que  l’on  avait  déjà. 
D’après  ce  qui  vient  d’étre  établi  il  n’y  a qu’un  instant , la 
somme  des  travaux  de  cet  ensemble  de  forces  Q,Q',Q 
F,  F',  F",...  devrait  être  nulle,  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons,  et  en  particulier  pour  le  dépla- 
cement infiniment  petit  que  le  système  aurait  pris  tout  d’a- 
bord sous  l’action  des  forces  F,  F',  F",...  seules , si  l’on  n’a- 
vait  pas  appliqué  les  forces  Q,Q',Q",....  pour  s’y  opposer. 
Mais,  par  hypothèse,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  F,  F',  F", — est  nulle  pour  tout  déplacement  com- 
patible avec  les  liaisons,  et  par  conséquent  pour  le  mou- 
vement particulier  dont  il  s’agit:  donc,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  des  forces  Q,Q',  Q",.  ...  devrait  aussi  être 
nulle  pour  ce  mouvement  particulier,  ce  qui  est  impossible, 
puisque,  dans  ce  mouvement,  l<*  point  d’application  de  cha- 
cune de  ces  forces  Q se  déplace  précisément  en  sens  con- 
traire du  sens  dans  lequel  la  force  agit  ; ce  qui  fait  que  les 
travaux  virtuels  des  forces  O,  (V,  (T, sont  tous  né- 

gatifs. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d’étre  dit  que , pour  qu’un  sys- 
tème matériel,  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons,  soit  en 
équilibre  sous  l’action  de  diverses  forces  F,  F',  F", ...,  di- 
rectement appliquées  a ses  différents  points , il  faut  et  il 


Digitized  by  Google 


Kyt  11. III tu.  SYSTÈME  NATÉHIEL  ytEIXO.YQl  E.  3'tl 

Millit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  soit 
nulle  pour  tout  déplacement  inliuiinent  petit  compatible 
avec  les  liaisons. 

§ 187.  Un  solide  invariable  est  un  cas  particulier  d'un 
système  matériel  dans  lequel  existent  des  liaisons , puis- 
qu'un pareil  solide  n’est  autre  chose  qu’un  système  matériel 
dont  les  divers  points  sont  supposés  à des  distances  inva- 
riables les  uns  des  autres.  D'après  cela , donner  au  solide 
un  mouvement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  qu’on 
imagine  à son  intérieur,  c’est  le  déplacer  tout  d’une  pièce, 
sans  qu’il  éprouve  aucun  changement  de  forme  dans  ses  di- 
verses parties.  Il  résulte  de  là  que,  pour  qu’un  solide  inva- 
riable soit  en  équilibre  sous  l'action  de  diverses  forces,  il 
faut  et  il  sullil  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces 
forces  soit  nulle  pour  tout  mouvement  infiniment  petit  attri- 
bué* au  solide,  la  forme  du  solide  restant  d’ailleurs  toujours 
la  même,  malgré  le  changement  de  position  qu’on  lui  fait 
subir.  Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  du  travail  virtuel, 
dans  le  cas  d'un  solide  invariable , tel  que  nous  l’avons  éta- 
bli précédemment  (§  176)  par  des  considérations  directes. 
Il  est  important  de  remarquer  cependant  que,  pour  arriver 
à l’établir  ainsi  directement,  nous  avons  dû  admettre  tout 
d’abord  (§  15S)  que  deux  forces  égales  et  contraires  appli- 
quées à deux  points  différents  d’un  solide  invariable , et  sui- 
vant la  droite  qui  les  joint , se  font  mutuellement  équilibre  ; 
tandis  que  nous  venons  en  dernier  lieu  de  démontrer  ce  même 
théorème  du  travail  virtuel,  sans  rien  admettre  de  plus  que  les 
principes  énoncés  dans  le  chapitre  premier  du  livre  n , et 
les  conséquences  que  nous  en  avons  déduites  par  une  suite 
de  raisonnements  rigoureux. Cette  proposition  que  nous  avons 
admise  relativement  à deux  forces  égales  et  directement 
opposées,  appliquées  à deux  points  différents  d’un  solide 
invariable , et  qu’on  peut  regarder  comme  évidente  par  elle- 
même  , se  trouverait  donc  justifiée  par  ce  qui  précède , si 
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l’on  voyait  quelque  difliculté  à la  considérer  comme  évi- 
dente. 

En  appliquant  le  théorème  du  travail  virtuel , dans  le  t.is 
d’un  solide  invariable  soumis  à l’action  de  diverses  forces, 
nous  avons  trouvé  les  six  équations  («)  du  § 177,  équations 
qui  sont  nécessaires  et  sufllsantes  pour  exprimer  I équilibre 
du  solide  sous  l’action  de  ces  forces.  Le  solide  dont  il  s agit 
n'était  assujetti  à aucune  autre  condition  que  l'invariabilité 
des  distances  mutuelles  des  divers  points  matériels  qui  le 
composent;  sauf  celte  invariabilité,  il  était  entièrement  li- 
bre de  céder  à l’action  des  forces.  Nous  pouvons  mainte- 
nant aller  plus  loin  en  nous  appuyant  sur  le  théorème  du 
travail  virtuel  que  nous  venons  d'établir  pour  un  système 
matériel  contenant  des  liaisons.  Nous  pouvons  trouver  les 
équations  d’équilibre  d’un  solide  invariable  qui  n est  pas 
complètement  libre  de  céder  aux  actions  des  forces  qui  lui 
sont  appliquées. 

Considérons  en  premier  lieu  un  solide  invariable  qui  ne 
peut  que  tourner  autour  d’un  point  fixe  : si  nous  prenons  ce 
point  pour  origine  des  coordonnées,  et  que  nous  donnions 
au  solide  successivement  trois  rotations  infiniment  petites 
autour  de  chacun  des  trois  axes,  le  théorème  du  travail  vir- 
tuel nous  fournira  les  trois  équations 

l(Zy— Yî)  = o,  ï{X:-Zx)=»,  l{\x  — Xy)—o. 

Vu  mouvement  infiniment  petit  quelconque  du  solide, 
compatible  avec  la  liaison  à laquelle  il  est  assujetti , ne  peut 
être  qu’une  rotation  autour  d’un  axe  passant  par  le  point 
fixe  ; ce  mouvement  peut  donc  toujours  se  décomposer  en 
trois  rotations  autour  des  axes  coordonnés,  et  par  suite  l'é- 
quation fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel  pour  ce 
mouvement  quelconque  sera  une  conséquence  des  trois 
équations  précédentes  : il  résulte  de  là  que  ces  trois  équa- 
tions sont  suffisantes  pour  exprimer  l'équilibre  du  solide. 
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On  peut  comprendre  ces  équations  d'équilibre  dans  un  seul 
énoncé,  en  disant  que,  pour  qu’un  solide  invariable  qui  ne 
peut  que  tourner  autour  d’un  point  fixe  soit  en  équilibre 
sous  l’action  de  diverses  forces,  il  faut  et  il  sullil  que  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à une  droite 
quelconque  menée  par  le  point  fixe  soit  égale  à zéro. 

Dans  le  cas  où  un  solide  invariable  ne  peut  que  tourner 
autour  d’un  axe  fixe,  il  est  aisé  de  voir  qu'une  seule  équa- 
tion exprimera  l’équilibre  de  ce  solide  sous  l'aetion  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées  : pour  que  le  solide  soit  en 
équilibre,  il  faut  et  il  sufiit  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à l’axe  fixe  soit  nulle. 

Enfin , dans  le  cas  où  un  solide  invariable  ne  peut  se 
mouvoir  que  parallèlement  à un  plan  fixe,  on  trouve  les 
équations  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ce  solide  soit 
en  équilibre,  en  exprimant  que  la  somme  des  travaux  vir- 
tuels des  forces  qui  lui  sont  appliquées  est  nulle  pour  trois 
déplacements  différents,  savoir  : pour  deux  translations 
suivant  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  fixe, 
et  pour  une  rotation  autour  d’un  axe  mené  perpendiculai- 
rement à ce  plan  par  le  point  de  rencontre  des  deux  pre- 
miers. Ces  équations  d'équilibre  sont  les  mêmes  que  celles 
que  l’on  trouverait  si  l’on  projetait  toutes  les  forces  sur  le 
plan  fixe , et  qu’on  exprimât  ensuite  que  le  solide  est  en 
équilibre  sous  l’action  de  ces  forces  projetées  (§  179). 

§ 188.  Équilibre  relatif  «l'un  système  matériel.  — 
Ce  que  nous  avons  dit  pour 'l’équilibre  relatif  d’un  point 
matériel  (§  lùO)  peut  s’étendre  immédiatement  à l’équilibre 
relatif  d’un  système  quelconque  de  points  matériels;  cet 
équilibre  se  ramène  à un  équilibre  absolu  par  l’adjonction 
des  forces  apparentes  correspondant  aux  divers  points  du 
système,  aux  forces  qui  sont  réellement  appliquées;»  ces  diffé- 
rents  points.  En  prenant  l’ensemble  de  ces  forces  apparentes 
et  réelles,  et  leur  appliquant  le  théorème  du  travail  virtuel , 
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on  trouvera  dans  tous  les  cas  les  équations  auxquelles  elles 
doivent  satisfaire  pour  que  le  système  soit  en  équilibre  relatif, 
c’est-à-dire  pour  qu'il  ne  sorte  pas  de  l’état  de  repos  relatif 
dans  lequel  on  le  suppose  primitivement  placé. 

Les  corps  qui  nous  paraissent  en  équilibre  autour  de* 
nous  sont  seulement  en  équilibre  relatif,  puisque  la  terre 
n’est  pas  immobile.  Nous  pouvons  traiter  cet  équilibre  rela- 
tif comme  s’il  était  absolu  , en  considérant  pour  chaque  mo- 
lécule, non-seulement  les  forces  qui  lui  sont  réellement  ap- 
pliquées, mais  encore  la  force  d'inertie  correspondant  au 
mouvement  réel  de  celle  molécule  supposée  en  repos  par 
rapport  à la  terre.  Mais  si,  parmi  les  forces  qui  agisse  ni 
réellement  sur  les  molécules , nous  prenons  spécialement 
les  attractions  quelle  éprouve  de  la  part  de  la  masse  en- 
tière de  la  terre , ainsi  que  de  la  part  du  soleil  et  de  la  lune, 
et  si  nous  composons  la  force  d’inertie  dont  nous  venons  de 
parler  avec  ces  attractions,  nous  aurons  une  résultante  qui 
sera  précisément  ce  que  nous  nommons  le  poids  de  cette 
molécule  (§  146),  et  la  direction  de  cette  force  résultante 
sera  la  verticale  correspondant  au  point  où  la  molécule  est 
située.  Nous  voyons  par  là  que  l’on  peut  assimiler  l’état  de 
repos  des  corps  sur  la  terre  à un  équilibre  absolu , en  re- 
gardant le  poids  de  chaque  molécule  comme  si  c’était  une 
force  qui  lui  fût  réellement  appliquée  suivant  la  verticale, 
et  exprimant  que  ce  poids,  joint  aux  forces  réelles  autres 
que  les  attractions  dont  il  vient  d’être  question , forme  un 
système  de  forces  qui  satisfait  aux  équations  d'équilibre 
fournies  par  le  théorème  du  travail  virtuel. 

Pour  trouver  la  grandeur  de  ce  poids  de  chaque  molécule 
d'un  corps,  et  par  suite  le  poids  total  du  corps  considéré 
comme  un  solide  invariable , nous  n'avons  pas  besoin  d’ail- 
leurs de  nous  préoccuper  de  la  définition  que  nous  en  avons 
donnée,  et  de  chercher  à effectuer  la  composition  des  attrac- 
tions que  la  molécule  éprouve  de  la  part  de  la  terre , du  so- 
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leil  et  (le  la  lune,  avec  la  force  d’inertie  correspondant  à son 
mouvement  d’entrainement  : l’expérience  nous  fournit  di- 
rectement la  grandeur  du  poids  d’un  corps,  et  de  même  elle 
nous  fait  connaître  la  verticale,  qui  est  la  direction  suivant 
laquelle  ce  poids  doit  être  regardé  comme  exerçant  sou 
action. 

D'après  les  explications  que  nous  avons  données  précé- 
demment (§  149),  le  poids  d’un  corps  change  périodique- 
ment de  grandeur  aux  diverses  heures  d’une  même  journée , 
et  de  même  la  verticale  correspondant  à un  point  quel- 
conque change  périodiquement  de  direction.  Il  s'ensuit  que 
l’étal  d'équilibre  des  corps  sur  la  terre  doit  changer  conti- 
nuellement, par  suite  de  ces  circonstances.  Mais  ces  chan- 
gements sont  tellement  faibles  qu’il  n'est  généralement  pas 
possible  d’en  apercevoir  les  effets,  et  qu’il  n’y  a lieu  de  s’en 
préoccuper  que  dans  des  cas  extrêmement  restreints  : nous 
regarderons  donc  habituellement  les  poids  des  molécules 
des  corps  situés  sur  la  terre  comme  des  forces  constantes 
eu  grandeur  et  en  direction. 

§ 1X9.  Équilibre  «les  systèmes  pesants  dans  lesquels 
existent  des  liaisons.  — Considérons  un  système  matériel 
assujetti  à certaines  liaisons , telles  que  celles  que  nous 
avons  définies  précédemment  (§  186),  et  supposons  que  ses 
diverses  molécules  ne  sont  d'ailleurs  soumises  qu’à  l’action 
de  la  pesanteur.  Pour  qu’un  pareil  système  soit  en  équilibre, 
il  faut  et  il  suflil  que,  pour  tout  mouvement  virtuel  compa- 
tible avec  les  liaisons,  le  centre  de  gravité  du  système  reste 
dans  le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouvait  d’abord. 
Kn  effet,  la  condition  d’équilibre,  telle  que  la  fournil  le 
théorème  du  travail  virtuel , c’est  que  la  somme  des  travaux 
virtuels  des  poids  des  diverses  molécules  du  système  soit 
nulle,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons 
(S  186);  mais  nous  avons  vu  (§  173)  que  cette  somme  de 
travaux  a toujours  pour  valeur  le  travail  d'une  force  égale 
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au  poids  total  du  système  appliquée  à son  centre  de  gra- 
vité : donc,  on  exprimera  l'équilibre  du  système  en  disant 
que  ce  dernier  travail  est  nul  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire  que,  de  quelque 
manière  qu’on  effectue  ce  déplacement , le  centre  de  gravité 
du  système  ne  sort  pas  du  [dan  horizontal  dans  lequel  il 
était  primitivement  situé. 

Supposons , par  exemple , que  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  positions  que  peut  prendre  le  centre  de  gravité 
d’un  système  pesant , lorsqu’on  donne  à ce  système  tous  les 
mouvements  compatibles  avec  les  liaisons  auxquelles  il  est 
assujetti , soit  une  ligne  courbe  ou  bien  une  surface  : le  sys- 
tème sera  en  équilibre  toutes  les  fois  que  son  centre  de  gra- 
vité se  trouvera  au  point  le  plus  élevé  ou  nu  point  le  plus  bas 
de  la  courbe  ou  de  la  surface,  et  en  général  toutes  les  fois  qu’il 
sera  en  un  point  tel  (pie  la  tangente  à la  courbe,  ou  le  plan 
tangent  à la  surface  en  ce  point  aura  une  direction  horizon- 
tale. S’il  arrivait  que  le  centre  de  gravité  d’un  système  pe- 
sant restât  constamment  dans  un  même  plan  horizontal , de 
quelque  manière  qu’on  changeât  les  positions  de  ses  diver- 
ses parties,  en  ayant  égard  aux  liaisons,  on  devrait  en  con- 
clure nécessairement  que  le  système  est  eu  équilibre  dans 
toutes  ces  positions  : ou  dit  alors  que  l’équilibre  est  indiffè- 
rent. C’est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier,  si  le  centre  de 
gravité  du  système  reste  toujours  au  même  point  de  l’es- 
pace, de  quelque  manière  que  l’on  déplace  les  diverses  par- 
ties de  ce  système. 

§ 190.  On  trouve  une  application  de  ce  qui  précède 
dans  la  construction  des  ponts-levis  à flèche.  Le  tablier  A R 
du  pont,  fig.  93,  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  A; 
deux  chaînes  BO  partent  des  deux  côtés  du  tablier,  et  vont 
s’attacher  aux  extrémités  de  deux  flèches  CD  formant  un 
cadre  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  E;  un  contre- 
poids (>,  supporté  par  les  deux  flèches , sert  à équilibrer  le 
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poids  du  tablier.  On  prend  la  distance  EC  égale  à AH,  et 


Fig.  03. 

on  donne  aux  deux  chaînes  BC  une  longueur  égale  à AE;  de 
sorte  que  la  figure  A BCE  est  un  parallélogramme  dans  toutes 
les  positions  que  l'on  peut  donner  au  système,  en  faisant 
tourner  les  flèches  autour  de  l’axe  E,  et  le  tablier  autour  de 
l'axe  A,  sans  que  les  chaînes  BC  cessent  d’élre  tendues;  il 
en  résulte  que,  dans  un  pareil  mouvement,  l'angle  dont  le 
tablier  tourne  autour  de  l’axe  A est  toujours  égal  à l’angle 
dont  les  flèches  tournent  en  même  temps  autour  de  l’axe  E. 
Pour  trouver  le  centre  de  gravité  du  système  tout  entier, 
formé  du  tablier,  des  chaînes,  des  flèches  et  du  contre- 
poids , nous  pouvons  concevoir  que  chaque  chaîne  soit  rem- 
placée par  deux  masses  égales  chacune  à la  moitié  de  sa 
masse,  et  placées  à ses  deux  extrémités;  soient  G et  G'  les 
centres  de  gravité  du  tablier  d’une  part , et  des  flèches 
avec  le  contre-poids  Q d’une  autre  part,  en  y comprenant 
de  part  et  d’autre  les  masses  qui  tiennent  lieu  des  moitiés 
des  chaînes  ; soient,  en  outre , P et  P'  les  poids  de  ces  deux 
parties  du  système  : le  point  d’application  de  la  résultante 
des  forces  parallèles  et  de  même  sens  P,  P',  appliquées  aux 
points  G,  G',  sera  le  centre  de  gravité  du  système  tout  en- 
tier. On  détermine  le  contre-poids  Q,  et  sa  position  sur  la 
charpente  formée  par  les  flèches,  de  manière  à satisfaire  à 
deux  conditions,  savoir  : J"  que  la  ligne  E G' soit  parallèle  à 
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AG,  pour  une  position  particulière  du  système;  2° que  l'on 
ait  la  proportion 

I»  KG' 

F = Â7T' 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  parallélisme  de  KG' et  de  A G se 
conserve  dans  toutes  les  positions  que  l’on  peut  donner  au 
système,  cl  que,  par  conséquent,  d’après  la  seconde  des 
conditions  qui  viennent  d’être  indiquées,  le  centre  de  gra- 
vité de  tout  le  système  se  trouve  toujours  en  un  point  O,  si- 
tué sur  la  droite  A E,  de  telle  manière  qu’on  ait 
AO  AG  K 
ËÔ  — KCË  — I*  ‘ 

Il  résulte  de  la  que  le  pont-levis,  ainsi  constitue,  est  en 
équilibre  indifférent  dans  toutes  les  positions  qu’on  peut  lui 
donner,  en  Taisant  tourner  les  flèches  autour  de  l’axe  E,  et 
par  suite  le  tablier  autour  de  l’axe  A. 

Au  lieu  d’accrocher  les  chaînes  qui  supportent  le  tablier 
d’un  pont-levis  à des  flèches  munies  d’un  contre-poids, 
comme  lions  venons  de  le  dire,  on  peut  Taire  passer  ces 
chaînes  sur  des  poulies  placées  au-dessus  du  tablier,  et  sus- 
pendre à leurs  extrémités  des  contre-poids  destinés  à équi- 
librer le  poids  de  ce  tablier.  On  peut,  en  outre-,  obliger  ces 
contre-poids  à glisser  le  long  de  courbes  fixes,  afin  que  la 
tension  de  chaque  chaîne  due  à l’action  du  contre-poids  qui 
la  termine  varie  suivant  que  le  tablier  du  pont  est  plus  ou 
moins  relevé.  Si  l’on  détermine  ces  courbes  fixes  de  telle 
manière  que  le  centre  de  gravité  du  tablier,  des  chaînes  et 
des  contre-poids  reste  toujours  sur  un  même  plan  horizon- 
tal, le  pont-levis  sera  en  équilibre  indifférent  dans  toutes 
les  positions  qu’on  pourra  lui  Taire  prendre. 

I n pont-levis  à flèches  , ou  bien  à contre-poids  mobiles 
le  long  de  courbes  fixes,  est  loin  de  rentrer  complètement 
dans  le  cas  des  systèmes  à liaisons  que  nous  avons  ronsi- 
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dérés.  Les  tourillons  du  tablier,  et  ceux  des  flèches , (•prou- 
vent des  frottements  de  la  part  des  ouvertures  ou  coussi- 
nets dans  lesquels  ils  tournent;  les  contre-poids  glissant  le 
long  de  courbes  fixes  éprouvent  également  des  frottemcuts 
de  la  part  de  ces  courbes.  Mais  il  est  clair  qu’on  peut  faire 
abstraction  de  ces  frottements  divers  dans  la  théorie  de  l’é- 
tablissement des  ponts-levis,  et  raisonner  comme  nous  l’a- 
vons fait,  en  faisant  rentrer  ces  appareils  dans  les  systèmes 
à liaisons  que  nous  avons  considérés  d’une  manière  géné- 
rale : si  nu  pont-levis  est  disposé  de  manière  à être  en  équi- 
libre indifférent  dans  toutes  les  positions  qu’on  peut  lui  don- 
ner, dans  le  cas  où  il  ne  se  développerait  de  frottement  dans 
aucune  de  ses  parties , il  restera  à plus  forte  raison  en  équi- 
libre dans  chacune  de  ses  positions  lorsque  ces  frottements 
exerceront  leur  action. 

£ 191.  Dans  la  construction  des  appareils  de  diverses 
espèces  destinés  à peser  les  corps , on  cherche  à réaliser  au- 
tant que  possible  les  liaisons  idéales  que  nous  avons  défi- 
nies précédemment  (§  186);  ces  appareils  sont  d’autant 
meilleurs  à ce  point  de  vue,  qu’ils  sont  plus  près  de  rentrer 
complètement  dans  les  systèmes  à liaisons,  pour  lesquels 
nous  avons  établi  le  théorème  du  § 186.  Ainsi,  on  dispose 
les  diverses  pièces  susceptibles  de  fléchir  sous  l’action  des 
forces  cpii  leur  sont  appliquées,  telles  que  les  fléaux  de  ba- 
lances, de  manière  que  leur  flexion  soit  toujours  très-faible 
et  qu’on  puisse  les  regarder  comme  étant  des  solides  inva- 
riables; on  fait  en  sorte  que  les  diverses  pièces  solides  qui 
doivent  se  mouvoir  les  unes  par  rapport  aux  autres , ne  se 
touchent  que  par  des  couteaux  à arêtes  déliées,  de  manière 
que  les  mouvements  relatifs  soient  des  rotations  autour  des 
arêtes  de  ces  couteaux , etc.  Les  frottements  que  l’on  peut 
laisser  subsister  dans  certains  appareils , tout  en  eu  faisant 
abstraction  dans  les  considérations  théoriques  sur  lesquelles 
repose  leur  construction  (§  190),  parce  qu’ils  ne  nuisent 
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pas  à l'effet  qu’on  veut  obtenir,  sciaient  au  contraire  ici  très- 
nuisibles  , en  ce  qu’ils  diminueraient  la  mobilité,  et  par  con- 
séquent lu  sensibilité,  des  appareils  dont  nous  nous  oc- 
cupons 

Le  plus  ordinairement  ces  appareils , dont  ou  se  sert  pour 
peser  les  corps,  se  composent  de  deux  plateaux  mobiles  re- 
liés l’un  à l'autre  par  un  système,  de  pièces  solides  articu- 
lées entre  elles  ; de  sorte  que  le  mouvement  ascendant  ou 
descendant  de  l’im  des  plateaux  détermine  nécessairement 
le  mouvement  de  l’autre  plateau  en  sens  contraire.  Le  corps 
à peser  riant  placé  sur  l’un  des  plateaux,  on  lui  fait  équi- 
libre au  moyen  de  poids  connus  placés  en  quantité  conve- 
nable sur  l’autre  plateau,  et  la  quantité  de  ces  poids  con- 
nus , qu’on  a dù  employer,  l’ail  connaître  le  poids  du  corps. 
{1  est  aist;  de  voir  qu’un  appareil  de  ce  genre  doit  nécessai- 
rement satisfaire  à celle  condition , que  le  mouvement  de 
chacun  des  deux  plateaux  soit  un  mouvement  de  transla- 
tion , c’est-à-dire  que  ses  diverses  parties  s’élèvent  ou  s’a- 
baissent en  même  temps  d’une  même  quantité.  Car,  eu 
supposant  que  l'équilibre  soit  établi , connue  nous  venons  de 
le  dire,  il  faut  que  cet  équilibre  ne  soit  pas  troublé  par  un 
simple  changement  de  position  d’un  des  corps  pesants  sur 
la  surface  du  plateau  qui  le  supporte;  il  faut  donc  que  le 
rentre  de  gravité  de  ce  corps  se  dé-place  verticalement  de 
la  même  quantité,  quelle  que  soit  sa  position  sur  le  plateau, 
pour  un  même  mouvement  virtuel  attribué  ail  système  et 
compatible  avec  les  liaisons,  sans  quoi  la  somme  des  travaux 
virtuels  de  toutes  les  actions  de  la  pesanteur  sur  ce  système 
changerait  de  valeur  par  le  changement  de  position  du 
corps , et  cette  somme  ne  pourrait  pas  être  mille  daus  tous 
les  cas. 

La  condition  que  nous  venons  de  faire  connaître , et  qui 
consiste  en  ce  que  chacun  des  deux  plateaux  doit  s'élever 
ou  s'abaisser  d’un  mouvement  de  translation  pour  un  mou- 
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veinent  infiniment  petit  îles  pièces  arliculées  ipii  les  relient 
I'iiii  à l’amie , sn Mit  pour  que  l’appareil  puisse  être  employé 
à la  détermination  des  poids  des  corps,  eu  supposant,  bien 
entendu  , qu’il  satisfasse  d’ailleurs  à la  condition  de  mobilité 
dont  nous  avons  parlé  tout  d’abord.  L’équilibre  qu’on  éta- 
blit en  mettant  le  corps  à peser  sur  l’un  des  plateaux,  et  des 
poids  connus  sur  l'autre  plateau , est  tel  que  les  diverses 
pièces  mobiles  de  l’appareil  sont  dans  les  mêmes  positions 
que  si  les  plateaux  n’étaient  chargés  ni  l’un  ni  l’autre;  en 
sorte  que,  pour  tout  déplacement  virtuel  du  système,  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  actions  de  la  pesanteur  sur 
les  diverses  parties  qui  constituent  l’appareil  lui-même  est 
égale  à zéro  : il  faut  donc  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  la  pesanteur,  sur  le  corps  qu’on  vent  peser  d’une  part , 
et  sur  les  poids  connus  d’une  autre  part,  soit  séparément 
nulle,  c’est-à-dire  que  le  poids  inconnu  et  l’ensemble  des 
poids  connus  sont  entre  eux  dans  le  rapport  inverse  des 
quantités  dont  les  deux  plateaux  se  déplacent  en  même 
temps  suivant  la  verticale.  Ainsi,  il  sufiit  de  connaître  le 
rapport  qui  existe  entre  ces  déplacements  simultanés  des 
deux  plateaux,  estimés  suivant  la  verticale,  pour  en  con- 
clure le  rapport  du  poids  inconnu  à l’ensemble  des  poids 
connus  qui  lui  fout  équilibre,  et  par  conséquent  pour  trou- 
ver lu  valeur  de  ce  poids  inconnu.  Dans  la  balance  ordi- 
naire, où  les  deux  plateaux  sont  suspendus  aux  extrémités 
d’un  fléau  mobile  autour  de  son  milieu,  les  déplacements 
simultanés  des  plateaux  suivant  la  verticale  sont  égaux 
l’un  à l’autre , et  par  suite  le  poids  du  corps  que  l’on  pèse 
est  égal  à l’ensemble  des  poids  connus  avec  lesquels  on  lui 
fait  équilibre.  Il  en  est  de  même  de  la  balance  de  Roberval, 
ou  balance  à plateaux  supérieurs,  qui  est  si  répandue  de- 
puis quelque  temps  dans  le  commerce.  Dans  les  bascules 
diverses  employées  à peser  les  corps  un  peu  lourds , les  dé- 
p acements  simultanés  des  deux  plateaux  sont  ordinaire- 
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ment  entre  eux  dans  le  rapport  de  1 à 10,  ou  même  de  1 à 
100,  de  sorte  quïl  faut  prendre  10  fui*  ou  100  fois  l'en- 
semble d»*s  poids  connus  mis  dans  le  petit  plateau  pour 
avoir  le  |*oids  du  corps  que  l'on  pèse. 

£ 192.  Équilibre  du  polvjcone  funiculaire.  — Sup|M>- 
soiis  qu’un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible  soit  sol- 
licité par  des  forces  F,  F",  F",  F F",  fig.  94,  appliquées  à 


Fi(t.  9V. 


ses  extrémités  A,  E,  et  à divers  points  H,  C,  D,  de  sa  lon- 
gueur; ce  iil  étant  en  équilibre  sous  l’action  des  forces  dont 
il  s'agit,  affectera  la  forme  d’un  polygone  ayant  pour  som- 
mets les  divers  points  d'application  de  ces  forces  : on  donne 
à uu  pareil  Iil  le  nom  de  polygone  funiculaire.  Nous  al- 
lons voir  en  quoi  consistent  les  conditions  de  son  équilibre. 

Chacun  des  cordons  AB,  BC. , éprouve  une  certaine 

tension,  et  l’on  conçoit  que  celle  tension  peut  être  évaluée 
en  nombre  à l’aide  d'un  dynamomètre  (§  86)  qu'on  inter- 
poserait entre  deux  parties  de  ce  cordon , préalablement 
coupé  en  uu  point  quelconque  de  sa  longueur.  La  tension 
ilu  cordon  AB  est  évidemment  égale  à la  force  F,  et  la  di- 
rection de  ce  cordon  est  la  même  que  celle  de  celte  force. 
Il  en  est  de  même  du  cordon  DE,  qui  est  dirigé;  suivant  la 
direction  de  la  force  F ’,  et  dont  la  tension  est  égale  à cette 
force.  Soient  T et  T , les  tensions  des  cordons  intermédiaires 
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UC,  CD;  le  point  B est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
F’,  F,  T,  dont  les  deux  dernières  agissent  respectivement 
suivant  les  lignes  B A,  BC;  il  s’ensuit  que  l’une  quelconque 
de  ces  trois  forces  est  égale  et  directement  opposée  à la 
résultante  des  deux  autres  : donc  le  cordon  BC  doit  être  di- 
rigé dans  le  plan  des  deux  forces  F,  F’,  suivant  le  prolon- 
gement de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
ces  deux  forces,  appliquées  toutes  deux  au  point  B,  et 
la  longueur  de  cette  diagonale  détermine  la  grandeur  de  la 
tension  T du  cordon  BC.  De  même,  l’équilibre  du  point  C, 
soumis  aux  actions  des  forces  F",  T,  T,  exige  que  CD  soit 
dirigé  dans  le  plan  mené  par  F"  et  par  BC , suivant  le  pro- 
longement de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  F",  T,  appliquées  au  point  C ; et  la  lon- 
gueur de  cette  diagonale  détermine  la  grandeur  de  la  ten- 
sion T'  du  cordon  CD.  Enfin,  la  force  F",  qui  a la  même 
direction  que  le  cordon  DF1,  doit  être  située  dans  le  plan 
mené  par  F " et  C D,  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  forces  F'"  et 
T',  appliquées  au  point  D,  et  égale  à la  force  que  représente 
cette  diagonale. 

Ces  conditions  d’équilibre  du  polygone  funiculaire  peu- 
vent s’exprimer  simplement  à l’aide  d’une  construction  géo- 
métrique, ainsi  que  nous  allons  le  voir.  Par  un  point  quel- 
conque O de  l’espace,  fig.  9A,  menons  une  droite  OM  égale 
et  parallèle  à celle  qui  représente  la  force  F,  et  dans  le  sens 
dans  lequel  cette  force  agit  ; par  le  point  M ainsi  obtenu , 
menons  de  même  une  droite  .AIN  égale  et  parallèle  à celle 
qui  représente  la  force  F';  la  droite  ON  est  égale  et  parallèle 
à celle  qui  représente  la  résultante  des  deux  forces  F,  F':  le 
cordon  BC  doit  donc  être  parallèle  à la  droite  ON,  et  la 
tension  T de  ce  cordon  doit  être  égale  à la  force  que  repré- 
sente celte  droite.  Ou  verra  de  même  que  si  l’on  mène  N P 
égale  et  parallèle  à la  droite  qui  représente  la  force  F ",  OP 
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sera  égale  et  parallèle  à la  droite,  qui  représente  la  résul- 
tante des  forces  1"  et  T,  appliquées  au  point  C : le  cordon 
DC  doit  donc  être  parallèle  à la  droite  01’,  et  la  tension  T' 
de  ce  cordon  doit  être  égale  à la  force  que  représente  celle 
droite.  Enfin , si  l'on  mène  l’ Q , égale  et  parallèle  à F ”,  la 
force  F"  doit  être  parallèle  à ÜQ  et  égale  à la  force  que 
cette  droite  0 Q représente  ; de  sorte  que,  si  l’on  mène  par  le 
point  Q une  droite  égale  et  parallèle  à celle  qui  représente 
la  force  F”,  l’extrémité  de  celte  droite  doit  coïncider  avec 
le  point  0.  11  suit  de  là  que,  si,  à partir  d'un  point  quelcon- 
que U,  ou  mène  à la  suite  les  unes  des  autres  les  droites 

OM,  MN,  N P,  l'Q,  QK,  respectivement  égales  et  parallèles 
aux  forces  F,  F’,  F ",  F ",  F",  les  conditions  d'équilibre  du 
polygone  funiculaire  consistent  en  ce  que  : 1°  l'extrémité  H 
du  polygone  auxiliaire  ainsi  formé  doit  coïncider  avec  sou 
point  de  départ  0;  2°  les  cordons  intermédiaires  liC , CI)  du 
polygone  funiculaire  doivent  être  parallèles  aux  diagonales 

ON,  OP  de  ce  poygone  auxiliaire.  Quant  aux  tensions  de 
ces  cordons  intermédiaires , elles  sont  déterminées  par  les 
longueurs  des  diagonales  ON,  OP.  Il  est  bon  d'ajouter  que, 
outre  les  conditions  d’équilibre  qui  viennent  d’être  indi- 
quées, il  faut  encore  que  les  valeurs  que  fou  trouve  ainsi 
pour  les  tensions  des  cordons  I1C,  CD  ne  soient  pas  néga- 
tives, c’est-à-dire  qu’il  ne  faut  pas  que  les  forces  appliquées 
aux  deux  extrémités  de  l’un  de  ces  cordons  tendent  à rap- 
procher ces  extrémités  l’une  de  l’autre,  ail  lieu  de  tendit1  à 
les  éloigner  : si  l’on  trouvait  une  valeur  négative  pour  la 
tension  d’un  cordon , l’équilibre  ne  pourrait  pas  avoir  lieu , 
à moins  que  ce  cordon  ne  fût  remplacé  par  une  tige  rigide 
capable  de  résister  aux  actions  des  forces  qui  tendent  à rap- 
procher ses  extrémités  l’une  de  l’autre. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  diverses  forces  F,  F',  F", . . . 
qui  agissent  sur  te  polygone  funiculaire  sont  toutes  paral- 
, lèles  à un  même  plan,  il  est  aisé  de  voir  que  le  polygone 
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auxiliaire  OMNP est  situé  tout  entier  dans  un  plan 

parallèle  au  précédent  ; le  polygone  funiculaire  dont  les 
divers  cordons  sont  parallèles  aux  lignes  DM,  ON,  O P, ... 
est  donc  également  situé  tout  entier  dans  un  plan,  qui  con- 
tient en  même  temps  les  directions  des  forces  F,  F',  F”,  .... 
Il  en  est  encore  de  même  lorsque  toutes  les  forces  intermé- 
diaires F',  F",  F'"  sont  parallèles  entre  elles,  quelles  que 
soient  les  directions  des  forces  extrêmes  F,  F";  car  alors 
les  côtés  MX,  N P,  PQ  du  polygone  auxiliaire  sont  dirigés 
suivant  une  même  ligne  droite,  et  par  conséquent  ce  poly- 
gone auxiliaire  prend  dans  son  ensemble  la  forme  d’un 
triangle  : le  polygone  funiculaire  est  donc  nécessairement 
situé  tout  entier  dans  un  pian  parallèle  au  plan  de  ce 
triangle. 

§ 193.  Nous  pouvons  appliquer  ce  qui  précède  à la  dé- 
termination de  la  forme  des  chaînes  qui  supportent  un  pont 
suspendu.  Ces  chaînes  sont  reliées  au  tablier  du  pont  par 
des  barres  verticales  équidistantes.  Dans  la  construction 
d’un  pareil  pont,  ou  s’impose  la  condition  que  ces  barres  ver- 
ticales soient  également  tendues , c’est-à-dire  que  chacune 
d’elles  ait  à supporter  une  même  portion  du  poids  total  du 
tablier  : c’est  d’après  cette  condition  que  l’ou  cherche  la 
forme  que  doit  prendre  chacune  des  chaînes,  considérée 
comme  constituant  un  polygone  funiculaire. 


Y 


Fig.  #5. 

Soient  ABCDE,  fig.  95,  une  portion  quelconque  de  l’une 
23. 
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de  ces  chaînes,  et  AA’,  B B',  CC’,  DD', les  barres  verti- 

cales qui  relient  cette  chaîne  au  tablier.  Construisons  le  po- 
lygone auxiliaire  OM  X PQ  du  paragraphe' précédent.  Pour 
cela,  nous  mènerons  par  un  point  quelconque  O,  une  droite 
OM  parallèle  à AB  et  égale  en  longueur  à la  ligne  qui  re- 
présente la  tension  de  AB  supposée  connue;  par  le  point  M, 
nous  mènerons  une  ligne  MX  verticale  et  égale  à celle  qui 
représente  la  charge  supportée  par  la  barre  B B'  ; par  le  point 
X,  nous  mènerons  de  même  une  ligne  X P verticale  et  égale 
à celle  qui  représente  la  charge  de  la  barre  CC  ; et  ainsi  île 

suite.  Les  barres  B B',  CC',  DD', devant  être  également 

chargées,  les  lignes  MX,  XP,  PQ, seront  toutes  de 

même  longueur.  Xous  savons  que  les  côtés  BC,  C D,  DE, 

doivent  être  respectivement  parallèles  aux  lignes  OX,  OP, 
UQ,  ....  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  conséquences 
que  nous  pourrons  tirer  de  cette  construction. 

Traçons  une  ligne  mnpq  parallèle  à MXPQ,  et  passant 
à une  distance  du  point  O égale  à la  distance  constante  A'  B' 
qui  sépare  deux  barres  consécutives;  les  portions  mn,  tip, 
pq,...,  de  cette  ligne  comprises  entre  les  points  où  elle 

coupe  OM,  OX,  OP,  OQ, seront  égales  entre  elles.  Pour 

étudier  la  forme  de  la  chainc  ABCD, . . . , rapportons  ses  di- 
vers sommets  à deux  axes  O'X,  0\T,  dont  l’un  est  dirigé  sui- 
vant le  côté  AB,  et  l'autre  est  la  verticale  menée  par  le  mi- 
lieu O' de  ce  côté.  Menons,  en  outre,  par  les  points  C,  D,.... 
des  lignes  C d,  De, ... . parallèles  à O'X.  Il  est  aisé  de  voir 
que  les  lignes  Br,  C d,  De, ....  sont  toutes  égales  à Ow  ,• 
d’ailleurs  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE, étant  respective- 

ment parallèles  à O/n,  0«,  Dp,  O les  angles  CBe, 
D Cd , E Dr , . . . . sont  respectivement  égaux  aux  angles 

mOn,  müp,  mOq et  les  angles  BeC,  Ci/D,  DeE, 

sont  tous  égaux  à l’angle  O mn  : donc  les  triangles  BCe, 

COrf,  DEe, sont  respectivement  égaux  aux  triangles 

Dmn,  O mp,  Dmq,...,  et  par  suite  les  lignes  Ce,  Drf,  Ee,.... 
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sont  respectivement  égales  à mn,  mp,  mq, . . .,  c’est-à-dire 
à mn,  îmn,  7>mn, ....  Désignons  Bc  par  a,  et  Ce  par  b. 
Nous  aurons  évidemment  pour  les  coordonnées  du  point  B , 

*=-;«,  y = o; 
pour  celles  du  point  C, 

*=’«,  y = b-, 
pour  celles  du  point  1), 

x = \u,  y = b + 2b-, 

pour  celles  du  point  E , 

x—\a,  y = b+  2 b-\-  3 b ; 

et  en  général , pour  les  coordonnées  d’un  sommet  quelcon- 
que de  rang  n , 


2u— i 


y = b+îb  -Mi-f- — \)b=z11  [l1^  — 6. 

Si  nous  éliminons  n entre  ces  deux  dernières  formules, 
nous  trouvons  l’équation 


qui  est  celle  d’une  courbe  passant  par  tous  les  sommets 
A,  B,  C,  D, ...  : on  voit  que  cette  courbe  est  une  parabole 
du  second  degré , ayant  l’axe  des  y pour  un  de  ses  diamè- 
tres , et  par  conséquent  ayant  son  axe  de  figure  dirigé  verti- 
calement. 

Supposons , ce  qui  a lieu  habituellement , que  l’un  des 
côtés  de  la  chaîne  soit  horizontal,  et  que  nous  connaissions 
l’inclinaison  d’un  autre  côté  quelconque , du  côté  extrême 
par  exemple  ; nous  pourrons  facilement  déterminer  la  forme 
de  la  chaîne  entre  ces  deux  côtés,  ainsi  que  les  rapports 
des  tensions  de  ses  diverses  parties  à la  charge  constante 
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que  chacun  de  scs  sommets  doit  supporter.  Pour  cela,  tra- 
çons une  ligne  horizontale  ST,  fig.  96,  puis  menons  par  le 


point  S une  verticale  sur  laquelle  nous  porterons  autant  de 

longueurs  égales  SH,  HQ, , NM,  qu’il  y a de  sommets  de 

la  chaîne  entre  le  côté  horizontal  et  le  côté  dont  l'inclinaison 
nous  est  donnée  ; menons  ensuite  par  le  point  M une  ligne 
M O,  inclinée  comme  ce  dernier  côté  : nous  pourrons  re- 
garder les  longueurs  SH,  RQ,. . . M N, comme  représentant 
les  charges  égales  des  divers  sommets , et  alors  la  longueur 
M O représentera  la  tension  du  côté  auquel  celle  ligne  est 
parallèle,  SO  représentera  la  tension  du  côté  horizontal,  et 
enfin  les  ligues  HO,  Qü, ...  . feront  connaître  à la  fois  les 
directions  des  côtés  intermédiaires  et  les  tensions  de  ces 
côtés.  Si , après  avoir  mené  une  série  de  parallèles  équi- 
distantes destinées  à représenter  les  directions  des  diverses 
barres  verticales  de  suspension , on  trace  le  côté  horizontal 
FG  entre  deux  de  ces  parallèles,  il  suflira  de  mener  par  le 
point  F une  ligne  FE  parallèle  à OH,  puis  par  le  point 
E une  ligne  ED  parallèle  à OQ,  et  ainsi  de  suite,  pour  avoir 
la  figure  ABCDEFG  de  la  partie  de  chaîne  comprise  entre 
le  côté  horizontal  F G et  le  côté  AB,  dont  l’inclinaison  est 
donnée. 

Nous  n’avons  pas  besoin  d’en  dire  davantage  pour  faire 
comprendre  l’usage  du  polygone  auxiliaire  dans  la  solution 
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des  diverses  questions  qu’on  pourrait  se  proposer  relative- 
ment à la  chaîne  des  ponts  suspendus. 

§ 194.  Equilibre  d'un  Ul  homogène  pesant.  — Sup- 
posons qu’un  fil  inextensible  et  parfaitement  flexible  soit  at- 
taché par  ses  deux  extrémités  à deux  points  fixes , et  cher- 
chons la  figure  d’équilibre  qu’il  prendra  sous  l’action  de  la 
pesanteur.  Nous  admettrons  que  ce  til  est  homogène,  c’est- 
à-dire  que  les  diverses  portions  de  même  longueur  dans 
lesquelles  on  pourra  le  décomposer  ont  toutes  même  masse. 

Imaginons  que  le  fil,  pris  à l’état  d’équilibre,  soit  divisé 
en  une  infinité  d’éléments  ayant  tous  une  même  longueur 
infiniment  petite  dit  -,  nous  pourrons  regarder  ces  divers  élé- 
ments comme  étant  les  côtés  d’un  polygone  infinitésimal 
suivant  lequel  le  fil  est  dirigé.  Désignons  par  p le  poids  de 
l’unité  de  longueur  du  fil  ; le  poids  de  chacun  des  éléments 
sera  égal  à pd*.  Il  est  aisé  de  voir  qu’au  lieu  de  regarder  la 
pesanteur  comme  agissant  sur  toute  la  longueur  de  chacun 
des  éléments  du  fil , on  peut  supposer  que  le  polygone  infi- 
nitésimal formé  par  la  succession  de  ces  éléments  soit  uni- 
quement soumis  à des  forces  verticales , toutes  égales  à 
pd* , appliquées  à ses  différents  sommets  : la  forme  que  l’oit 
trouvera  pour  ce  polygone  infinitésimal  sera  précisément 
celle  qu'affectera  le  fil  homogène  pesant  que  nous  considé- 
rons. La  question  d’équilibre  dont  nous  nous  occupons  n’est 
plus  dès  lors  qu’un  cas  particulier  de  l’équilibre  du  poly- 
gone funiculaire. 

Toutes  les  forces  appliquées  aux  divers  sommets  du  po- 
lygone infinitésimal  dont  il  s’agit  étant  parallèles  entre  elles , 
nous  savons  déjà , d’après  ce  qui  a été  dit  précédemment 
(§  192),  que  ce  polygone  doit  être  situé  tout  entier  dans  un 
plan , qui  sera  le  plan  vertical  mené  par  les  deux  points 
d’attache  du  fil.  Rapportons  les  divers  points  du  fil  à deux 
axes  coordonnés  dirigés  dans  ce  plan  , et  prenons  pour  axe 
des  x une  ligne  horizontale,  et  pour  axe  des  y une  verticale} 
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supposons,  en  outre,  que  les  y se  comptent  positivement 
de  bas  en  haut.  Soient  T la  tension  d’un  côté  quelconque  du 
polygone  infinitésimal  dont  nous  cherchons  la  forme , et 
dx,dy,  les  projections  de  ce  côté  sur  les  axes  coordonnés; 
les  composantes  de  la  tension  T,  suivant  des  parallèles  aux 
axes , auront  pour  valeurs 


Si  nous  considérons  les  composantes  analogues  de  l'élément 
suivant,  il  est  clair  qu’elles  auront  pour  valeurs 


D’après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  l’équilibre  du  sommet 
commun  à ces  deux  éléments  consécutifs  du  polygone  iuli- 
nitésimal,  on  doit  avoir  les  équations 

rf(Ts)=0’  d[Tÿ)-’Hh=0'  (fl> 

qui  expriment  que  les  sommes  des  projections  des  forces 
appliquées  à ce  sommet  sur  chacun  des  deux  axes  coor- 
donnés sont  séparément  milles  (§  104).  L’intégration  de 
ces  deux  équations  différentielles  va  nous  faire  connaître  la 
forme  d’équilibre  du  lil. 

La  première  des  équations  (a)  s’intégre  immédiatement 
et  donne 


Q étant  une  constante  arbitraire  ; cette  constante  Q est  évi- 
demment la  valeur  de  la  tension  T,  au  point  le  plus  bas  du 
fil , c’est-à-dire  qu’elle  représente  la  tension  de  l’élément 
horizontal  qui  se  trouve  à ce  point  le  plus  bas,  puisque, 
pour  cet  élément,  dx  est  égal  à du.  Si  l’on  tire  de  là  la  va- 
leur de  T,  pour  la  substituer  dans  la  seconde  des  équations 
(a),  cette  équation  devient 
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Q</-Ê=Prf,;  

ou  bien  en  remplaçant  d*  par  sa  valeur  dx  y 1 -p  (‘fa)  ’ 


V>+(â) 


= = t = ! 
rfy \a  Q «’ 


a étant  mis  pour  simplifier  à la  place  de  — . La  lettre  a dé- 
signe évidemment  la  longueur  d'une  portion  du  (il , dont  le 
poids  pn  est  égal  à la  tension  Q,  au  point  le  plus  bas. 

En  intégrant  l’équation  (A),  on  trouve 

La  constante  que  nous  devrions  ajouter  à l'un  des  deux 
membres  est  nulle,  si  nous  convenons  de  prendre  pour  axe 
des  y la  verticale  menée  par  le  point  le  plus  bas  du  fil , de 

telle  sorte  que,  pour  x = o,  on  doit  a\  oir  — °.  L’équation 

(e),  résolue  par  rapport  à — , donne 

dx 


d'où,  en  intégrant  de  nouveau,  et  supposant  que  l’axe  des  x 
soit  choisi  de  manière  que  la  constante  soit  nulle, 


Telle  est  l’équation  de  lu  courbe  qu’affecte  un  fil  homogène 
et  parfaitement  flexible , sous  l’action  de  la  pesanteur.  Cette 
courbe,  que  l'on  nomme  chai  nette , jouit  de  propriétés  re- 
marquables ; mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper. 
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§ 195.  Ainsi  que  nous  l’avons  <l«;jà  dit  (§  ISA),  les  con- 
ditions d’équilibre  d'un  solide  invariable  peuvent  être  ap- 
pliquées à un  solide  naturel , soit  en  prenant  ce  solide  avec 
la  forme  qu’il  possédait  avant  qu’il  fût  soumis  à 1 action  des 
forces  que  l’on  considère,  soit  en  lui  attribuant  la  forme 
qu’il  a prise  sous  l'action  de  ces  forces.  Dans  le  premier  cas, 
on  ne  commet  généralement  qu’une  erreur  très-petite , et 
d’autant  plus  petite  que  le  solide  est  moins  déformable; 
dans  le  second  cas,  on  ne  commet  absolument  aucune  er- 
reur. Mais  celte  seconde  manière  d’appliquer  les  conditions 
d’équilibre  d’un  solide  invariable  à l’équilibre  d un  solide 
naturel , ne  peut  être  employée  qu’autanl  que  1 on  a à étu- 
dier un  équilibre  existant  réellement,  et  que  l’on  veut  trou- 
ver les  grandeurs  de  quelques-unes  des  forces  qui  agissent 
sur  le  solide  considéré.  Si  l’on  donne  un  solide  naturel , et 
qu’on  demande  s’il  pourra  être  en  équilibre  sous  l'action  de 
diverses  forces  données,  en  les  supposant  appliquées  à cer- 
tains points  de  ce  solide,  on  ne  connaît  pas  d’avance  la 
forme  qu’affectera  ce  solide  lorsque  l’équilibre  dont  il  s’agit 
sera  établi,  si  toutefois  il  peut  s’établir;  il  faut  alors , ou 
bien  qu’on  néglige  la  déformation  que  les  forces  feront  su- 
bir au  solide,  ou  bien  qu’on  sache  comment  il  se  déforme 
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sous  l'action  tic  forces  données.  Dans  la  plupart  des  cas,  on 
opère  «le  la  première  manière;  c’est-à-dire  que,  dans  la  re- 
cherche des  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces 
appliquées  au  solide  pour  qu’il  y ait  équilibre,  on  regarde 
ce  solide*  comme  ayant,  sous  l’action  des  forces,  exactement 
la  forme  qu’il  avait  avant  d’étre  soumis  à cette  action.  Seu- 
lement , quand  on  suit  cette  marche , on  doit  ensuite  se 
préoccuper  de  déterminer  les  tensions  et  pressions  qui  sc 
développent  dans  les  diverses  parties  dit  solide,  afin  de  voir 
s’il  peut  supporter  ces  tensions  ou  ces  pressions  sans  se 
briser.  Les  questions  que  nous  allons  traiter  dans  ce  cha- 
pitre suffiront  pour  donner  une  idée  nette  de  cette  manière 
d’opérer. 

§ 196.  Héslstiince  d'un  solide  prismnliqne  n l'ex- 
tension et  « In  compression.  — Lorsqu’un  solide  homo- 
gène de  forme  prismatique,  tel  qu'une  pièce  de  bois  de 
charpente  ou  une  barre  de  fer,  est  fixé  à l’une  de  scs  extré- 
mités, et  soumis  à son  autre  extrémité  à l’action  d’une  force 
F,  qui  tend  à l'allonger,  il  éprouve  en  effet  un  certain  allon- 
gement qui  varie  avec  l’intensité  de  la  force  F.  Si  l'on  dé- 
signe par  t la  longueur  primitive  du  solide,  par  * l’allon- 
gement produit  par  l'action  de  la  force  F,  et  par  « l’aire  de 
sa  section  transversale , l’expérience  indique  que  l’on  a 

F = E w t , 

E étant  une  constante  ; c’est-à-dire  que  la  force  F est  pro- 
portionnelle à l’aire  code  la  section  transversale  du  solide, 

i 

et  aussi  à rallongement  ^ de  l’unité  de  longueur  de  ce  so- 
lide. Le  coefficient  E,  qui  dépend  uniquement  de  la  nature 
du  corps,  est  habituellement  désigné  sous  le  nom  de  co- 
efficient d’élatticitê.  Cette  relation  entre  la  force  F et  l’al- 
longement i qu’elle  détermine,  n’est  vraie  d'ailleurs  qu’au- 


/ 
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tant  ijuc  * ne  dépasse  pas  une  certaine  limite;  en  surtc 
qu’on  ne  doit  en  faire  usage  qu’avec  cette  restriction. 

Si  le  même  solide  prismatique,  fixé  à l’une  de  ses  extrémi- 
tés, est  soumis  à l'autre  extrémité  à l'action  d’une  force  qui 
tend  à le  raccourcir,  l'intensité  de  la  force  et  le  raccourcis- 
sement qu’éprouve  le  solide  sont  encore  liés  l’un  à l'autre 
par  la  relation  précédente  ; en  sorte  qu’on  peut  y regarder  » 
comme  représentant  un  allougeinent  positif  ou  négatif, 
suivant  que  la  force  F agit  dans  le  sens  convenable  pour  al- 
longer le  solide , ou  bien  dans  le  sens  opposé.  Celte  relation 
ne  peut  également  s'appliquer  au  cas  où  F et  » sont  tous 
deux  négatifs  qu'autant  que  la  valeur  absolue  de  i n’est  pas 
trop  grande;  lu  limite  du  raccourcissement  au  delà  de  la- 
quelle la  formule  cesse  dette  vraie,  diffère  d'ailleurs  en  gé- 
néral de  la  limite  analogue  correspondant  à l’allongement. 

La  relation  expérimentale  que  nous  veuons  de  faire  con- 
naître va  nous  permettre  d’étudier  l'équilibre  des  solides 
naturels  dans  diverses  circonstances. 

§ 197.  Équilibre  d'un  solide  allongé  sollicité  par 
des  forces  qui  tendent  à le  faire  fléchir  transversa- 
lement. — Considérons  d'abord  un  solide  ayant  la  tonne 
d’uu  prisme  sy  métrique  par  rapport  à un  plan , et  supposons 
que  ce  solide  soit  soumis  à des  forces  qui  tendent  à le  faire 
fléchir  parallèlement  à ce  plan.  Nous  allons  chercher  à dé- 
terminer la  forme  (pie  prendra  le  solide  sous  l’action  dos 
forces  (pii  lui  sont  appliquées,  en  admettant  tout  d’abord 
que  la  déformation  qu'elles  lui  fout  éprouver  est  très- 
petite. 

Soit  mn,  pg.  97,  une  section  normale  du  solide  pris  à 
l’état  d’équilibre;  cette  section  divise  le  solide  en  deux  par- 
ties A et  15.  Nous  admettrons  que  les  molécules  qui  sont 
dans  le  plan  de  celte  section  normale  étaient  déjà  dans  un 
même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  du  prisme  avant  sa 
flexion.  Nous  admettrons,  eu  outre,  que  les  forces  exté- 
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rit' lires  <|ui  agissent  sur  la  partie  B du  solide  se  réduisent, 

soit  à un  couple  (1  dont  le 
plan  est  parallèle  au  plan  de 
symétrie , soit  à une  seule 
force  F dirigée  dans  le  plan 
de  symétrie  parallèlement  à la 
section  mn. 

Considérons  la  partie  B du 
solide  toute  seule , et  regar- 
dons-la  comme  étant  un  solide 
invariable  (§  183).  Il  y a 
équilibre  entre  toutes  les  for- 
ces qui  lui  sont  appliquées  , 
<■'  c’est-à-dire  entre  le  couple  C 

Fig-  97  • ou  la  force  F,  et  les  diverses 

forces  moléculaires  qui  proviennent  de  l’action  de  la  partie 
A du  solide  sur  cette  partie  B.  Chacune  de  ces  dernières 
forces,  agissant  sur  une  des  molécules  de  B situées  dans  le 
voisinage  de  la  section  mn,  peut  être  décomposée  en  deux 
composantes,  dont  l’une  agit  perpendiculairement  à mn , et 
l’autre  agit  dans  le  plan  mn.  D’après  les  conditions  d'équilibre 
établies  précédemment  (§§  177  et  178),  on  peut  dire  que  : 
l°La  somme  des  composantes  normales  à mn  des  actions 
moléculaires  exercées  par  A sur  B est  nulle,  puisque  la 
somme  des  projections  des  autres  forces  sur  une  perpendi- 
culaire à mn  est  nulle  par  hypothèse  ; 

2°  La  somme  des  composantes  de  ces  mêmes  actions  mo- 
léculaires suivant  mn  est  nulle,  si  les  autres  forces  qui 
agissent  sur  B se  réduisent  à un  couple  C;  celte  somme  est 
égale  à la  résultante  F de  ces  autres  forces,  si  elles  eu  ont 
une,  puisque  nous  avons  admis  que  la  résultante  F est  diri- 
gée parallèlement  à mn  ; 

3”  Enfin  , la  somme  des  moments  des  composantes  nor- 
males à mn  de  ces  mêmes  actions  moléculaires,  pris  par 
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rapporl  à un  axe  quelconque  dirigé  dans  le  plan  mn  per- 
pcndiculairement  au  plan  de  symétrie,  est  égale,  soit  au 
moment  de  la  force  I pris  par  rapport  au  même  axe,  soit 
au  moment  du  couple  C. 

Pour  tirer  de  ces  trois  propositions  les  conséquences 
qu’elles  renferment , et  qui  vont  nous  conduire  à la  déter- 
mination de  la  forme  d’équilibre  du  solide  prismatique  dont 
il  s'agit,  considérons  une  seconde  section  normale  mn, 
infiniment  voisine  de  la  section  mn , et  concevons  que  la 
portion  mtim'n'  du  solide  soit  divisée  en  une  infinité  de 
prismes  élémentaires,  ayant  leurs  arêtes  dirigées  perpen- 
diculairement à m/i.  Ces  prismes  élémentaires  peuvent  être 
regardés  comme  étant  des  portions  infiniment  petites  d’au- 
tant de  libres  dont  l’ensemble  constitue  le  solide  tout  entier, 
et  qui  s’étendent  dans  toute  sa  longueur,  parallèlement  à 
ses  arêtes.  Parmi  ces  portions  de  fibres  comprises  entre  les 
sections  mn,  mn,  il  y en  a nécessairement  qui  se  sont 
allongées  et  d’autres  qui  se  sont  raccourcies  par  suite  de  la 
déformation  du  solide;  car  si  elles  s’étaient  toutes  allongées 
ou  toutes  raccourcies,  la  somme  des  composantes  normales 
à mn  des  actions  moléculaires  exercées  par  A sur  B ne 
pourrait  pas  être  nulle , comme  l'indique  la  première  des  trois 
propositions  précédentes.  On  comprend  donc  que  , entre  les 
libres  qui  se  sont  allongées  et  celles 
qui  se  sont  raccourcies,  il  doit  y eu 
avoir  qui  n’ont  subi  ni  allongement  ni 
raccourcissement  : ces  fibres  interme- 
diaires, dont  les  éléments  n’ont  pas 
changé  de  longueur,  malgré  la  dé- 
formation dusolide,se  nomment  fibres 
neutre*.  Nous  admettrons  que  les 
Fig.  os.  points  où  les  fibres  neutres  rencon- 

trent le  plan  de  la  section  mn  sont  tous  situés  sur  une  même 
ligne  droite  UlT,  (ig.  98,  perpendiculaire  au  plan  de  symé- 
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trie  ; nous  prendrons  cette  droite  et  une  droite  VV',  dirigée 
suivant  l'intersection  de  mn  avec  le  plan  de  symétrie , pour 
axes  coordonnés  dans  le  pian  de  la  sectiou  tnn,  et  nous  dési- 
gnerons par  u et  r les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
pur  rapport  à ces  axes. 

Soit  pp',  fig.  97,  la  tibre  neutre  située  dans  le  plan  de 
symétrie,  désignons  par  p le  rayon  de  courbure pC  de  cette 
libre  en  p,  après  que  le  solide  a subi  sa  déformation.  Consi- 
dérons un  élément  qq'  d’une  fibre  quelconque,  dont  le  point 
de  rencontre  avec  le  plan  mn  a pour  coordonnées  u,  v, 
dans  ce  plan , et  dont  la  section  transversale  a pour  aire  co. 
La  longueur  de  cet  élément  était  primitivement  pp' , puisque 
les  plans  tnn , tnn  étaient  parallèles.  Après  la  déformation 

o -f-  V 

du  solide,  elle  est  devenue  égale  à pp' 1 : cet  élément 

P 

s’est  donc  allongé  de  pp'  , et  par  conséquent l-  est  le  rap- 
port de  son  allongement  à sa  longueur  primitive.  D’après 
cela , si  nous  nommons  la  force  normale  à mn , qui  pro- 
duit rallongement  de  l’élément  qq',  nous  aurons  (§  196) 


Nous  pouvons  regarder  la  force  <j>  comme  étant  une  des 
composantes  normales  à tnn  des  actions  moléculaires  exer- 
cées par  la  partie  A du  solide  sur  la  partie  B ; la  somme  de 
ces  composantes  ayant  pour  valeur 

E v 

- Z w r , 

P 

et  devant  être  nulle  d’après  ce  qui  précède  , il  s’ensuit 
qu’on  a 

2 Ml)=0. 

Ce  résultat  nous  montre  que  le  centre  de  gravité  de  la  sec- 
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lion  tan  est  situé  sur  l’axe  LT  (§  166);  et  comme  d’ail- 
leurs, en  raison  de  la  symétrie,  ce  centre  de  gravité  se 
trouve  nécessairement  sur  VV’,  il  en  résulte  qu’il  est  au 
point  d’intersection  0 de  ces  deux  axes  : donc,  déjà  la  libre 
neutre  située  dans  le  plan  de  symétrie  passe  par  le  centre 
de  gravité  d’une  section  normale  quelconque  mn. 

D’après  la  troisième  des  propositions  énoncées  ci-dessus 
relativement  à l’équilibre  de  la  partie  B du  solide,  la  somme 
des  moments  des  forces  telles  que  o par  rapport  à l’axe  LT’ 
est  égale  au  moment  de  la  force  F,  par  rapport  à cet  axe, 
ou  bien  au  moment  du  couple  C ; cette  somme  de  moments 
a pour  valeur 


on  lui  donne  le  nom  de  moment  d'élasticité.  En  égalant  le 
moment  d’élasticité  au  moment  du  couple  C,  ou  bien  au  mo- 
ment de  la  force  F par  rapport  à UU’,  on  aura  une  équation 
qui  fera  connaître  le  rayon  de  courbure  p de  la  libre  neutre 
pp  au  point  p,  et  qui  déterminera  par  conséquent  la  forme 
de  cette  libre  dans  toute  sa  longueur,  ce  qui  est  précisément 
le  but  que  nous  nous  proposons  d’atteindre.  Nous  savons 
que,  si  la  fibre  neutre  est  rapportée  à dos  axes  coordonnés 
rectangulaires  tracés  dans  son  plan , on  a pour  o la  valeur 


<lx' 


Mais  nous  avons  admis  que  la  déformation  du  solide  est 
très-petite  ; de  sorte  que,  si  nous  prenons  pour  axe  des  x la 
ligne  droite  suivant  laquelle  la  Ubre  neutre  était  primilive- 
. , dy 

ment  dirigée,  est  une  petite  quantité  dont  nous  pouvons 

négliger  le  carré  à côte  de  l'unité.  Nous  pouvons  donc  pren- 
dre pour  p la  valeur  simple  - — — 
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_ J 

?~<Ey' 

dx1 


et  si  nous  désignons  par  y le  facteur  1 w r1,  l’expression 
du  moment  d'élasticité  deviendra 


Ep 


(Py 

dx1 


La  quantité  u,  on  iur’,  dépend  uniquement  de  la 
forme  de  la  section  transversale  mn  du  solide;  on  peut  la 
déterminer  en  prenant  pour  élément  w de  celte  section  , le 
rectangle  infiniment  petit  dont  les  côtés,  parallèles  aux 
axes  OU,  OV,  fiy.  98,  sont  égaux  à du  et  dr,  en  sorte  que 
l'on  aura 

u — f f e5  du  dv , 

les  limites  de  l'intégrale  double  étant  fournies  par  la  forme 
du  contour  de  la  section  mn.  Cette  quantité  y est  ce  qu’on 
nomme  le  moment  d’inertie  de  la  section  mn  par  rapport 
à l’axe  OU.  Nous  verrons  plus  tard  d’où  vient  ce  nom , et 
nous  établirons  des  théorèmes  importants  sur  les  moments 
d’inertie.  Pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  de  faire 
connaître  la  valeur  de  y.  pour  diverses  formes  simples  attri- 
buées à la  section  mn.  Si  mn  est  un  rectangle  de  base  b et 
de  hauteur  2 a,  la  base  b étant  parallèle  à UU',  on  a 

y = { Oa*  = J Qa! , 

en  désignant  par  ü la  surface  du  rectangle.  Si  mn  est  un 
triangle  isocèle  de  base  b et  de  hauteur  h , la  base  étant  pa- 
rallèle à UU',  on  a 

p=£'M'=V-.QA«, 

ü étant  encore  la  surface  du  triangle.  Si  mn  est  un  cercle 
plein  de  rayon  r,  ou  a 

a=\nrk=:{  Ür*. 

U 


Digitized 


370  livre  tu. — wrxiRiyi  f..  deixif.xe  pxrtif.. 

Enfin , si  mn  est  l'espace  compris  entre  deux  circonférences 
de  cercle  concentriques  de  rayons  r et  r , on  a 

u=irfr‘-r‘)  = ;û  (H  + r-). 

£ 198.  Nous  allons  donner  plusieurs  exemples  de  l'appli- 
cation de  la  théorie  qui  rient  d'être  exposée,  à la  détermi- 
nation de  la  forme  d équilibré  d'un  solide  prismatique  sou- 
mis à l'action  de  forces  qui  le  font  fléchir  transversalement. 

Supposons  d’abord 
que  le  solide  soit  en- 
castré à l’une  de  ses 
extrémités , fig.  99, 
de  telle  sorte  que, 
non  - seulement  l’ex- 
trémité O de  la  fibre 
neutre  soit  fixe,  mais 
encore  que  la  tan- 
gente à cette  fibre  en 
O ne  puisse  pas  chan- 
ger de  direction.  Si  le  prisme  est  soumis  à l’action  d'une 
seule  force  F,  agissant  à l’autre  extrémité  et  perpendicu- 
lairement à la  direction  primitive  OX  de  la  fibre  neutre, 
ou  devra  exprimer  que  le  moment  de  la  force  F par  rap- 
port au  point  p,  où  la  fibre  neutre  perce  le  plan  mn  d’une 
section  transversale  quelconque , est  égal  au  montent  d’é- 
lasticité du  prisme  correspondant  â cette  section. 

D’après  cela , si  x et  y sont  les  coordonnées  du  point  /> 
par  rapport  aux  axes  OX,  O Y,  et  si  / est  la  longueur  pri- 
mitive du  prisme,  longueur  qu’on  peut  prendre  sans  erreur 
appréciable  pour  l’abscisse  du  point  d'application  de  la  force 
F,  ou  aura 

dru 
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. rfy 

d’ou,  en  intégrant  et  observant  que  y et  — sont  uuls  pour 

a je 


x :=  o, 


telle  est  l’équation  de  la  courbe  formée  par  la  fibre  neutre , 
par  suite  de  l’action  de  la  force  F.  La  flèche/,  produite  par 
l’action  de  la  force  F,  c’est-à-dire  la  quantité  dont  l’extré- 
mité de  la  libre  neutre  s’est  écartée  de  l’axe  OX,  s’obtient 
en  faisant  x = l dans  la  valeur  de  y,  ce  qui  donne 


/= 


3 


Supposons  maintenant  que,  le  prisme  étant  dans  les 
mêmes  conditions  que  précédemment , il  soit  soumis  uni- 
quement à l’action  de  la  pesanteur  dirigée  parallèlement  à 
l’axe  UY.  La  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
diverses  molécules  de  la  portion  du  prisme  qui  se  t roule  à 
droite  de  la  section  mn  a pour  valeur  p (7  — x),  en  dési- 
gnant par p le  poids  de  l’unité  de  longueur  du  prisme,  et 
son  point  d’application  est  situé  au  milieu  de  cette  portion 
du  prisme;  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  point 
p est  donc  égal  à ‘ 

4 P (*-*)*: 

il  s’ensuit  qu’on  a 


d’où,  en  iutégraut  et  observant  que  y et  ^ doivent  être 
nuis  pour  x = o, 


On  en  déduit  pour  la  flèche  /’,  produite  par  l’action  de  la  pe- 
santeur, 

24. 


f 
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/=i21. 

J 8 Eu 


Si  lo  prisme , toujours  dans  les  mêmes  conditions  que  pré- 
cédemment, est  soumis  à la  fois  à la  pesanteur,  et  à une 
force  F appliquée  à son  extrémité  et  agissant  dans  le  même 
sens  que  la  pesanteur,  il  est  aisé  de  voir  que  l’on  obtiendra 
l’équation  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  dirige  la  fibre 
neutre,  en  égalant  y à la  somme  des  deux  valeurs  que  nous 
. venons  de  trouver  pour  cette  variable  dans  les  deux  cas 
précédents;  la  valeur  de  la  flèche/ sera  également  la  somme 
des  flèches  correspondant  à ces  deux  cas. 

Considérons  en- 
core un  prisme  repo- 
sant simplement  sur 
deux  appuis  A,  II, 
fig.  100,  et  soumis 
à l’action  d’une  force 
F dirigée  perpendi- 
culairement à sa  ion- 

ip 

Fig.  îoo.  gueur.  Les  résistan- 
ces parallèles  Q et 
Q’,  que  les  deux  appuis  A,  1$,  exercent  sur  le  solide,  com- 
posées entre  elles  comme  si  le  solide  était  invariable  de 
forme,  doivent  évidemment  avoir  pour  résultante  une  force 
égalé  et  directement  opposée  à la  force  F;  elles  ont  donc 
pour  valeurs 


0 = 


Fl' 
t + r 


Q'  — 


Fl 

t + î'’ 


en  désignant  par  / et  l'  les  distances  des  points  A , B à la 
verticale  UY,  ou  bien , ce  qui  est  à très-peu  près  la  même 
chose,  les  longueurs  des  deux  portions  du  solide  situées  de 
part  et  d’autre  du  point  d'application  O de  la  force  F.  Si 
nous  nous  occupons  d’abord  de  la  partie  du  solide  qui  se 
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I rouvc  à droite  du  point  0,  et  qui  est  soumise  à l’action  de 
la  force  ()  à son  extrémité,  nous  aurons  pour  un  point' quel- 
conque de  la  fibre  neutre  de  celle  portion  rapportée  aux 
axes  O X , 0 Y, 


(Pu  _ , , 
K^=Q(/-X)î 


d'où,  en  intégrant,  et  observant  que  y est  nul  pour  j-=o, 


y = r^-hC*. 

La  constante  C est  la  valeur  de  ^ correspondant  à x=o 


On  aura  de  même  pour  l’autre  partie  du  solide  rapportée 
aux  axes  0 X',  0 Y, 


y = 7T  ( ï l'x'1  — i -c'1  ) + C'  x'. 

bp 

On  doit  observer  que  C'  est  égal  à — C ; et  que,  en  outre, 
y et  y'  doivent  être  égaux  pour  x — /,  et  x = /'  : on  en  con- 
clut, en  tenant  compte  des  valeurs  de  Q et  de  Q', 

0 

<J“  3 Èp(/  + /')  ' 


Les  deux  équations  précédentes,  qui  définissent  la  forme  de 
chacune  des  deux  portions  de  la  fibre  neutre,  sont  donc 
complètement  déferminées. 

Si,  au  lieu  d’une  seule  force  F agissant  en  un  point  quel- 
conque de  la  longueur  du  prisme  soutenu  par  deux  appuis  à 
ses  extrémités,  on  a deux  forces  F,  F',  égales,  parallèles  et 
appliquées  en  deux  points  également  éloignés  du  milieu  du 
prisme,  ces  deux  forces  étant  d’ailleurs  dirigées  perpendicu- 
lairement à sa  longueur,  il  est  clair  que  les  résistances  Q et 
Q'  des  deux  appuis  seront  égales  chacune  à l’uuc  des  deux 
forces  F,  F'  dont  il  s’agit.  Entre  les  points  d’application  de 
ces  deux  forces  F,  F',  le  moment  d’élasticité  dr.  prisme  doit 
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«H le  partout  égal  au  moment  du  couple  formé  par  la  force  F 
et  la  résistance  Q situées  d'un  même  cAté  de  la  section  trans- 
versale pour  laquelle  on  considère  ce  moment  d’élasticité  ; 
E fi 

d’après  la  valeur  — du  moment  d'élasticité,  le  rayon  de 
P 

courbure  p de  la  fibre  neutre  est  donc  constant  dans  toute 
la  partie  comprise  entre  ces  deux  points  d'application  des 
forces  F,  F',  c’est-à-dire  que  cette  partie  de  la  fibre  neutre 
affecte  la  forme  d'un  arc  de  cercle.  Quant  aux  deux  autres 
portions  du  prisme,  situées  en  dehors  des  points  d'appli- 
cation des  forces  F,  F’,  on  en  déterminera  facilement  la 
forme,  en  opérant  comme  précédemment  et  exprimant 
qu’elles  se  raccordent  avec  la  partie  moyenne  aux  points  où 
ces  forces  F,  F'  sont  appliquées. 

Si  le  prisme,  reposant  sur  deux  appuis  de  même  hauteur, 
est  uniquement  soumis  à l’action  de  la  pesanteur,  les  résis- 
tances des  deux  appuis  sont  égales  l’une  et  l’autre  à ^ , en 

désignant  par/>  le  poids  de  l’unité  de  longueur  du  prisme, 
et  par  l sa  longueur  totale.  F.n  plaçant  l’origine  des  coor- 
données au  point  milieu  de  la  fibre  neutre,  et  exprimant  que 
la  partie  du  prisme  située  à droite  d’une  section  transversale 
quelconque  est  en  équilibre,  sous  les  actions  simultanées  de 

la  pesanteur  et  de  la  force  — appliquée  à son  extrémité 

verticalement  et  de  bas  en  haut,  on  trouve  facilement 

â=_  ’• p (î  - *)’+i  pl  (ï  - *) =■ ; p (ï  - *■)■ 

d’ou  l’on  déduit 


y — 


àSEu 


(3/***— 2**), 


•iy 


en  observant  que  y est  nul  pour  :r=o,  et  que  y—  est  éga 

(i  JP 
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lemcnl  nul  pour  cette  valeur  de  x,  en  raison  de  la  symétrie. 

Les  divers  cas  cjne  nous  venons  de  considérer  suffisent 
pour  montrer  la  marche  que  l’on  doit  suivre  pour  résoudre 
toutes  les  questions  de  ce  genre  qui  peuvent  se  présenter. 

§ 199.  Désignons  par  R la  force  qui  serait  capable  de 
rompre  un  prisme  ayant  une  section  égale  à l’unité  de  sur- 
face, en  agissant  à l’une  des  extrémités  de  ce  prisme,  et 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  de  manière  à l’allonger.  La  force 
capable  de  rompre  une  libre  de  section  w,  en  agissant  de 
la  même  manière,  sera  égale  à Ru.  Pour  qu’un  prisme, 
soumis  à l’action  de  forces  qui  le  font  fléchir  transversale- 
ment, ne  se  rompe  dans  aucune  de  ses  parties,  il  faut  que, 
pour  une  fibre  quelconque,  la  force  ^ (§  197)  soit  plus 
petite  que  Rco.  Si  nous  nous  reportons  à la  valeur  de  cette 
force  (j,  nous  verrons  que  cette  condition  revient  à celle-ci  : 

v 

E - < R; 

P 

et  il  est  clair  qu’il  suffit  qu’elle  soit  satisfaite,  dans  chaque 
section  transversale,  pour  la  fibre  correspondant  à la  plus 
grande  valeur  de  r,  valeur  que  nous  désignerons  par  V : 
ainsi  on  devra  avoir , pour  une  section  quelconque  du 
prisme, 

V 

E - < R. 

P 

Si  nous  représentons  par  M le  moment  d’élasticité  corres- 
pondant à ccttc  section,  nous  savons  qu’on  a 


la  condition  précédente  peut  donc  être  remplacée  par  cette 
autre 
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Pour  que  le  prisme  que  nous  considérons  ne  se  rompe  dans 
aucune  de  ses  parties,  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont 
. appliquées,  il  suflit  évidemment  que  la  condition  que  nous 
venons  d obtenir  soit  satisfaite  pour  la  section  à laquelle 
correspond  le  plus  grand  moment  d’élasticité  M ; c’est  dans 
cette  section  que  le  prisme  commencerait  à se  rompre  si  les 
forces  qui  le  font  fléchir  étaient  suflisammciii  grandes,  et 
cest  pour  cela  quon  lui  donne  le  nom  de  section  de  rup- 
ture. 


Il  est  aisé,  dans  chacun  des  cas  que  nous  avons  considé- 
rés, de  trouver  la  section  pour  laquelle  le  moment  d’élasti- 
cité est  le  plus  grand;  en  effet,  on  sait  que,  pour  une  section 
quelconque,  ce  moment  d’élasticité  est  égal  au  niomeiil  de 
la  résultante  F des  forces  appliquées  à la  partie  du  solide  qui 
se  trouve,  d’un  côté  de  la  section,  pris  par  rapport  au  centre 
de  gravité  de  la  section  même,  ou  bien  au  moment  du  cou- 
ple C auquel  ces  forces  se  réduisent  (§  197).  Dans  le  cas 
d un  prisme  encastré  à l’une  de  ses  extrémités  et  soumis  à 
son  poids  ou  à l’action  d’une  force  appliquée  à son  autre 
extrémité,  la  section  de  rupture  est  celle  qui  se  trouve  à 
I extrémité  encastrée.  Dans  le  cas  d’un  prisme  reposant  sur 
deux  appuis  et  soumis  à une  force  qui  agit  en  un  point 
quelconque  de  sa  longueur,  la  section  de  rupture  est  celle 
cpii  contient  le  point  d’application  de  cette  force. 

S 200.  Ce  qui  précède  peut  évidemment  s appliquer  sans 
erreur  sensible  à un  solide  allongé  non  prismatique  dont  les 
sections  transversales  varient  très-peu  d’un  point  à un  autre, 
pourvu  que  ce  solide  soit  symétrique  par  rapport  à un  plan, 
que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  tendent  à le*  faire  flé- 
chir parallèlement  à ce  plan,  et  que  la  fibre  neutre  située 
dans  le  plan  de  symétrie  soit  rectiligne  lorsque  le  solide  n’a 
encore  subi  aucune  déformation.  On  devra,  bien  entendu, 
tenir  compte  de  la  variation  des  dimensions  des  sections 
transversales  que  nous  avions  regardées  jusqu’à  présent 
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comme  constantes  dans  toute  la  longueur  du  solide.  Un  solide 
de  ce  genre  est  dit  mo/itle  d'égale  re'*i»(ance,  si,  en  choi- 
sissant convenablement  les  forces  qui  lui  sont  appliquées,  ou 
peut  avoir 


pour  toulcsdes  sections. 

Considérons  en  particulier  un  solide  encastré  à l’une  de 
ses  extrémités,  et  soumis  à l’autre  extrémité  à l’action  d’une 
force  F dirigée  dans  son  plan  de  symétrie  perpendiculaire- 
ment à sa  longueur,  fig.  S9  (page  370).  Supposons  que  la 
section  transversale  soit  un  rectangle  dont  le  côté  b per- 
pendiculaire au  plan  de  symétrie  conserve  partout  la  même 
longueur,  tandis  que  le  côté  2r  parallèle  à ce  plan  varie 
d'une  section  à une  autre.  ISous  savons  que,  pour  une  sec- 
tion de  cette  forme,  le  moment  d’inertie  g.  a pour  valeur 
(§  1«7) 

g •=  3 bz3  ; 

d'ailleurs  V est  égal  à z : on  a donc  • 


D’un  autre  côté,  le  moment  de  la  force  F par  rapport  au 
centre  de  la  section  que  nous  considérons  a pour  valeur 
V(l— x), 

en  désignant  par  / la  longueur  totale  du  solide  et  par  x 
l’abscisse  du  centre  de  la  section  dont  il  s'agit;  et  comme  ce 
moment  est  égal  au  moment  d’élasticité  M du  solide  relatif  à 
celle  section,  il  s’ensuit  que,  pour  que  le  solide  soit  d’égale 
résistance,  il  faut  qu’on  ait,  quel  que  soit  x, 

F (l—x)=inbz\ 

pour  une  valeur  convenable  «le  la  force  F.  Celle  équation, 
que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 
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r), 


eu  désignant  par  a une  constante  dépendant  de  F,  R,  b, 
montre  comment  l’épaisseur  2 r du  solide  doit  varier  avec 
l’abscisse  x du  point  où  on  la  détermine  : le  plan  de  symé- 
trie doit  couper  la  surface  du  solide  non  déformé  suivant 
une  parabole  du  second  degré  ayant  la  libre  neutre  pour  axe 
et  le  point  d'application  de  la  force  F pour  sommet.  La  plus 
grande  épaisseur  du  solide  correspond  à l’extrémité  encas- 
trée et  a pour  valeur  2 a. 

Cherchons  maintenant  quelle  est  la  forme  d'équilibre  que 
prend  ce  solide  d’égale  résistance,  dans  le  cas  où  la  force  F 
a une  valeur  quelconque,  inférieure  à celle  que  nous  avons 
du  lui  supposer  il  n’v  a qu’un  instant  et  qui  était  capable  de 
déterminer  la  rupture  du  solide.  Nous  avons,  pour  exprimer 
l’équilibre  de  ce  solide,  l'équation 


= F {l—x). 


Ici*  y.  n’est  plus  constant;  il  varie  d’une  section  transversale 
à une  autre  du  solide,  et  si  nous  nous  servons  de  la  relation 
trouvée  entre  r et  x , nous  aurons 

P — ’ l>zl  = ’ ba 5 (-J-)'- 

D'après  cela,  l’équation  différentielle  qui  doit  nous  fournir 
la  forme  de  la  fibre  neutre  devient 

l-pL=. 

dx1  ~ * E ba"  l — x 

En  intégrant , et  observant  que  y et  ^ doivent  être  nuis 

a x 

pour  x — o,  on  trouve 


y = 2 


f r 

E ba' 


(/ — x) 


3 


F l'x 
E b a1 


Ff 

J K b a1  ; 
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telle  est  lequation  de  la  courbe  suivant  laquelle  la  libre 
neutre  est  dirigée.  Si  l’on  y fait  x—i,  on  trouve  pour  la 
flèche  f,  produite  par  l’aclion  de  la  force  F,  la  valeur 


(.elle  flèche  est  double  de  celle  que  la  même  force  produi- 
rait, si  le  solide  était  prismatique  et  avait  partout  la  même 
section  transversale  qu’à  l’extrémité  qui  est  encastrée:  pour 
s'en  assurer,  il  suffit  de  remplacer  y.  par  -J  b a 3 dans  la  for- 
mule qui  fournit  la  flèche / relative  à ce  cas  (§  198). 

Il  est  aisé  de  voir  que,  d'une  part,  la  loi  de  variation  de 
l’épaisseur  du  solide,  d’une  extrémité  à l’autre,  pour  que  ce 
solide  soit  d’égale  résistance,  et,  d’une  autre  part,  la  valeur 
de  la  flèche  produite  par  Faction  d’une  force  F appliquée  à 
l'extrémité  libre,  perpendiculairement  à la  longeur  générale 
du  solide  et  dans  le  plan  de  symétrie,  peuvent  être  considé- 
rées comme  s’appliquant  sans  grande  erreur  à un  solide  al- 
longé dont  les  sections  transversales  n’auraient  pas  leurs 
centres  de  gravité  en  ligne  droite,  avant  la  déformation  ; 
pourvu  toutefois  que  ces  centres  de  gravité  soient  situés 
sur  une  ligne  qui  ne  s’écarte  pas  trop  d’être  droite.  Dans  ce 
cas,  il  n’y  aurait,  parmi  les  résultats  que  nous  avons  trouvés, 
que  l’équation  qui  détermine  la  forme  de  la  fibre  neutre 
après  la  déformation,  qui  ne  pourrait  pas  être  appliquée. 

Le  dynamomètre 
de  M.  Poncelet,  fi  g. 
101,  se  compose  de 
deux  lames  d’acier 
Ail,  A' B',  dont  les 
extrémités  sont  réu- 
nies par  le  moyen  de  chapes  articulées  A A',  B B'.  Chacune  des 
moitiés  C A,  C B,  C'  A',  C'  B'  de  ces  lames  a la  forme  du  solide 
d’égale  résistance  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Con- 


Fig.  101. 
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l'oruiémcul  à la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  ou  ne 
s’astreint  pas  à disposer  ecs  lames  de  manière  que,  pour  cha- 
cune d'elle,  les  centres  de  gravité  des  diverses  sections  trans- 
versales soient  exactement  en  ligne  droite;  on  les  construit 
au  contraire  de  manière  que  le  côté  intérieur  de  leur  contour 
soit  une  ligne  droite,  et  que  son  côté  extérieur  soit  formé  par 
deux  arcs  de  parabole  ayant  les  extrémités  de  la  lanu*  pour 
sommets  respectifs,  et  le  côté  intérieur  pour  axe  commun.  Il 
est  facile  de  reconnaître  que,  par  là,  on  fait  bien  décroître 
l'épaisseur  de  la  lame,  depuis  son  milieu  jusqu’à  chacune 
des  extrémités,  conformément  à la  loi  trouvée  précédem- 
ment pour  un  pareil  solide  d’égale  résistance.  Lorsque  le 
dynamomètre  est  en  équilibre,  sous  l’action  de  forces  égales 
et  contraires,  appliquées  aux  milieux  C,  C'  de  ses  deux  lames 
et  tendant  à écarter  ces  points  l'un  de  l’autre,  il  est  clair  que 
chacune  des  quatre  moitiés  CA,  CB,  C'A’,  CB  des  lames  se 
trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  le  solide  encastré  à 
l'une  de  ses  extrémités  que  nous  avions  considéré  tout 
d'abord  ; l’accroissement  total  qu'éprouve  la  distance  des  mi- 
lieux C,  C’  des  deux  lames  est  proportionnel  à la  grandeur 
des  forces  qui  agissent  sur  ces  deux  points,  et  est  double  de 
ce  qu’il  serait  si  les  lames  avaient  dans  toute  leur  longueur  la 
même  épaisseur  qu’en  leurs  milieux  : l'emploi  de  lames  à 
faces  paraboliques,  telles  que  nous  venons  de  les  définir,  au 
lieu  de  lames  prismatiques,  présente  donc  l’avantage  de  dou- 
bler la  sensibilité  de  l'appareil,  sans  diminuer  sa  résistance 
à la  rupture. 

^ 201.  .tétions  mutuelles  de  deux  solides  qui  se 
tonelicnl.  — Lorsque  deux  solides  naturels  en  équilibre  se 
touchent  par  un  ou  plusieurs  points  de  leurs  surfaces,  les 
molécules  de  chacun  des  deux  solides,  situées  dans  le  voisi- 
nage des  points  de  contact,  exercent  des  actions  sur  celles  de 
l’autre  solide  qui  se  trouvent  également  dans  le  voisinage  de 
ces  points.  Il  nous  est  impossible  de  considérer  séparément 
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chacune  de  ces  actions  moléculaires,  pour  la  faire  entrer 
avec  tontes  les  autres  forces  dans  les  équations  qui  expri- 
ment l’équilibre  des  deux  solides;  nous  ne  pouvons  tenir 
compte  de  ces  actions  qu’en  les  prenant  dans  leur  ensemble, 
et  leur  substituant  un  petit  nombre  de  forces  capables  de 
produire  le  même  effet.  Nous  allons  voir  quelle  idée  on  peut 
se  faire  de  ces  dernières  forces,  que  nous  regarderons  comme 
représentant  les  actions  que  les  deux  solides  exercent  l’un 
sur  l’autre  aux  points  par  lesquels  il  se  touchent. 

Considérons  d’abord  un  solide  pesant,  un  boulet  de  fonte, 
par  exemple,  pose1  sur  une  table  qu’il  ne  touche  que  par  un 
seul  point.  En  réalité",  le  boulet  touche  la  table  par  un  grand 
nombre  de  points  dont  l’ensemble  occupe  une  certaine  éten- 
due superficielle,  en  raison  de  la  déformation  que  la  table  et 
le  boulet  éprouvent  l’un  et  l'autre;  une  petite  portion  de  la 
surface  du  boulet  s'aplatit  légèrement,  et  s’applique  sur  une 
portion  correspondante  de  la  surface  de  la  table  qui  a été 
rendue  légèrement  concave  par  la  présence  du  boulet  : mais 
nous  ferons  abstraction  de  celte  déformation,  dans  le  lan- 
gage, et  nous  parlerons  du  contact  du  boulet  avec  la  table 
comme  si  c’était  simplement  le  contact  d’une  surface  sphéri- 
que avec  une  surface  plane.  Le  boulet  étant  en  repos  sur  la 
table  dont  la  surface  est  supposée  horizontale,  il  est  clair  que 
son  poids  est  mis  en  équilibre  par  l’ensemble  des  actions 
que  ses  molécules  éprouvent  de  la  part  des  molécules  de  la 
table,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact;  ces  forces  mo- 
léculaires, appliquées  au  boulet,  peuvent  évidemment  être 
remplacées  par  une  force  unique  égale  et  contraire  au  poids 
du  boulet,  et  par  conséquent  dirigée  verticalement  et  de  bas 
en  haut  : cette  force  unique,  capable  de  produire  sur  le  bou- 
let le  même  effet  que  les  actions  moléculaires  dont  il  s’agit, 
constitue  ce  qu’on  nomme  la  pression  delà  table  sur  le  bou- 
let. Les  actions  que  les  molécules  du  boulet  exercent  sur  les 
molécules  de  la  table  étant  respectivement  égales  et  con- 
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trairos  à celles  qu’elles  éprouvent  de  la  pari  de  ces  mêmes 
molécules,  il  est  clair  qu’on  peut  également  leur  substituer 
une  force  unique  égale  et  contraire  à la  précédente  : celte 
seconde  force  constitue  ce  qu’on  nomme  la  pression  du  boulet 
sur  la  table.  Ainsi,  dans  l’exemple  particulier  que  nous  con- 
sidérons ici,  on  peut  regarder  chacun  des  deux  corps  comme 
exerçant  sur  l’autre  une  pression  dirigée  suivant  la  normale 
commune  à leurs  surfaces  menée  par  leur  point  de  contact  : 
ces  deux  pressions  sont  égales  et  de  sens  contraires,  aussi 
bien  que  les  actions  qui  se  développent  entre  deux  molécules 
quelconques. 

Lorsqu'un  corps  pesant  est  eu  repos  sur  une  table  dont  il 
louche  la  surface  par  plusieurs  points,  on  peut  regarder  les 
choses  comme  se  passant , pour  chaque  point  de  contact,  de 
la  même  manière  que  s’il  n’y  en  avait  pas  d’autre.  On  peut 
dire  que  le  corps  éprouve  de.  la  part  de  la  table,  et  à chacun 
de  ses  poiuls  de  contact,  une  pression  dirigée  verticalement 
et  de  bas  en  haut;  et  de  même  on  peut  dire  que  le  corps 
exerce  sur  la  table,  en  ces  divers  points,  des  pressions  égales 
et  contraires  aux  précédentes.  Si  le  corps  touche  la  surface 
de  la  table  par  une  face  plane  d'une  certaine  étendue,  un 
peut  regarder  chaque  point  de  cette  face  plane  comme  étant 
un  point  de  contact;  dans  ce  cas,  ou  considérera  le  corps 
comme  éprouvant  de  lapait  delà  table  une  pression  dirigée 
verticalement  et  de  bas  en  haui,  en  chaque  point  de  la  sur- 
face de  contact,  et  comme  exerçant  en  même  temps  sur  la 
table,  en  ce  point,  une  pression  égale  et  contraire  à la  pré- 
cédente. 

§ 202.  Un  corps  pesant  étant  dans  l’état  d'équilibre  ou 
nous  venons  de  le  considérer,  c’est-à-dire  reposant  sur  une 
table  à surface  horizontale  qu'il  touche  par  un  certain  nombre 
de  points,  supposons  qu’ou  vienne  lui  appliquer  une  force  de 
traction  horizontale  F,  tendant  à le  faire  glisser  sur  la  sur- 
face delà  table.  Si  cette  force  F est  très-petite,  elle  ne  pro- 
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duira  aucun  effet  : le  corps  restera  immobile,  tout  aussi  bien 
que  si  elle  n’agissait  pas.  Si  l’on  augmente  progressivement 
l'iutensilé  de  la  force  F,  il  arrivera  bientôt  un  instant  où  l'é- 
quilibre cessera  d’exister,  et  où  le  corps  commencera  à se 
mettre  en  mouvement.  L'équilibre  continuant  à subsister 
après  l'application  de  la  force  F,  tant  que  cette  force  n’a  pas 
atteint  la  valeur  pour  htquelie  le  corps  commence  à glisser, 
il  faut  nécessairement  qu’il  se  développe,  entre  les  molécules 
du  corps  et  celles  de  la  table,  de  nouvelles  actions  qui  s’op- 
posent ù ce  que  la  force  F produise  son  effet.  Ces  nouvelles 
actions  moléculaires,  nulles  d'abord,  lorsque  le  corps  n’était 
soumis  qu’à  la  pesanteur,  augmentent  progressivement,  en 
même  temps  que  la  force  de  traction  F à laquelle  elles  font 
constamment  équilibre  ; mais  elles  ne  peuvent  pas  augmenter 
au  delà  d’une  certaine  limite,  de  telle  sorte  que,  si  la  force  F, 
en  croissant  continuellement,  les  amène  à atteindre  cette  li- 
mite, le  moindre  accroissement  qu’éprouve  encore  la  force  F 
détermine  le  glissement  du  corps.  L’ensemble  des  actions 
moléculaires  qui  se  développent  ainsi  pour  s’opposer  au  glis- 
sement du  corps,  considéré  à l’instant  où  ces  actions  ont  at- 
teint la  limite  quelles  ne  peuvent  pas  dépasser,  constitue  ce 
qu’on  nomme  la  résistance  au  glissement,  ou  simplement 
le  frottement  ; ces  expressions  désignent  en  particulier  une 
force  unique  capable  de  tenir  lieu  des  actions  moléculaires 
dont  il  s’agit,  force  qui  est  dirigée  dans  le  plan  horizontal 
qui  forme  la  surface  de  la  table,  et  en  sens  contraire  de  la  di- 
rection suivant  laquelle  la  force  F tend  à faire  glisser  le  corps 
sur  cette  surface.  L’intensité  de  cette  résistance  au  glisse- 
ment est  évidemment  la  même  que  celle  de  la  force  de 
traction  F,  au  moment  où  elle  est  devenue  assez  grande 
pour  que  le  corps  commence  à glisser  en  cédant  à son 
action. 

L’expérience  a fait  connaître  les  lois  que  suit  le  frottement, 
tel  que  nous  venons  de  le  définir,  lorsqu’on  fait  varier  les 
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circonstances  dans  lesquelles  il  se  développe,  tu  se  servant 
d’une  caisse  dans  laquelle  on  mettait  des  corps  pesants  en 
quantité  pins  ou  moins  grande,  ou  a trouvé  que  la  force  de 
traction  F nécessaire  pour  déterminer  son  glissement  sur  la 
surface  horizontale  sur  laquelle  elle  reposait,  variait  propor- 
tionnellement an  poids  total  de  la  caisse,  c’est-à-dire  pro- 
portionnellement à la  pression  qu’elle  exerçait  sur  cette  sur- 
face horizontale.  D’un  autre  côté,  en  faisant  varier  l’étendue 
de  la  face  d'appui  de  la  caisse,  sans  rien  changer  à la  nature 
de  cette  face  et  au  poids  total  de  la  caisse,  on  a trouvé  que 
la  force  de  traction  nécessaire  pour  produire  le  glissement 
ne  changeait  pas  de  grandeur,  ün  en  a conclu  les  deux  lois 
suivantes  : 1°  le  frottement  est  proportionnel  à la  pression  ; 
2°  le  frottement  est  indépendant  de  l’étendue  des  surfaces 
frottantes. 

Soit  N la  pression  exercée  par  le  corps  que  l'on  considère 
sur  la  surface  sur  laquelle  on  cherche  à le  faire  glisser.  Les 
deux  lois  précédentes  montrent  que  le  frottement  qui  se  dé- 
veloppe sous  l'action  de  cette  pression  N,  peut  être  repré- 
senté par /N,  / étant  un  coefficient  qui  dépend  uniquement 
de  la  nature  des  surfaces  entre  lesquelles  le  glissement 

tend  à se  produire.  Ce  coef- 
eient  J,  qui  est  le  rapport 
du  frottement  à la  pres- 
sion, se  nomme  coefficient 
de  frottement. 

g 203.  Nods  pouvons  ap- 
pliquer les  notions  précé- 
dentes au  cas  de  deux  so- 
lides S,  S’,  fig.  102,  qui  ne 
se  touchent  que  par  un 
point  A.  Sous  l'action  des 
forces  auxquelles  ces  deux 
solides  sont  soumis,  il’se  développe  en  A,  non-seulement  îles 
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pressions  normales  N,  N , qui  s'opposent  à ce  que  les  solides 
pénètrent  l'un  dans  l'autre,  mais  encore  des  réactions  tan- 
gent iel  les  H,  K',  qui  tendent  à s’opposer  à ce  que  ces  deux 
solides  glissent  l'un  sur  l’autre.  Ces  réactions  K,  R’,  égales  et 
contraires  l'une  à l'autre,  comme  les  pressions  normales 
N,  N',  ne  peuvent  pas  dépasser  en  intensité  la  valeur  /N  du 
frottement  correspondant  à ces  pressions,  / étant  le  eoeffi- 
cienl  de  frottement  relatif  à la  nature  des  surfaces  des  deux 
solides  S,  S'  ; elles  peuvent  d’ailleurs  avoir  une  grandeur 
quelconque  comprise  entre  oet  /N,  et  elles  peuvent  être  di- 
riges d’une  manière  quelconque  dans  le  plan  tangent  com- 
mun aux  deux  solides  au  point  A. 

Soit  A I!  lu  ligne  qui  représente  la  pression  N du  solide  S' 
sur  le  solide  S.  Portons  sur  laMirection  de  la  réaction  tan- 
gentielle  R,  que  le  solide  S éprouve  également  de  la  part  du 
solide  S',  une  longueur  AC  représentant  le  frottement  /N  ; 
et  construisons  le  rectangle  A RDC,  sur  les  deux  lignes  AB, 
A C.  Construisons  de  même  le  rectangle  A B FE,  dans  lequel 
le  côté  A E représente  la  réaction  R.  La  diagonale  A F du  se- 
cond rectangle  représente  la  résultante  des  deux  actions 
normale  et  langentielle  que  le  solide  S éprouve  de  la  part  du 
solide  S'  : on  peut  regarder  cette  résultante  comme  étant 
l'action  totale  que  le  solide  S'  exerce  sur  le  solide  S.  Dire 
que  la  réaction  R ne  peut  pas  dépasser /A’,  cela  revient  évi- 
demment à dire  que  l'angle  F AB  ne  peut  pas  dépasser  l’an- 
gle DA  B.  Cet  angle  DAB,  (pie  nous  désignerons  par  «,  est 
déterminé  par  la  relation 


, DB  / N 

= Fb=  N =/i 


il  dépend  donc  uniquement  du  coefficient  de  frottement  J,  et 
par  conséquent  de  la  nature  des  surfaces  des  deux  solides, 
dans  le  voisinage  du  point  A : on  lui  donne  le  nom  d'angle 
de  frottement.  Ainsi,  l'action  totale  AF  que  le  solide  S' 
exerce  sur  le  solide  S fait  nécessairement  avec  la  normale 
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AB  un  angle  plus  petit  que  l'angle  de  frottement.  Imaginons 
que  la  ligne  A U tourne  autour  de  la  normale  A B , et  quelle 
décrive  ainsi  un  cône  de  révolution  ayant  cette  normale  pour 
axe  : nous  pourrons  énoncer  autrement  la  condition  qui 
vient  d’être  indiquée,  et  dire  que  l’action  A F du  solide  S'  sur 
le  solide  S,  au  point  A,  est  nécessairement  dirigée  à l’inté- 
rieur de  ce  cône,  dont  l’angle  au  sommet  dépend,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  uniquement  de  la  nature  des  surfaces 
des  deux  solides.  L’action  totale  que  le  solide  S exerce  sur 
le  solide  S' étant  égale  et  contraire  à celle  qu’il  en  éprouve, 
on  peut  dire  également  que  celte  action  de  S sur  S'  doit  être 
dirigée  à l’intérieur  d’un  cône  égal  au  précédent,  ayant  son 
sommet  en  A et  son  axe  dirigé  suivant  AB’.  Les  deux  cônes 
dont  il  vient  d’être  question' sont  évidemment  les  deux  nap- 
pes d’une  même  surface  conique  ayant  la  normale  commune 
BAB'  pour  axe,  le  point  A pour  sommet,  et  l’angle  de  frot- 
tement « pour  angle  des  génératrices  avec  l’axe. 

Lorsque  deux  solides  se  touchent  par  plus  d’un  point,  ou 
peut  répéter  pour  chaque  point  de  contact  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  dans  le  cas  où  il  n’y  en  avait  qu’un  seul  : les 
actions  t;gales  et  contraires  que  les  deux  solides  exercent 
l’un  sur  l’autre,  en  chacun  de  leurs  points  de  contact,  sont 
nécessairement  dirigées  à l’intérieur  des  deux  nappes  oppo- 
sées d’une  surface  conique  ayant  pour  axe  la  normale  com- 
mune en  ce  point  de  contact,  pour  sommet  ce  point  même, 
et  pour  angle  des  génératrices  avec  l’axe  l’angle  de  frotte- 
ment correspondant. 

L’angle  de  la  surface  conique,  à l’intérieur  de  laquelle  les 
actions  mutuelles  de  deux  solides  eu  un  de  leurs  points  de 
contact  doivent  nécessairement  être  dirigées,  a une  valeur 
plus  ou  moins  petite  suivant  que  le  coellicienl  de  frottement 
correspondant  aux  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  ce  point, 
est  lui-même  plus  ou  moins  petit.  Si  l’on  supposait  que  ce 
coellicienl  de  frottement  fût  nul,  1a  surface  conique  se  rédui- 
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rail  à son  axe,  et,  par  conséquent,  les  actions  mutuelles  îles 
deux  solides  ne  pourraient  avoir  qu’une  seule  direction,  celle 
de  la  normale  commune  à leurs  surfaces  menée  par  le  point 
de  contact.  C’est  dans  ce  cas  idéal  que  nous  nous  sommes 
placés,  lorsque  nous  avons  considéré  l’équilibre  d’un  point 
matériel  assujetti  à rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe  (§§  126  et  134). 

§ 204.  Équilibre  de  deux  solides  qui  se  touchent.  — 

Si  deux  solides  S,  S'  en  équilibre  se  touchent  par  un  seul 
point,  il  doit  y avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacun  d’eux,  c’est-à-dire  entre  les  forces  qui 
lui  sont  directement  appliquées  et  l’action  qu’il  éprouve  de 
la  part  de  l’autre  solide,  au  point  où  ils  se  touchent.  11  suit 
de  là  que,  si  l’on  considère  chacun  des  deux  solides  comme 
étant  invariable  de  forme,  et  si  l’on  compose  entre  elles  les 
forces  qui  lui  sont  directement  appliquées,  en  laissant  de  côté 
l’action  qu’il  éprouve  de  la  part  de  l’autre  solide,  ou  devra 
nécessairement  trouver  pour  ces  forces  une  résultante  uni- 
que égale  et  directement  opposée  à cette  action.  D’après  cela 
il  est  aisé  de  voir  que,  pour  que  les  deux  solides  S,  S' soient 
en  équilibre,  il  faut  : 1°  que  toutes  les  forces  directement  ap- 
pliquées à l’un  quelconque  de  ces  deux  solides  aient  une  ré- 
sultante dirigée  vers  le  point  par  lequel  ils  se  touchcnl  ; 
2°  que  la  résultante  des  forces  directement  appliquées  au  so- 
lide S soit  égale  et  contraire  à la  résultante  des  forces  direc- 
tement appliquées  au  solide  S'  ; 3°  que  ces  deux  résultantes 
soient  dirigées  à l’intérieur  des  deux  nappes  de  la  surface  co- 
nique ayaulpour  sommet  le  point  de  contact  des  deux  soli- 
des, pour  axe  la  normale  commune  eu  ce  point,  et  pour 
angle  des  génératrices  avec  l’axe,  l’angle  de  frottement  cor- 
respondant à la  nature  des  surfaces  qui  se  touchent;  4°  enfin 
que  ces  deux  résultantes  agissent  dans  des  sens  tels  qu’elles 
tendent  à appuyer  les  deux  solides  l’un  contre  l’autre,  et  nuu 
à les  séparer  l’un  de  faillie. 

25. 
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Lorsque  deux  solides  en  équilibre  se  touchent  par  plu- 
sieurs points,  les  forces  directement  appliquées  à l’un  d’eux 
S sont  mises  en  équilibre  par  les  actions  qu’il  éprouve  de  la 
part  de  l’autre  solide  S'  aux  divers  points  par  lesquels  ils  se 
touchent;  et  comme  ces  actions  de  S'  sur  S n’ont  pas  néces- 
sairement une  résultante  unique,  il  s’ensuit  que,  pour  l’équi- 
libre, il  n’est  pas  nécessaire  non  plus  que  les  forces  directe- 
ment appliquées  au  solide  S aient  une  résultante  unique. 
Tout  ce  que  nous  pouvons  dire  ici  d’une  manière  générale, 
c’est  que  les  forces  directement  appliquées  au  solide  S,  et  les 
actions  que  ce  solide  S exerce  sur  le  solide  S',  constituent 
deux  systèmes  de  forces  équivalents  (§  180);  puisque  l’un  et 
l’autre  de  cesdeux  systèmes  de  forces  est  mis  en  équilibre  par 
l’ensemble  des  actions  de  S'  sur  S. 


plan  P.  Supposons  que  les  parties  matérielles  du  solide  S 
qui  se  trouvent  sur  les  perpendiculaires  au  plan  P menées 
par  les  points  de  contact  A,  B,  C, . . . et  dans  le  voisinage  de 
ces  points,  soient  toutes  placées  d’un  même  côté  du  plan 
P;  et  que  par  conséquent  les  parties  matérielles  du  solide  S 
situées  sur  les  mêmes  perpendiculaires  et  dans  le  voisinage 
îles  mêmes  points  A , B , C, . . . soient  toutes  placées  de 
l’autre  côté  de  ce  plan.  Supposons  en  outre  que  les  forces 
directement  appliquées  au  solide  S aient  une  résultante 
unique  R,  ce  qui  entraîne  nécessairement  comme  consé- 
quence que  les  forces  directement  appliquées  au  solide  S' 


I 


Digitized  by  Google 


ÉQUILIBRE  DES  SOLIDES  NATURELS.  380 

aient  aussi  une  résultante  unique  R'  égale  et  contraire  à la 
précédente. 

La  résultante  R des  forces  directement  appliquées  au 
solide  S est  équivalente  au  système  des  actions  que  ce  so- 
lide S exerce  sur  le  solide  S',  aux  divers  points  de  contact 
R,  G,...,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir  il  n'y  a qu'un 
instant;  cette  force  R est  donc  aussi  la  résultante  des  actions 
de  S sur  S',  et  son  moment  par  rapport  à une  droite  quelcon- 
que tracée  dans  le  plan  1*  est  égal  à la  somme  des  moments  de 
ces  actions  de  S sur  S'  par  rapport  à la  même  droite  (§  180). 

Cela  posé,  construisons  un  polygone  convexe  A B U F H 
ayant  pour  sommets  des  points  pris  parmi  les  points  de  con- 
tact A,  11,  C,  1), . . . des  deux  solides,  et  contenant  à son  inté- 
rieur ou  sur  ses  côtés  tous  ceux  de  ces  points  de  contact  qui 
ne  sont  pas  à ses  sommets.  D’après  ce  que  nous  admettons, 
les  diverses  actions  de  S sur  S' tendent  toutes  à repousser  les 
points  A,  B,  C, . . . du  solide  S' d’un  même  côté  du  plan  P,  et 
par  suite  la  résultante  II  de  ces  actions  doit  aussi  tendre  à 
repousser  le  solide  S’  de  ce  même  côté  du  plan  P ; les  mo- 
ments de  ces  actions  de  S sur  S',  par  rapport  au  côté  A B du 
polygone  que  nous  venons  de  former,  sont  donc  tous  de  même 
signe,  et  le  moment  de  la  force  R par  rapport  à ce  côté  a 
par  conséquent  le  même  signe  que  chacun  d’eux  : donc  la 
direction  de  la  force  R doit  percer  le  plan  P en  un  point  si- 
tué, par  rapport  à la  ligne  AB,  du  même  côté  que  les  points 
de  contact  C,  I),  E,...  qui  ne  sont  pas  sur  cette  ligne.  Ce 
que  nous  venons  de  dire  pour  le  côté  AB  du  polygone  con- 
vexe ABDFH,  nous  pouvons  le  répéter  pour  chacun  de  ses 
autres  côtés  ; nous  en  conclurons  nécessairement  que  la  di- 
rection de  la  force  R doit  percer  le  plan  P à l’intérieur  de  ce 
polygone  convexe,  auquel  on  donne  le  nom  de  pobjgane 
d’appui  des  deux  solides.  Il  faut  en  outre,  bien  entendu, 
que  la  force  R tende  à appuyer  le  solide  S sur  le  solideS',  et 
non  à l’écarter  de^e  dernier  solide. 
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Si , outre  les  hypothèses  précédentes , nous  admettons 
encore  que  le  coefficient  de  frottement  soit  le  même  pour  les 
divers  points  de  eontact  A, fi, C, D,...  des  deux  solides 
S,  S',  chacune  des  actions  de  S sur  S'  ne  pourra  pas  faire 
avec  la  perpendiculaire  au  plan  P un  angle  plus  grand  que 
l’angle  de  frottement  commun  aux  divers  points  de  contact; 
d’ailleurs,  on  peut  évidemment  trouver  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  la  force  R en  transportant  les  actions  de  S sur  S' 
parallèlement  à elles-mêmes  au  point  où  cette  force  R perce 
le  plan  P,  et  les  composant  ensuite  à l’aide  du  polygone  des 
forces  : il  est  aisé  d’en  conclure  que  la  force  R elle-même  ne 
peut  pas  faire  avec  la  perpendiculaire  au  plan  P un  angle 
plus  grand  que  l’angle  de  frottement  dont  il  vient  d’être 
question. 

Nous  n’avons  particularisé  en  aucune  manière  le  nombre 
des  points  de  contact  A,  B,  C,  D .. .,  que  nous  avons  suppo- 
sés tous  situés  dans  un  même  plan,  et,  par  conséquent,  tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  est  applicable  au  cas  ou  les 
deux  solides  S,  S' se  toucheraient  dans  toute  l’étendue  d’uue 
face  plane. 

§ 206.  Équilibre  d’un  solide  pesant  posé  sur  un 

plan.  — Un  corps  solide,  soumis  à la  seule  action  de  la  pe- 
santeur, et  posé  sur  un  plan,  c’est-à-dire  sur  une  face  plane 
d’un  autre  eorps,  rentre  évidemment  dans  le  cas  que  nous 
venons  d’étudier  d’une  manière  générale  (§  205).  Les  actions 
de  la  pesanteur  sur  les  diverses  parties  du  corps  ont  une  ré- 
sultante égale  à son  poids,  agissant  suivant  la  verticale  me- 
née par  son  centre  de  gravité,  et  de  haut  en  bas.  Pour  que 
le  corps  soit  en  équilibre,  il  faut  : 1°  que  la  verticale  menée 
par  son  centre  de  gravité  perce  le  plan  sur  lequel  il  repose  à 
l’intérieur  du  polygone  d’appui,  tel  que  nous  l’avons  défini; 
2°  que  l’angle  compris  entre  la  verticale  et  la  perpendicu- 
laire au  plan,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l’angle  que  le 
plan  fait  avec  l’horizon,  soit  inférieur  à l’ahgle  de  frottement 
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correspondant  à la  nature  des  surfaces  qui  sont  en  contact. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  corps  que  l’on  considère  est 
posé  sur  un  plan  horizontal,  la  seconde  condition  est  tou- 
jours satisfaite  ; on  n’a  donc  qu’à  se  préoccuper  de  la  pre- 
mière condition,  pour  savoir  si  le  corps  est  ou  n’est  pas  en 
équilibre  dans  une  position  donnée. 

Cherchons  à nous  rendre  compte  de  la  grandeur  des  pres- 
sions qu’un  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  horizontal,  exerce 
en  ses  divers  points  d’appui  ; et  considérons  pour  cela  les 
divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  eu  égard  au  nombre  des 
points  d’appui.  Si  le  corps  ne  s’appuie  que  par  un  seul  point, 
il  ne  peut  être  eu  équilibre  qu'autant  que  son  centre  de  gra- 
vité est  situé  sur  la  verticale  menée  par  ce  point  d’appui,  et 
la  pression  qu’il  exerce  en  ce  point  est  évidemment  égale  à 

A ï -j  son  poids.  Si  le  corps  s'appuie  par 

Fig.  ion.  deux  points  A,  B,  fig.  104,  la  ver- 

ticale menée  par  son  centre  de  gravité  doit  percer  le  plan, 
sur  lequel  il  repose,  en  un  point  C situé  sur  la  droite  qui 
passe  par  les  deux  points  A,  B,  et  entre  ces  deux  points  ; 
il  suffit  de  décomposer  le  poids  P du  corps,  appliqué  sui- 
vant cette  verticale,  en  deux  composantes  parallèles  agis- 
sant sur  les  points  A et  B,  pour  avoir  les  pressions  exercées 

par  le  corps  en  ces  deux  points  : on  trouve  ainsi  — — - — 

A B 

, . . , . , PxAC 

pour  la  pression  au  point  A,  et  — — — pour  la  pression  au 

AB 

* Jf  point  B.  Si  le  corps  s’appuie  par  trois 

\ /*  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligue 

\ B / droite,  fig.  105,  la  verticale  menée 

*.  / par  son  centre  de  gravité  doit  per- 

\ / cer  le  plan  en  un  point  D situé  à l’in- 

c térieur  du  triangle  ABC;  les  pres- 

l0j‘  sions  qu’il  exerce  sur  le  plan,  aux 

points  A,  B,  C,  seront  trois  forces  parallèles  ayant  pour  ré- 
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sullante  une  force  verticale  égale  à son  poids  P et  appli- 
quée au  point  I)  ; le  moment  de  cette  résultante  P par  rap- 
port au  plan  vertical  mené  par  BC  sera  égal  au  moment 
de  la  composante  appliquée  en  A par  rapport  au  même  plan 
vertical  (§  158),  et  par  suite  cette  composante  et  la  résul- 
tante seront  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  distances 
de  leurs  points  d'application  A et  D au  côté  BC,  c’est-à-dire 
dans  le  rapport  inverse  des  surfaces  des  triangles  B A C,  B DC  : 
donc  les  pressions  exercées  par  le  corps  en  chacun  de  ses 
trois  points  d'appui  A,  B,  C,  auront  respectivement  pour 
P X B DC  PxADÇ  P x A D B 


valeurs 


ABC 


ABC 


ABC 


Si  le  nombre  des  points  d’appui  du  corps  avec  le  plan  est 
supérieur  à trois,  il  n’est  plus  possible  de  déterminer  les 
pressions  qu’il  exerce  en  chacun  de  ses  points  d’appui,  par 
la  seule  connaissance  de  la  position  que  la  verticale  menée 
par  son  centre  de  gravité  occupe  par  rapport  à ces  points; 
on  peut  en  effet  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  forces 
parallèles  et  de  même  sens  appliquées  à ces  points  d’appui, 
qui  aient  pour  résultante  le  poids  l*  du  corps  appliqué  à son 
centre  de  gravité  : on  peut  prendre  arbitrairement  les  va- 
leurs de  ces  pressions,  à l’exception  de  trois  d’entre  elles, 
sans  toutefois  dépasser  certaines  limites  pour  ces  valeurs,  ei 
on  en  conclut  facilement  les  grandeurs  des  trois  pressions  res- 
tantes, de  manière  que  la  résultante  de  toutes  ces  pressions 
soit  égale  au  poids  du  corps  et  soit  dirigée  suivant  la  verti- 
cale du  centre  de  gravité.  La  même  diflicullé  se  présente  éga- 
lement lorsque  le  corps  s'appuie  par  trois  points  situés  sur  une 
même  ligne  droite  ; la  détermination  des  pressions  exercées 
par  le  corps  en  chacun  de  ces  trois  points  d'appui  ne  peut  pas 
s’effectuer  par  la  seule  connaissance  du  point  où  la  verticale, 
menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  rencontre  la  droite 
menée  par  ces  trois  points  d'appui.  Les  pressions  que  le  corps 
exeroe  sur  le  plan,  aux  divers  points  par  lesquels  il  le  touche, 
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ne  sont  cependant  pas  indéterminées  : mais  on  ne  peut  les 
trouver  qu’autanl  que  l’on  connaît  la  nature  du  corps  pesant 
que  l'on  considère,  que  l’on  sait  quelle  est  la  rigidité  ou  la 
llexibitilé  plus  ou  moins  grande  qu'il  présente  dans  ses  di- 
verses parties,  et  que  l'on  sait  également  comment  se  com- 
porte le  corps  à lace  plane  et  horizontale  sur  lequel  il  s’ap- 
puie sous  l’action  des  pressions  que  ce  second  corps  éprouve 
de  la  part  du  premier.  La  question  que  nous  allons  traiter 
dans  le  paragraphe  suivant  montrera  comment  celte  con- 
naissance de  la  nature  des  deux  corps  permet  d’effectuer  la 
détermination  des  pressions  aux  différents  points  par  lesquels 
ils  se  touchent. 

§ 207.  Considérons  un 
solide  S,  fig r.  106,  repo- 
sant sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane  rectan- 
gulaire A B,  qui  est  repré- 
sentée en  vraie  grandeur 
en  aba  b' . Supposons  que 
la  surface  latérale  du  so- 
lide, dans  le  voisinage  de 
la  face  d'appui  A B , soit 
formée  de  plans  perpendi- 
culaires à celte  'face  me- 
nés par  ses  quatre  côtés; 

10°-  • et  que  le  centre  de  gravité 

G du  solide  se  trouve  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  les 
milieux  m,  n des  côtés  a a',  b b'  de  la  face  d'appui.  Supposons 
en  outre  que  la  surface  plane  sur  laquelle  le  corps  S repose 
présente  une  grande  rigidité,  cl  reste  plane  malgré  la  légère 
dépression  que  le  poids  du  corps  lui  fait  subir;  que  le  solide 
S soit  partout  également  compressible  sous  l’action  des 
forces  qui  peuvent  lui  être  appliquées,  du  moins  dans  la 
partie  qui  avoisine  sa  face  d’appui  AB;  enfin  que,  en  raison 
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île  celle  égale  compressibilité,  les  molécules  qui  étaient  pri- 
mitivement daus  un  plan  CD  parallèle  à la  face  Ali  et  très- 
voisin  de  celle  face,  avant  que  le  solide  ne  fût  soumis  aux 
pressions  qu’il  éprouve  de  bas  en  haut  sur  celte  face  d’appui, 
se  trouvent  encore  daus  un  même  plan  CD',  après  la  défor- 
mation que  ces  pressions  lui  ont  fait  subir.  Prenons  eu  par- 
ticulier dans  le  solide  un  prisme  vertical  H L,  a base  infini- 
ment petite  w,  s'étendant  entre  les  plans  AB,  CD,  avant  que 
le  solide  ail  été  déformé  dans  le  voisinage  de  sa  face  d’ap- 
pui ; ce  prisme  s’est  raccourci,  par  suite  des  pressions  qu'il 
éprouve  à ses  deux  extrémités,  et  sa  longueur  qui  était 
primitivement  HL,  s’est  réduite  à HL'  : LL'  est  doue  la 
quantité  dont  sa  longueur  a diminué,  et  par  conséquent  ou 
aura  pour  la  pression  p que  la  base  inférieure  w de  ce 
prisme  éprouve  de  la  part  du  plau  d’appui  (§  196) 


Celte  formule  fournira  les  valeurs  de  la  pression  />  que  le 
solide  éprouve  sur  les  divers  éléments  w dans  lesquels  on 
peut  concevoir  que  la  face  d’appui  soit  décomposée,  pourvu 
qu’on  y attribue  à LL'  la  valeur  qui  convient  à chacun  de 
ces  éléments;  quant  aux  quantités  E et  HL,  elles  ne  varient 
pas,  parce  que,  d’une  part,  le  solide  est  supposé  également 
compressible  dans  toute  l’étendue  de  sa  face  d’appui,  et  d’une 
autre  part,  les  plans  parallèles  AB,  CD,  sont  partout  égale- 
ment distants.  Toutes  les  pressions  telles  que  p sont  verti- 
cales et  dirigées  de  bus  en  haut,  et  leur  résultante  doit  être 
égale  et  directement  opposée  au  poids  P du  solide  appliqué 
à son  centre  de  gravité  G.  Ces  pressions  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles aux  produits  a».  LL', dont  chacun  représente  le 
volume  de  la  portion  du  prisme  H L qui  est  comprise  entre 
les  plans  CD,  C D'.  Il  est  aisé  d’en  conclure  que  la  résul- 
tante de  ces  pressions  p passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
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tranche  du  solide  comprise  entre  les  plans  C I),  (’.'  IV,  en 
supposant  toutefois  que  cette  tranche  soit  homogène;  et 
qu’en  outre  cette  résultante  a pour  valeur  le  produit  du  vo- 

£ 

lumc  de  la  tranche  CDC' IV  par  le  facteur  — — . 

Il  Ij 


Nous  voyons  par  là  que  le  solide  S doit  éprouver,  sous 
l’action  de  son  poids,  une  déformation  telle  que  la  verticale 
menée  par  son  centre  de  gravité  G passe  par  le  centre  de 
gravité  du  volume  C DC'  D' considéré  comme  un  corps  homo- 
gène ; et  les  pressions  que  ce  solide  éprouve  sur  les  divers 
éléments  égaux  de  sa  face  d’appui  A B,  sont  proportionnelles 
aux  portions  des  verticales  menées  parues  éléments  qui  sont 
comprises  entre  les  plans  CI),  C'IV.  Le  centre  de  gravité  G 
étant  situé  par  hypothèse  dans  le  plan  vertical  dont  la  trace 
horizontale  est  mn,  il  est  aisé  de  voir  que  l’intersection  des 
plans  CD,  C'IV  doit  être  parallèle  aux  côtés  an',  b b'  de  la 
face  d’appui  du  solide;  et  le  centre  de  gravité  du  corps  ho- 
mogène compris  entre  ces  deux  plans  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  du  trapèze  suivant  lequel  ce  corps  est  coupé  par  le 
plan  vertical  mené  par  mn.  On  voit  d’après  cela  que  les 
pressions  sont  les  mêmes,  pour  les  divers  éléments  égaux  de 
la  face  d’appui  qui  sont  situés  sur  une  parallèle  quelconque 
aux  côtés  a a',  b h'  de  cette  face  ; et  que,  si  l’on  suppose  que 
la  verticale  menée  par  le  point  G passe  par  un  point  O plus 
rapproché  de  AA' que  de  aa',  les  pressions  sur  les  éléments 
égaux  de  la  face  d’appui  augmenteront  constamment  depuis 
le  côté  a a'  de  cette  face,  jusqu’au  côté  AA'.  Soient  r et  * les 
longueurs  des  côtés  a b,  a a' de  la  face  d’appui.  La  pres- 

P 

sion  totale  que  supporte  cette  face  étant  égalé  à P,  on  a — 

pour  la  pression  moyenne  rapportée  à l’unité  de  surface,  et 

_ a»  ... 

par  conséquent  P — pour  la  pression  que  supporte  un  elc- 

rx 

ment  en  situé  à égale  distance  des  côtés  a a',  b b'.  D’après 
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rela,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  uu  élément  o>  situé  tout 
près  de  l’arête  AA’  la  pression  />  qui  est  plus  grande  que  par- 
tout ailleurs,  a pour  valeur 


DI)' 

ËË'  ’ 


EE' étant  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  paral- 
lèles dans  le  trapèze  CDC'D'. 

Concevons  maintenant  que,  par  un  changement  de  forme 
de  la  partie  supérieure  du  solide,  nous  déplacions  son  centre 
de  gravité  G,  sans  le  faire  sortir  du  plan  vertical  mené  par 
mn.  Le  trapèze  CDC'D'  devra  changer  de  forme  en  même 
temps,  de  manière  que  son  centre  de  gravité  se  trouve  lou- 
jours  sur  la  verticale  menée  par  le  point  G.  Si  la  projection 
horizontale  l)  du  centre  de  gravité  G se  rapproche  du  côté 
A A'  de  la  base,  sans  que  le  poids  total  P du  solide  change, 
le  côté  DD'  du  trapèze  doit  augmenter,  cl  le  côté  CC'  doit 
diminuer  de  la  même  quantité-,  car  il  faut  que  le  volume 
compris  entre  les  plans  CD,  CD'  reste  le  meme,  et  par 
conséquent  aussi  la  surface  du  trapèze  CDC D',  ce  qui  fait 
que  la  demi-somme  EE'  des  côtés  CC,  et  DD  doit  conser- 
ver la  même  grandeur.  Lorsque  0«  ne  sera  plus  que  le  tiers 
de  a A,  le  côtéCC  du  trapèze  se  réduira  à zéro,  et  le  trapèze 
se  changera  en  un  triangle  dans  lequel  le  côte  DD  opposé 
au  sommet  C sera  double  de  E E'  ; alors  la  pression  p suppor- 
tée par  un  élément  w de  la  face  d’appui  situé  tout  près  du 

côté  A A' deviendra  égale  à 2 P— , c’est-à-dire  qu’elle  sera 

rs 

double  de  la  pression  moyenne  rapportée  à un  élément  de 
même  étendue.  Si  la  projection  horizontale.  O du  centre  de 
gravité  G se  rapproche  encore  de  AA',  la  ligne  C D'  qui  est 
venue  précédemment  passer  par  le  point  C,  doit  s’élever  au- 
dessus  de  ce  point  C et  s’abaisser  encore  au-dessous  du 
point  D;  cela  indique  que  la  pression  tend  à devenir  néga- 
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tive  dans  lu  voisinage  de  l’arèle  an  de  la  face  d'appui, 
c’est-à-dire  à se  changer  en  une  traction.  C’est  ce  qui  arrive- 
rait en  effet  si  la  l’ace  d'appui  était  collée  sur  le  plan  sur  le- 
quel elle  repose.  Mais,  comme  celte  face  d’appui  est  simple- 
ment posée  sur  le  plan,  les  choses  ne  peuvent  pas  se  passer 
ainsi  ; le  solide  S ne  peut  éprouver  que  des  pressions  de  la 
part  du  plan  qui  le  supporte.  Dans  ce  cas,  les  pressions  ne 
s’exercent  plus  sur  toute  la  surface  du  rectangle  « A a h'  ; une 
portion  de  ce  rectangle,  située  vers  l’arête  a a',  n’est  plus 
pressée  en  aucun  de  ses  points  ; et  la  portion  restante,  qui 
supporte  la  pression  totale  P,  est  un  autre  rectangle  qui  se 
trouve  dans  le  cas  où  était  le  rectangle  tout  entier,  lorsque 
On  était  égal  au  tiers  de  «A.  Si  nous  nommons  e la  distance 
On  devenue  plus  petite  que  le  tiers  de  «A,  3 g et  * seront  les 
deux  côtés  de  la  portion  de  la  face  « ha'  A'  (pii  s’appuie  réel- 

CO 

lement  sur  le  plan  ; P — est  la  pression  moyenne  sur  un  élé- 
3e# 

CO 

ment  m de  celle  surface  ; et  2 P est  la  pression  supportée 

3e# 

par  un  élément  « situé  tout  près  de  l’arèle  AA'. 

On  voit  parla  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  la 
pression  sur  un  élément  w voisin  de  AA',  que  cette  pression 
augmente  à mesure  que  z diminue.  Soit  Km  la  pression  ca- 
pable de  déterminer  l’écrasement  du  prisme  élémentaire  qui 
a pour  base  w.  Si  l’on  pose 

2 P — = n«, 

3 £.» 

ou  en  lire 

P 

* ’ 11#' 

Celte  valeur  de  e est  la  limite  au  delà  de  laquelle  on  ne  doit 
pas  faire  décroître  la  distance  e ou  Ow,  sans  quoi  le  solide  S 
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s’écraserait  dans  le  voisinage  de  l'arête  b h'.  Nous  sommes 
conduits  par  là  à ajouter  quelque  chose  à la  condition  d’équi- 
libre du  solide  pesant  S posé  sur  un  plan  horizontal.  Nous 
avions  trouvé  que  cet  équillibre  ne  pouvait  avoir  lieuqu’au- 
tant  que  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  G du 
solide  perçait  le  plan  en  un  point  situé  à l'intérieui  du  rec- 
tangle aba'b'  qui  constitue  son  polygone  d’appui;  nous 
voyons  qu’il  faut  en  outre  que  cette  verticale  passe  à l'inté- 
rieur de  ce  rectangle,  à une  distance  suffisamment  grande  de 
chacun  de  ses  côtés. 

Un  comprend  toute  l’importance  que  peuvent  avoir  des 
considérations  analogues  aux  précédentes,  toutes  les  fois 
que  l’on  a à s’occuper  de  l’éqnilibre  de  corps  solides  se  lou- 
chant par  des  faces  planes,  comme  cela  a lieu  dans  les  cons- 
tructions en  pierres,  et  en  particulier  dans  les  voûtes. 
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ÉQUI LIBRE  DES  FLUIDES. 


g 208.  Los  fluides  (liquides  ou  gaz)  sont  des  rorps  dont 
les  molécules  sont  extrêmement  mobiles  les  unes  par  rap- 
port aux  autres.  Lorsqu’on  cherche  à faire  glisser  les  diffé- 
rentes parties  d’une  masse  fluide  les  unes  sur  les  autres,  on 
n’éprouve  pas  de  résistance  analogue  à celle  qui  se  déve- 
loppe dans  le  glissement  des  corps  solides  et  que  nous  nom- 
mons frottement  L’absence  absolue  du  frottement,  entre  les 
diverses  parties  d’un  fluide  qui  se  déplacent  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  constitue  la  fluidité  parfaite.  Les  li- 
quides et  les  gaz,  tels  qu’ils  existent  dans  la  nature,  sont  en 
général  extrêmement  près  de  présenter  cette  fluidité  par- 
faite, surtout  lorsqu’ils  sont  en  équilibre  absolu  ou  relatif. 
Nous  supposerons  dans  ce  chapitre  qu’ils  jouissent  complè- 
tement de  cette  propriété.  La  vérification  expérimentale 
des  résultats  auxquels  nous  parviendrons  ainsi,  montre  que, 
en  faisant  cette  hypothèse,  nous  ne  nous  écartons  pas  sensi- 
blement de  la  réalité. 

Lorsqu’un  liquide  est  contenu  dans  un  vase , et  qu’on 
cherche  à diminuer  le  volume  qu’il  occupe  en  le  compri- 
mant dans  ce  vase,  on  ne  peut  pas  y parvenir  : le  liquide 
conserve  le  volume  qu’il  avait  d'abord,  ou  du  moins  la  dimi- 
nution de  volume  qu’il  éprouve  est  si  faible  qu’on  a beau- 
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coup  de  peine  à s'en  apercevoir.  Cest  ce  qui  fait  qu'on 
donne  aux  liquides  le  uom  de  fluide*  incompreatiblea.  Dans 
ce  qui  suit,  nous  traiterons  les  liquides  comme  jouissant 
d'une  incompressibilité  absolue  ; nous  nous  écarterons  ainsi 
tellement  peu  de  la  réalité,  que  cela  n'occasionnera  aucune 
erreur  appréciable  dans  les  résultats  auxquels  nous  par- 
viendrons. 

Un  gaz  se  comporte  tout  autrement  qu'un  liquide,  quand 
on  cherche  à le  comprimer  ; on  peut  sans  grandi*  difficulté 
réduire  son  volume  à n’être  plus  que  la  moitié,  le  tiers,  le 
quart  de  ce  qu’il  était  d’abord.  Si  ensuite  on  cesse  d’exercer 
l’effort  qui  a déterminé  cette  diminution  de  volume,  le  gaz 
revient  de  lui-même  à son  volume  primitif.  C’est  pour  cela 
qu’on  donne  aux  gaz  le  nom  de  fluide * e'fa*ti</ue*. 

§ 209.  Transmission  des  pressions  dans  les  fluides. 
— Considérons  une  masse  fluide  en  équilibre  dans  une  en- 
veloppe fermée  qu’elle  remplit 
complètement,  fig.  107,  et  suppo- 
sons que  ses  molécules  ne  soient 
soumises  à aucune  force  autre  que 
les  actions  «pie  chacune  d’elles 
éprouve  de  la  part  des  molécules 
voisines.  Ce  fluide  exercera  géné- 
ralement des  pressions  sur  les  di- 
verses parties  de  l’enveloppe  qui 
le  renferme.  Si  l’on  vient  à enlever 
une  petite  portion  de  cette  enve- 
loppe, et  si  on  la  remplace  par  un  piston  A de  même 
forme , mobile  dans  un  bout  de  tuyau  adapté  au  contour 
de  l’ouverture  ainsi  produite,  on  conçoit  que  le  fluide 
pourra  se  trouver  exactement  dans  les  mêmes  conditions  que 
précédemment,  pourvu  qu’on  applique  au  piston  A une  forci* 
convenable  F dirigée  parallèlement  aux  parois  du  tuyau 
dans  lequel  il  peut  se  mouvoir.  I)e  même,  on  pourra  retn- 
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placer  une  autre  portion  de  l’enveloppe  par  un  piston  B, 
également  mobile  dans  un  bout  de  tuyau,  et  soumis  à 'ac- 
tion d’une  certaine  force  F',  sans  que  le  fluide  cesse  d’être 
exactement  dans  les  mêmes  conditions.  Cela  posé,  nous  al- 
lons voir  que,  si  les  bases  des  deux  pistons  A,  B sont  égales, 
les  deux  forces  F,  F’  doivent  aussi  être  égales. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  imaginons  que  nous 
réunissions  les  deux  bouts  de  tuyau  dans  lesquels  peuvent  se 
mouvoir  les  deux  pistons  A,  B,  par  un  canal  courbe  A CB, 
contenu  tout  entier  à l’intérieur  de  l’espace  occupé  par  le 
fluide,  et  se  raccordant  à ses  deux  extrémités  avec  ces  bouts 
de  tuyau  ; nous  pourrons  même  supposer  que  la  section 
transversale  de  ce  canal  A C B soit  partout  égale  à la  base 
de  l’un  des  pistons  A,  B.  Le  fluide  dont  il  s’agit  étant  en 
équilibre,  nous  pouvons  lui  appliquer  le  théorème  du  travail 
virtuel  (§  1S4).  Pour  cela,  concevons  que  le  piston  A mar- 
che d’une  quantité  infiniment  petite  e vers  l’intérieur  de  l’en- 
veloppe ; que  la  portion  du  fluide  qui  est  située  en  dedans 
du  canal  ACB  glisse  le  long  de  ce  canal  sans  en  sortir,  et 
suive  ainsi  le  mouvement  du  piston  A tout  en  conservant  le 
même  volume  ; qu’en  conséquence  le  piston  B marche  vers 
l’extérieur,  d’une  quantité  égale  à e;  enfin  que  toute  la 
portion  du  fluide  qui  3e  trouve  en  dehors  du  canal  ACB  ne 
se  déplace  pas  : pour  ce  déplacement  virtuel  particulier  du 
système  matériel  que  nous  considérons , la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  des  forces  qui  sont  appliquées  à ses  diverses 
parties  doit  être  nulle.  Or,  la  portion  A C B du  fluide,  qui  se 
déplace  seule,  ne  change  pas  de  volume  ; les  diverses  par- 
ties qui  la  composent  se  meuvent  séparément  en  glissant 
simplement  les  unes  sur  les  autres,  ou  bien  sur  la  partie  du 
fluide  qui  est  en  dehors  du  canal  ACB  et  qui  reste  immo- 
bile ; mais  ce  glissement  s’effectue  sans  qu’il  y ait  de  frotte- 
ment, en  raison  de  la  fluidité  parfaite  du  système  (§  208)  : 
il  résulte  de  là , et  de  ce  que  nous  avons  dit  à l’occasion  des 
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systèmes  matériels  dans  lesquels  on  imagine  des  liaisons 
CS  1 86  )>  que  *a  somme  des  travaux  virtuels  dus  aux  actions 
que  les  molécules  du  fluide  tout  entier  exercent  les  unes 
sur  les  autres  est  égale  à zéro.  D'après  cela,  on  voit  que  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  à notre 
système  matériel  se  réduit  à 

F e — F'  £ ; 

et  comme  cette  somme  doit  être  nulle,  il  s’ensuit  qu’ou  a 

F = F'. 

Ün  conclut  de  la  proposition  qui  vient  d’être  établie,  que 
la  force  F,  appliquée  au  piston  A,  donne  lieu  à une  pression 
égale  à F sur  toute  portion  de  l’enveloppe  ayant  une  étendue 
égale  à la  base  de  ce  piston.  C’est  ce  qui  constitue  le  théo- 
rème de  la  transmission  des  pressions  dans  un  fluide  dont 
les  molécules  ne  sont  soumises  à aucune  force  autre  que  les 
actions  que  chacune  d’elles  éprouve  de  la  part  des  molécules 
voisines.  11  est  bon  d’observer  que  la  force  F,  appliquée  au 
piston  A , peut  recevoir  une  grandeur  quelconque , si  le 
fluide  que  l’on  considère  est  incompressible;  mais  quelle 
doit  au  contraire  avoir  line  valeur  déterminée,  s’il  s'agit 
d’un  fluide  élastique,  valeur  qui  dépend  de  la  tendance 
plus  ou  moins  grande  du  fluide  à augmenter  de  volume. 

§ 210.  Égalité  des  pressions  iliiiis  tou»  le»  sons, 
autour  d’un  point  quelconque,  dan»  un  fluide  en 
équilibre.  — Soit  AI,  fig.  107,  un  point  quelconque  pris  à 
l’intérieur  de  la  masse  fluide  dont  nous  nous  sommes  occu- 
pés dans  le  paragraphe  précédent.  Concevons  que  nous  fas- 
sions passer  par  ce  point  une  surface  N X'  qui  s’étende  de 
tous  côtés  jusqu’à  l’enveloppe,  et  qui  soit  plane  jusqu’à  une 
certaine  distance,  tout  autour  du  point  AI.  Cette  surface  di- 
visera la  niasse  fluide  en  deux  portions  P,  Q.  Supposons  que 
la  partie  P,  c’est-à-dire  celle  qui  ne  reçoit  pas  directement 
l'action  du  piston  A,  soit  solidifiée  sans  changer  de  forme; 
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il  est  clair  que,  par  là,  nous  ne  troublons  pas  l’équilibre  du 
système  tout  entier,  et  que,  par  conséquent,  après  cette  soli- 
dilicalion  de  la  partie  P,  la  partie  Q reste  à l’état  d’équilibre 
comme  précédemment.  Mais  alors  la  surface  N N'  devient 
une  partie  de  la  paroi  qui  enveloppe  le  fluide  restant  Q; 
donc,  en  vertu  de  l’action  de  la  force  F sur  le  piston  A,  le 
fluide  Q exerce  une  pression  égale  à F sur  une  portion  de  la 
face  plane  menée  par  le  point  M ayant  même  étendue  que  le 
piston  A.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  direction  que 
nous  avons  donnée  à la  partie  plane  de  la  surface  NK'  menée 
par  le  point  M ; la  pression  que  le  fluide  situé  d’un  côté  de 
cette  surface  exerce  sur  le  fluide  situé  de  l’autre  côté,  dans 
le  voisinage  du  point  M,  et  sur  une  étendue  égale  à la  base 
du  piston  A,  est  donc  toujours  égale  à F,  quelle  que  soit  la 
direction  du  plan  qui  sépare  ces  deux  fluides. 

Nous  venons  d’établir  l’égalité  des  pressions  dans  tous  les 
sens,  autour  d’un  point  quelconque  M d’un  fluide  en  équi- 
libre, en  considérant  spécialement  un  fluide  dont  les  diverses 
molécules  ne  sont  soumises  qu’à  leurs  actions  mutuelles. 
Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  cette  égalité  des  pres- 
sions dans  tous  les  sens,  autour  d’un  point  quelconque, 
existe  toujours,  quelles  que  soient  lés  forces  qui  agissent  sur 
les  diverses  molécules  du  fluide  en  équilibre.  Mais,  pour  y 
arriver,  nous  étudierons  d’abord  la  transmission  des  pres- 
sions sur  les  diverses  parties  de  l’enveloppe  qui  renferme  un 
liquide  homogène  pesant,  à l’étal  d’équilibre. 

§ 21 1.  Reprenons  donc  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
§ 209,  en  substituant  un  liquide  homogène  pesant  au  fluide 
quelconque  que  nous  avons  considéré,  et  dont  les  diverses 
molécules  n’étaient  soumises  qu’aux  actions  que  chacune 
d’elles  éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Les  pis- 
tons égaux  A et  B,  fig.  107,  étant  disposés  comme  nous 
l’avons  dit,  et  étant  soumis  aux  actions  des  forces  F,  F',  telle- 
ment choisies  que  le  liquide  soit  en  équilibre,  cherchons  à 
26. 
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déterminer  la  relation  qui  existe  entre  ees  deux  forces  F,  1 . 
Pour  cela,  concevons  encore  que  nous  fassions  marcher  le 
piston  A d’une  quantité  £ vers  l’intérieur  de  l’enveloppe,  et 
le  piston  B d'une  quantité  égale  vers  l’extérieur  ; et  suppo- 
sons que  le  liquide  contenu  dans  le  canal  ACB  glisse  le  long 
de  ce  canal  pour  suivre  le  mouvement  simultané  des  deux 
pistons,  sans  que  les  molécules  liquides  situées  en  dehors 
du  canal  ACB  se  déplacent  en  aucune  manière  : en  égalant 
à zéro  la  somme  des  travaux  des  diverses  forces  appliquées 
au  système,  pour  ce  mouvement  virtuel  particulier,  nous 
arriverons  à la  relation  cherchée  entre  F et  F'.  Or  il  est  clair 
que  cette  somme  de  travaux  virtuels  ne  différera  de  celle 
que  nous  avons  trouvée  précédemment  (§  209) , qu’en  ce 
qu’elle  contiendra  de  plus  le  travail  de  la  pesanteur  sur 
les  diverses  molécules  liquides  auxquelles  nous  attribuons 
un  déplacement. 

Pour  évaluer  ce  travail  de  la  pesanteur  sur  le  liquide  con- 
tenu dans  le  canal  A C B,  nous  nous  appuyerons  sur  ce  qui  a 
été  démontré  dans  le  § 173  : ce  travail  s’obtiendra  en  multi- 
pliant le  poids  du  liquide  contenu  dans  ACB  par  la  quantité 
dont  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide  s’est  abaissé  vertica- 
lement. Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  eu  égard  au  travail  pro- 
duit par  la  pesanteur,  peu  importe  que  le  liquide  ACB  tout 
entier  glisse  le  long  du  canal  qui  le  renferme,  de  manière 
que  scs  deux  faces  extrêmes  A et  15  marchent  chacune  d’une 
quantité  e ; ou  bien  que  la  portion  de  liquide  occupant  l’es- 
pace d’épaisseur  e que  nous  faisons  parcourir  au  piston  A 
soit  transportée  seule  à l’autre  extrémité  du  liquide  ACB,  de 
manière  à remplir  l’espace  abandonné  par  le  pistou  B dans 
son  mouvement  vers  le  dehors  de  l’enveloppe  : dans  ce  se- 
cond cas,  où  la  portion  de  liquide  contenue  dans  le  canal 
ACB,  entre  la  position  tinalc  du  piston  A et  la  position  ini- 
tiale du  piston  B,  ne  se  déplacerait  nullement,  le  centre  de 
gravité  du  liquide  total  renfermé  dans  le  canal  ACB  s’abais- 
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serait  verticalement  de  la  même  quantité  que  dans  le  premier 
cas.  On  voit  par  là  que,  pour  avoir  le  travail  de  la  pesanteur 
sur  le  liquide  A CB,  il  nous  suffira  de  multiplier  le  poids  du 
liquide  contenu  dans  l’espace  que  nous  faisons  parcourir  au 
piston  A,  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cet  espace 
au  plan  horizontal  mené  par  le  centre  de  gravité  de  l’espace 
analogue  que  parcourt  le  piston  B.  Désignons  par  w l'aire 
de  la  base  de  chacun  des  pistons  A,  B;  par  p la  niasse  spéci- 
fique du  liquide  (§  16A)  ; par  h la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  la  base  du  piston  A au  plan  horizontal  mené  par  le 
centre  de  gravité  de  la  base  du  piston  B ; par  a l’angle  que  la 
direction  du  déplacement  e du  piston  A fait  avec  la  verti- 
cale ; et  par  x l’angle  analogue  pour  le  piston  B.  Le  poids  du 
liquide  contenu  dans  l’espace  que  nous  faisons  parcourir  au 
piston  A est  égal  à 

P 9wt  i 

la  hauteur  verticale  du  centre  de  gravité  de  cet  espace  au- 
dessus  du  centre  de  gravité  de  l’espace  parcouru  par  le  pis- 
ton B a pour  valeur 

A — j e cosa  + 1 E cos  a’  : 

le  travail  que  nous  cherchons  est  donc  exprimé  par 
pÿME  (A  — ; ecosa-H  ït cosa'). 

D’après  cela,  l’équation  fournie  par  le  théorème  du  travail 
virtuel  appliqué  au  mouvement  particulier  que  nous  avons 
choisi,  sera 

Fe  — F'z-f-p jfut  (A  — i s cosa  +-{  £ cosa')  =o  ; 
d’où  l’on  déduit,  en  observant  que  e est  infiniment  petit, 

F'  = F -f-  pÿwA. 

Cette  formule  permet  de  déterminer  la  pression  que  le  li- 
quide exerce  en  un  point  quelconque  de  l’enveloppe  qui  le 
renferme,  sur  une  surface  égale  à r«>,  lorsque  l’on  connaît  la 
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pression  F qui  lui  est  appliquée  en  un  point  particulier,  sur 
une  surface  de  même  étendue. 

§ 212.  Revenons  maintenant  à la  question  principale  qui 
nous  occupe,  c’est-à-dire  à la  démonstration  de  légalité  de 
pression  dans  tous  les  sens  autour  d'un  point,  dans  un  fluide 
en  équilibre  dont  les  molécules  sont  soumises  à des  forces 
quelconques.  Pour  cela  nous  considérerons  d'abord  le  cas 
d'un  liquide  homogène  pesant,  puis  celui  d'un  fluide  quel- 
conque pesant,  enfin  le  cas  général  d’un  fluide  soumis  à des 
forces  quelconques. 

Dans  le  cas  d'un  liquide  homogène  pesant,  supposons  en- 
core qu’une  partie  de  l’enveloppe  ail  été  remplacée  par  un 
piston  A,  fuj.  107,  auquel  on  applique  une  force  F tendant 
à le  faire  pénétrer  dans  le  liquide,  cl  considérons  les  pres- 
sions dans  différents  sens  autour  d’un  point  quelconque  Al 
pris  à l’intérieur  du  liquide.  Quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  que  nous  ferons  passer  par  le  point  Al,  si  nous  prenons 
sur  ce  plan  une  surface  égale  à w ayant  son  centre  de  gra- 
vité au  point  AI,  la  pression  que  le  liquide  Q situé  d’un  côté 
du  plan  exerce  sur  cette  surface  w aura  toujours  pour  valeur 
F + pflfwA,  h étant  la  hauteur  verticale  du  centre  de  gravité 
de  la  base  du  piston  A au-dessus  du  point  Al.  L'égalité  des 
pressions  dans  tous  les  sens,  autour  du  point  AI  pris  à l’in- 
térieur d’un  liquide  pesant  en  équilibre,  se  trouve  doue  dé- 
montrée par  là  ; mais  cette  égalité  de  pressions  suppose  que 
les  diverses  surfaces  planes  égales  à «,  sur  lesquelles  s’exer- 
cent les  pressions  que  l’on  considère,  sont  placées  de  manière 
que  le  centre  de  gravité  de  chacune  d’elles  coïncide  avec  le 
point  AI,  condition  à laquelle  nous  n’avions  pas  besoin  de 
nous  astreindre,  lorsque  nous  considérions  un  fluide  dont 
les  molécules  n’étaient  soumises  qu’à  leurs  actions  mu- 
tuelles. 

Lorsqu’un  fluide  pesant  en  équilibre  n’est  pas  homogène, 
c’est-à-dire  lorsque  sa  densité  n’est  pas  la  même  dans  toute 
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l’étendue  du  volume  qu’il  occupe , ou  ne  peut  plus  rai- 
sonner comme  nous  venons  de  le  faire.  Mais  alors , pour 
établir  l’égalité  des  pressions  dans  tous  les  sens  autour 
d’un  point  M de  ce  fluide,  rien  ne  nous  empêche  de  consi- 
dérer seulement  la  portion  du  fluide  qui  est  contenue  à 
l’intérieur  d’une  surface  fermée  de  petites  dimensions  s'éten- 
dant tout  autour  du  point  M ; si  nous  concevons  que  tout  le 
reste  du  fluide  soit  solidifié,  sans  que  ses  molécules  chan- 
gent de  position  les  unes  par  rapport  aux  autres , cela 
constituera  une  nouvelle  enveloppe  renfermant  la  portion 
de  fluide  qui  est  voisine  du  point  M et  à laquelle  nous  con- 
servons sa  fluidité  primitive.  Cette  petite  portion  du  fluide 
total  11e  sera  généralement  pas  homogène  ; mais  la  densité 
n’y  variera  que  très-peu  d’un  point  à un  autre,  en  raison  du 
peu  de  distance  qui  existe  entre  ses  divers  points  ; et  l'er- 
reur que  l’on  commettra  en  regardant  la  densité  comme 
constante  dans  toute  l’étendue  de  cette  portion  de  fluide  sera 
d’autant  plus  faible  que  les  dimensions  de  l’espace  qu’elle 
occupe  seront  supposées  plus  petites  : on  peut  donc  dire 
que,  si  l’on  ne  considère  qu'une  portion  infiniment  petite  du 
fluide  pesant  dont  il  s’agit,  tout  autour  du  point  M,  les 
choses  s’y  passent  de  même  que  dans  un  fluide  homogène 
pesant.  D’après  cela,  les  pressions  supportées  par  diverses 
surfaces  planes  égales  à w,  menées  par  le  point  M,  et  ayant 
leurs  centres  de  gravité  en  ce  point,  sont  toutes  égales  en- 
tre elles,  pourvu  que  w soit  infiniment  petit.  Le  défaut  d’ho- 
mogénéité du  fluide  nous  oblige  ainsi  à ajouter  cette  nou- 
velle condition  de  la  petitesse  de  w,  à celle  que  nous  avions 
trouvée  d’abord  par  cela  seul  que  le  fluide  était  soumis  à 
l’action  de  la  pesanteur. 

Nous  n’avons  plus  que  quelques  mots  à ajouter,  pour  éta- 
blir l’égalité  des  pressions  dans  tous  les  sens  autour  d'un 
point,  dans  le  cas  d’un  fluide  soumis  à des  forces  quelcon- 
ques. Considérons,  pour  chaque  molécule  du  fluide,  la  résul- 
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tante  de  toutes  les  forces  auxquelles  elle  est  soumise,  en 
faisant  abstraction  toutefois  des  actions  que  cette  molécule 
éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Cette  résultante 
n'a  généralement  pas  la  même  direction,  et  le  rapport  de 
sou  intensité  à la  masse  de  la  molécule  u’a  généralement  pas 
la  même  grandeur,  pour  les  diverses  molécules  du  fluide  ; 
mais  ces  changements  de  grandeur  et  de  direction  ne  se 
font  sentir  que  peu  à peu,  à mesure  qu’on  passe  d'une  molé- 
cule à une  autre,  en  suivant  une  ligue  quelconque  à l’inté- 
rieur du- fluide  : on  peut  donc  regarder  la  direction  de  cette 
force  résultante,  et  le  rapport  de  son  intensité  à la  masse  de 
la  molécule  sur  laquelle  elle  agit,  comme  restant  les  mêmes 
dans  toute  l'étendue  d’un  espace  très-petit.  Dès  lors  la  por- 
tion du  fluide  contenue  dans  cet  espace  se  trouve  dans  des 
conditions  analogues  à celles  où  elle  se  trouverait  si  elle 
était  uniquement  soumise  à l'action  de  la  pesanteur;  donc, 
dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occupons  maintenant,  il 
y a encore  égalité  entre  les  pressions  qui  s’exercent  dans 
tous  les  sens,  autour  d'un  point,  sur  des  surfaces  planes 
infiniment  petites  et  égales  ayant  leurs  centres  de  gravite  en 
ce  point. 

Si  l'on  divise  la  pression  P,  qui  s’exerce  sur  un  élé- 
ment plan  ayant  son  centre  de  gravité  en  un  point  M du 

P 

fluide,  pari  aire  w de  cet  élément,  le  quotient  - est  ce  qu’on 

w 

nomme  la  pression  en  M rapportée  à l’unité  de  surface  ; ce 
n’est  autre  chose  que  la  pression  totale  que  le  fluide  excrce- 
raitsur  une  surface  plane  ayant  pour  aire  l’unité  de  surface, 
dans  le  cas  où  chacun  des  éléments  égaux  à « dans  lesquels 
on  pourrait  décomposer  cette  surface  plane  supporterait  une 
. „ . P 

pression  partielle  égalé  a P.  Ce  quotient  — est  souvent  dési- 

m 

gué,  pour  abréger,  sous  la  simple  dénomination  de  pression 
au  point  M ; aussi,  toutes  les  fois  que  l’on  parle  de  la  près  • 
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sion  en  un  point,  dans  nn  fluide  en  équilibre,  sans  spécifier 
quelle  est  l’étendue  de  la  surface  sur  laquelle  la  pression 
s’exerce,  on  doit  entendre  qu’il  s’agit  de  la  pression  rappor- 
tée à l’unité  de  surface. 

§ 213.  Equilibre  d’un  fluide  pesant.  — Considérons  en 
particulier  un  fluide  pesant,  en  équilibre  dans  une  enveloppe 
fermée  qu’il  remplit  complètement,  et  comparons  les  pres- 
sions qui  correspondent  aux  différents  points  de  l’espace 

©qu’il  occupe.  Pour  cela  nous  pren- 
drons d’abord  deux  points  M,  M',  si- 
tués sur  un  même  plan  horizontal  , 
fig.  108.  Concevons  que  nous  tracions 
deux  cercles  infiniment  petits  et  égaux 
ayant  leurs  plans  perpendiculaires  à la 
droite  M M',  et  leurs  centres  aux  points 
Fig.  m.  M,  M',  eux-mêmes  ; concevons  en  outre 

que  nous  joignions  ces  deux  cercles  l’un  à l’autre  par  une 
surface  cylindrique  dont  ils  formeront  les  deux  bases.  Le 
fluide  que  renferme  le  cylindre  ainsi  obtenu  est  en  équi- 
libre sous  l’action  de  diverses  forces  qui  sont  : 1"  la  pesan- 
teur; 2°  les  pressions  qu’il  éprouve  de  la  part  du  fluide  envi- 
ronnant; 3°  les  actions  mutuelles  de  ses  diverses  molécules. 
Soient  p et  p les  pressions  en  M et  M',  et  w faire  de  l’une 
quelconquedes  bases  du  cylindre;  p w et  ;>'w  seront  les  pres- 
sions exercées  sur  chacune  de  ces  deux  bases,  par  le  fluide 
environnant.  Cela  posé,  si  nous  considérons  toutes  les  forces 
extérieures  qui  agissent  sur  le  fluide  renfermé  dans  le  cylin- 
dre, et  si  nous  exprimons  que  la  somme  des  projections  de 
ces  forces  sur  la  droite  M M'  est  nulle  (§  185),  nous  trouve- 
rons simplement  l’équation 

pw  — p'w  = o ; 

caries  actions  delà  pesanteur  sur  les  diverses  molécules  du 
fluide  sont  toutes  perpendiculaires  à M M',  et  il  en  est  de 
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même  des  pressions  que  le  fluide  envirounant  exerce  sur  les 
diverses  parties  de  la  surface  latérale  du  cylindre.  On  con- 
clut de  là  que  p est  égal  à p’,  c’est-à-dire  que  la  pression  est 
la  même  pour  tous  les  points  d’un  même  plan  horizontal 
menés  l’intérieur  du  fluide. 

Prenons  maintenant  deux  points 

M,  M',  fig.  109,  situés  à la  rencontre 

/ m \ de  deux  plans  horizontaux  infiniment 

I i I voisins  avec  une  meme  verticale.  Dési- 

\ ST 

\ j gnons  par  p cl  p les  pressions  en  ces 

\ J points  M,  M';  par  « la  surface  de  la 

V'--- ' hase  infiniment  petite  d’un  cylindre  de 

rig.  îoo.  révolution  ayant  MM'  pour  axe;  par 

dz  la  distance  M M'  ; et  par  p la  masse  spécifique  du  fluide 
en  M,  masse  spécifique  que  nous  supposerons  être  la  même 
dans  toute  l’étendue  du  cylindre  ayant  pour  base  w et  pour 
hauteur  M M'  ou  dz.  Le  poids  du  fluide  contenu  dans  ce  cy- 
lindre sera  égal  à pgwdz,  et  les  pressions  supportées  par 
ses  bases  supérieure  et  inférieure  auront  respectivement 
pour  valeurs  pta  et  p «.  Si  nous  projetons  sur  la  verticale 
M M' les  diverses  forces  extérieures  qui  agissent  sur  cet  élé- 
ment cylindrique  de  fluide,  et  si  nous  exprimons  que  la 
somme  des  projections  ainsi  obtenues  est  nulle,  nous  trou- 
verons évidemment 

P't>  — p'<j>  4-  çg&dz  — o. 

On  en  déduit 

p'  = p + pgdz, 

ce  qui  montre  que  la  pression  augmente  nécessairement, 
quand  on  passe  d’un  plan  horizontal  quelconque  à un  autre 
plan  horizontal  infiniment  voisin  du  premier  et  situé  au-des- 
sous de  lui. 

Lette  augmentation  p gdz  qu’éprouve  la  pression, quand 
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on  pusse  du  point  M du  premier  plan  au  point  M'  du  second 
plan,  doit  être  la  même,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
\l  sur  le  premier  plan  ; puisque  la  pression  est  constante  dans 
toute  1 étendue  de  chacun  des  deux  plans.  Or  dz  ne  varie 
pas,  et  g est  une  constante  ; donc  p doit  avoir  la  même  va- 
leur dans  toute  l’étendue  du  pian  horizontal  sur  lequel  nous 
avons  pris  le  point  M.  Nous  voyons  par  là  que,  si  la  densité 
du  fluide  pesant  en  équilibre  dont  nous  nous  occupons  n’est 
pas  la  même  partout,  cette  densité  doit  nécessairement  être 
la  même  pour  tous  les  points  d’un  même  plan  horizontal 
mené  d’une  manière  quelconque  à l'intérieur  du  fluide;  en 
sorte  que  la  masse  fluide  tout  entière  peut  être  regardée 
comme  sir  composant  d’une  infinité  de  couches  horizontales 
infiniment  minces , dont  chacune  a une  densité  constante 
dans  toute  son  étendue. 

La  différence  des  pressions  relatives  à deux  points  qui  ne 
sont  pas  situés  sur  un  même  plan  horizontal,  a pour  valeur 
l’intégrale  de &</</;,  prise  entre  des  limites  correspondant 
aux  plans  horizontaux  qui  passent  par  ces  deux  points  ; il 
est  aisé  de  voir  que  cette  différence  de  pression  n’est  autre 
chose  que  le  poids  du  fluide  contenu  à l’intérieur  d’un  cylin- 
dre vertical,  ayant  pour  base  l'unité  de  surface, et  s’étendant 
de  l'un  à l’autre  de  ces  deux  plans  horizontaux.  Si  le  fluide 
que  l'on  considère  avait  partout  la  même  densité,  et  c’est 
ce  qui  arriverait  si  c’était  un  liquide  homogène , la  dif- 
férence de  pression  dont  il  s’agit  aurait  pour  valeur pg h, 
& étant  la  masse  spécifique  du  fluide,  et  h la  distance  des  plans 
horizontaux  dont  il  vient  d’être  question. 

Les  divers  plans  horizontaux  que  l’on  peut  mener  dans 
l’espace  occupé  par  le  fluide,  prennent  le  nom  de  surface» 
de  niveau.  La  distance  h des  plans  horizontaux  menés  par 
deux  points  quelconques,  est  ce  qu’on  nomme  la  différence 
de  niveau  de  ces  deux  points. 

Lorsqu’un  liquide  pesant  est  plan1  dans  un  vase,  ouvert 
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pur  le  haut,  ou  bien  dans  un  vase  fermé  trop  grand  pour 
qu'il  puisse  le  remplir  en  totalité,  il  se  dispose*  au  fond  du 
vas»*,  et  se  termine  par  une  surface  libre  dont  les  divers 
points  n’éprouvent  aucune  pression.  Imaginons  qu’une  paroi 
solide  s’étende  sur  celte  surface  libre  du  liquide,  et  aille  sc 
relier  de  tout  côté  avec  les  parois  latérales  du  vase,  sans  ce- 
pendant exercer  de  pression  en  aucun  point  sur  le  liquide 
avec  lequel  elle  est  en  contact.  La  masse  liquide  dont  il  s’agit 
se  trouvera  dès  lors  contenue  dans  une  enveloppe  fermée  de 
toute  part  dont  elle  remplira  toute  la  capacité,  sans  cesser 
d’être  exactement  dans  les  mêmes  conditions  d'équilibre 
qu’auparavanl;  et  par  conséquent  nous  pourrons  lui  appli- 
quer les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  ce 
qui  précède.  La  pression  étant  nulle  dans  toute  l’étendue  de 
la  surface  libre,  cette  surface  doil  nécessairement  être  plane 
et  horizontale;  car,  s’il  en  était  autrement,  on  pourrait  tou- 
jours prendre  sur  cette  surface  libre  deux  points  qui  ne 
fussent  pas  sur  un  même  plan  horizontal,  et  par  suite  les 
pressions  en  ees  deux  points  ne  pourraient  pas  être  nulles 
toutes  deux,  puisqu’elles  seraient  nécessairement  différentes 
l’une  de  l’autre.  La  pression  p,  en  un  point  quelconque  situé 
à une  distance  h du  plan  horizontal  qui  forme  la  surface 
libre  du  liquide,  aura  pour  valeur 

P~99h  • 

• 

puisque  la  pression  est  nulle  sur  la  surface  libre. 

Lorsque  deux  liquides  pesants,  de  densités  différentes,  sc 
trouvent  dans  un  même  vase  sans  sc  mélanger,  ils  ne  peuvent 
être  en  équilibre  qu'uutaut  que  leur  surface  de  séparation 
est  plane  et  horizontale;  car  s’il  n’en  était  pas  ainsi,  on  pour- 
rait mener  un  plan  horizontal  qui  pénétrerait  à la  fois  dans 
les  deux  liquides,  et  la  densité  ne  serait  pas  la  même  dans 
tous  les  points  de  ce  plan  horizontal,  ce  qui  est  impossible. 

§ 214.  Équilibre  d'un  fluide  soumis  à des  forer* 
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ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES, 
quelconque*.  — Lorsqu'un  lluide  est  en  équilibre  sous 
l’action  de  forces  quelconques,  lu  pression  varie  en  général 
d’un  point  à un  autre  de  l’espace  occupé  par  ce  fluide.  Con- 
sidérons spécialement  les  divers  points  pour  lesquels  la  pres- 
sion a une  même  valeur;  l’ensemble  de  ces  points  forme  gé- 
néralement une  surface  à laquelle  on  donne  le  nom  de 
turface  de  niveau,  par  extension  de  ce  qui  se  rapporte  aux 
fluides  pesants.  On  comprend  qu’à  chaque  point  du  fluide 
correspond  une  surface  de  niveau;  en  sorte  qu’on  peut  ima- 
giner une  infinité  de  ces  surfaces  tracées  à l’intérieur  de 
l'espace  que  le  fluide  occupe. 

La  résultante  R des  forces  appliquées  à une  molécule  quel- 
conque du  fluide,  abstraction  faite  des  actions  qu’elle  éprouve 
de  la  part  des  molécules  voisines,  est  dirigée  normalement  à 
la  surface  de  niveau  qui  passe  par  le  point  M où  cette  molé- 
cule se  trouve.  Pour  démontrer  cette  proposition,  imaginons  • 
que,  par  le  point  M,  nous  tracions  une  courbe  quelconque 
sur  la  surface  de  niveau  qui  lui  correspond;  nous  allons  voir 
que  la  résultante  R doit  être  normale  à cette  courbe.  Suppo- 
sons, en  effet,  que  cela  ne  soit  pas,  et  que  la  résultante  R 
soit  oblique  à la  courbe  dont  nous  venons  de  parler.  Nous 
pourrons  toujours  prendre  sur  cette  courbe  un  arc  qui  com- 
prenne le  point  M,et  qui  soit  assez  petit  pour  «pie  toutes  les 
résultantes  telles  que  R,  appliquées  aux  diverses  molécules 
par  lesquelles  il  passe,  soient  inclinées  par  rapport  à la 
courbe  du  même  côté  que  la  force  R ; caria  direction  de  cette 
résultante  R,  ne  change  que  peu  à peu,  quand  on  passe  d’un 
point  du  fluide  à d’autres  points  sitims  dans  le  voisinage  du 
premier.  Regardons  cet  arc  de  courbe  comme  l’axe  d’un  canal 
de  section  uniforme  et  infiniment  petite,  et  appliquons  le 
théorème  du  travail  virtuel  au  fluide  contenu  à l’intérieur  de 
ce  canal,  en  supposant  que  ce  fluide  glisse  dans  le  sens  de  la 
louguctir  du  canal,  sans  changer  de  volume  : nous  en  con- 
clurons évidemment  que  les  pressions  aux  deux  extrémités 
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de  l'arc  (le  courbe  que  nous  avons  pris  ne  sont  pas  égales,  et 
que  la  plus  grande  correspond  à l’extrémité  vers  laquelle  la 
direction  de  la  force  H s'incline.  Mais  nous  savons  qu’il  n'en 
est  pas  ainsi,  puisque,  par  la  définition  même  des  surfaces 
de  niveau,  les  pressions  doivent  être  les  mêmes  aux  deux 
extrémités  de  l’arc  dont  il  s’agit  : donc  nous  ne  pouvons  pas 
admettre  que  la  résultante  R soit  oblique  par  rapport  à cet 
arc  de  courbe,  et  par  conséquent  elle  lui  est  normale.  La 
force  R est  donc  normale  à la  surface  de  niveau  correspon- 
dant au  point  auquel  elle  est  appliquée,  puisqu’elle  est  nor- 
male à toute  ligne  tracée  par  ce  point  sur  la  surface. 

Considérons  maintenant 
( deux  surfaces  de  niveau  in- 
finiment voisines  AB,  A B, 
fig.  110.  Soient  p la  pression 
correspondant  aux  différents 
points  de  la  surface  AB,  et 
p -{-dp  celle  qui  correspond 
à la  surface  A' lf.  Si  nous  prenons  deux  points  M,  M'  de  ces 
surfaces,  situés  sur  une  normale  à l’une  d’elles,  et  si  nous 
regardons  la  droite  MM'  comme  l’axe  d’un  cylindre  ayant 
une  base  infiniment  petite  u,  il  nous  suffira  de  projeter 
sur  MM'  les  forces  extérieures  appliquées  aux  diverses 
molécules  du  fluide  contenu  dans  ce  cylindre,  ainsi  que 
les  pressions  qui  s’exercent  sur  sa  surface,  et  d’exprimer 
que  la  somme  des  projections  de  toutes  ces  forces  est  nulle, 
pour  trouver  la  valeur  de  la  différence  dp  des  pressions  cor- 
respondant aux  deux  surfaces  AB,  A’ B’.  Désignons  par  p la 
masse  spécifique  du  fluide  en  M ; par  s-  le  rapport  qui  existe 
entre  la  résultante  des  forces  extérieures  appliquées  à la  mo- 
lécule située  en  M et  la  masse  de  cette  molécule,  rapport 
qui  n’est  antre  chose  que  l’accélération  du  mouvement  que 
cette  résultante  communiquerait  à la  molécule  M supposée 
libre;  et  enfin  par  du  la  distance  MM’.  La  masse  du  fluide 
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contenu  dans  le  cylindre  infiniment  petit  dont  nous  avons 
parlé  est  exprimée  par 

pw  ds; 

la  résultante  totale  des  diverses  forces  extérieures  appliquées 
à ce  fluide,  non  compris  les  pressions  qu'il  éprouve  de  la 
part  du  fluide  environnant,  a donc  pour  valeur 

piywrfj , 

et  cette  résultante  est  dirigée  suivant  la  ligne  AI  M'  ; les  pres- 
sions qui  s’exercent  sur  les  deux  bases  du  cylindre,  en  A1  et 
en  M , sont  respectivement  égales  à 

P w.  (p  -H  dp)  co, 

et  sont  dirigées  également  suivant  la  ligne  MM',  en  sens 
contraire  l’une  de  l’autre.  D’après  cela  on  aura  la  relation 

p w — ( p + dp ) a»  -I-  p^wdî  = o , 

d'où  l’on  tire 

dp  = ds.  (a) 

Nous  pouvons  regarder  cette  équation  différentielle  (a) 
comme  fournissant  la  valeur  de  la  différence  des  pressions 
en  deux  points  Al,  Ai,  fig.  110,  qui  sont  infiniment  voisins, 
et  par  lesquels  nous  avons  fait  passer  les  deux  surfaces  de 
niveau  AB,  A B’.  La  distance  Al  Al’  ou  d » est  la  projection 
de  la  distance  AIN  de  ces  deux  points  sur  la  direction  de  la 
force  correspondant  à l’accélération  çp.  Désignons  par  r,  y,  z 
les  coordonnées  du  point  AI  par  rapport  à trois  axes  rectan- 
gulaires; par  x+dx,  y + dy,  z-Y-dz,  les  coordonnées  du 
point  N -,  et  par  X,  Y,  Z les  projections  de  tp  sur  les  trois  axes 
coordonnés.  Le  cosinus  de  l’angle  ALAIN  a pour  valeur 

ds 

MN’ 

et  aussi 
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X dx  Y dy  Z riz 
9 MN  + 9 MN  + 9 MN 5 

si  Ion  égale  ces  deux  valeurs  du  même  cosinus , on  eu 
déduit 

ç.  ds  = X <£r  -+-  Y dy  + Z dz  , 
et  par  suite  l’équation  (a)  devient 

rf^  = p(Xrfi+V(/y  + Zà).  (6) 

A l’aide  de  cette  équation  différentielle,  on  peut  déterminer 
la  loi  suivant  laquelle  la  pression  p varie  d’un  point  à un 
autre  du  fluide,  en  supposant  que  o,  X,  Y,  Z soient  connus. 

La  pression  étant  constante  dans  toute  l’étendue  d’une 
même  surface  de  niveau,  on  a pour  une  pareille  surface 

X dx  4-  Y dy  -f-  Z dz  = o : 

c’est  l’équation  différentielle  des  surfaces  de  niveau.  Si  l’on 
peut  intégrer  cette  équation  différentielle,  on  trouvera  une 
relation  telle  que 

/(x,y,2)  = C, 

qui  sera  l’équation  linie  des  surfaces  de  niveau  ; en  attri- 
buant à la  constante  C diverses  valeurs,  on  obtiendra  les 
différentes  surfaces  de  niveau  qui  existent  dans  la  masse 
fluide  considérée.  Si  le  fluide  dont  il  s’agit  est  un  liquide 
contenu  dans  un  vase  qu’il  ne  remplit  pas  complètement,  la 
surface  libre  à laquelle  ce  liquide  se  termine,  et  le  long  de 
laquelle  il  n’éprouve  aucune  pression,  sera  encore  représen- 
tée par  l’équation  précédente,  pourvu  qu’on  y attribue  à la 
constante  C une  valeur  particulière. 

Il  est  aisé  de  comprendre  maintenant  pourquoi  l’on  donne 
le  nom  de  surfaces  de  niveau  aux  surfaces  que  nous  avons 
considérées  à l’occasion  du  théorème  des  forces  vives  dans  le 
mouvement  d’un  point  matériel  (§  119). 

La  pression  p est  une  fonction  des  trois  variables  x,  y,  z, 
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«loin  la  différentielle  totale  est  fournie  par  l'équation  (A). 
Pour  que  la  valeur  de  dp  soit  la  différentielle  d’une  fonction 
dex,  y,  z,  il  faut  qu'on  ait 

d.  p X rf,  p Y d.  p X d.  p Z d.  p Y d.  p Z 
</y  </.r  ’ </;  d.r  ’ dz  ~ dy  ' ^ 

Les  conditions  exprimées  par  ces  trois  équations  (c)  sont 
donc  nécessaires  pour  que  le  lluide  soit  en  équilibre;  mais 
il  est  aisé  de  voir  que  généralement  elles  ne  seront  pas  sufli 
sautes.  En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra 
intégrer  l’équation  (A),  et  l’on  obtiendra  ainsi  p en  fonction 
de  j*,  y,  z ; or,  pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  faudra 
que,  en  chaque  point,  la  densité  correspondant  à la  niasse 
spécifique  p,  soit  telle  que  le  fluide  puisse  supporter  la  pres- 
sion p relative  à ce  point.  Cette  dernière  condition  est  tou- 
jours satisfaite- dans  le  cas  d’un  liquide,  en  raison  de  son 
incompressibilité;  puisque,  avec  une  densité  donnée,  ce  li- 
quide peut  supporter  une  pression  d’une  intensité  quelcon- 
que : mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  d’un  gaz, 
qui,  avec  une  densité  donnée,  ne  peut  supporter  qu’une 
pression  déterminée. 

Dans  le  cas  particulier  où 

\dx-{-'\  dy  -\-’&dz 

est  la  différentielle  d’une  certaine  fonction  / (x,  y,  z},  les 
surfaces  de  niveau  sont  représentées  par  l'équation 
/(x,  y,:)  = C. 

Soient  C et  C+dC  les  valeurs  de  la  constante,  qui  corres- 
pondent aux  deux  surfaces  de  niveau  S,  S’,  passant  par  deux 
points  infiniment  voisins  M,  M';  si  x,  y , z senties  coordon- 
nées du  point  M,  et  x+dx,  y+dy , z \-dz  celles  du  point 
M’,  ou  aura  évidemment 

\dx- +-  Y dy  + Zdz—dCi 
et  par  suite  l’équation  (A)  deviendra 

27 
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dp  c=  p UC. 

Or,  quels  que  soient  le  point  M pris  sur  la  surface  S,  et  le 
point  infiniment  voisin  M'  pris  sur  la  surface  S',  dp  aura 
toujours  la  même  valeur,  puisque  p est  constant  dans  toute 
l’étendue  de  chacune  de  ces  deux  surfaces;  d C restera  aussi 
toujours  le  même  : donc  p est  constant  pour  tous  les  points 
de  la  surface  S.  Ainsi,  dans  ce  cas  où 

X d e 4-  Y dy  Z dz 

est  la  différentielle  d’une  fonction  de  je,  y,  z,  le  fluide  en 
équilibre  doit  avoir  la  même  densité  dans  toute  l'étendue  de 
chacune  des  surfaces  de  niveau  ; en  sorte  qu’on  peut  le  re- 
garder comme  composé  d’une  infinité  de  couches  homogènes 
infiniment  minces,  séparées  les  unes  des  autres  par  des  sur- 
faces de  niveau.  Ce  résultat  est  analogue  à celui  que  nous 
avons  déjà  obtenu  dans  le  cas  d’un  fluide  pesant. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  pour  l’équilibre  d'un 
fluide  soumis  à des  forces  quelconques,  s'applique  aussi  bien 
au  cas  d'un  équilibre  relatif  qu'au  cas  d’un  équilibre  absolu  ; 
pourvu  que,  lorsqu’il  s’agit  d’un  équilibre  relatif,  on  joigne 
aux  forces  réelles  les  forces  apparentes  dont  on  doit  tenir 
compte  dans  ce  cas.  L’équilibre  d'un  fluide  pesant,  que  nous 
avons  considéré  tout  d'abord  (§  213),  n’est  lui-même  qu’un 
équilibre  relatif,  en  raison  du  mouvement  de  la  terre  dans 
l’espace;  nous  l’avons  présenté  comme  un  équilibre  absolu, 
en  regardant  chaque  molécule  du  fluide  comme  soumise  à 
l’action  de  son  poids,  qui  n’est,  comme  nous  le  savons,  que 
la  résultante  de  l’attraction  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
fuge due  à la  rotation  du  globe  terrestre  (§  156). 

§ 215.  Exemples  de  l’équilibre  des  fluides.  — Li- 
quide tournant  autour  d’un  axe  vertical.  — Supposons 
qu’un  liquide  pesant  soit  contenu  dans  un  vase,  et  que  le 
tout  soit  animé  d’un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
d’un  axe  vertical.  Le  liquide  prend  dans  le  vase  un  certain 
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état  d’équilibre  relatif  que  nous  allons  étudier.  Nous  pou- 
vons regarder  le  poids»  mgr  d’une  molécule  liquide  de  masse 
m comme  une  force  réelle,  que  nous  aurions  à considérer 
seule,  si  le  liquide  ne  tournait  pas  autour  de  la  verticale  et 
était  en  repos  par  rapport  à la  terre.  Pour  pouvoir  assimiler 
l'équilibre- relatif  dont  nous  nous  occupons,  à un  équilibre 
absolu,  nous  devons  joindre  à cette  force  mg  la  force  cen- 
trifuge due  à la  rotation  du  liquide.  Rapportons  les  divers 
points  du  liquide  à trois  axes  coordonnés  rectangulaires, 
dont  l’un,  l’axe  des  z,  coïncide  avec  l’axe  de  rotation;  et 
supposons  que  les  z positifs  se  comptent  de  bas  en  haut.  Si 
nous  désignons  par  w la  vitesse  angulaire  constante  avec  la- 
quelle le  liquide  tourne,  par  x,  y,  z,  les  coordonnées  de  la 
molécule  de  masse  m que  nous  considérons  en  particulier, 
et  par  r la  distance  de  cette  molécule  à l’axe  de  rotation, 
nous  aurons 

wiw’r 

pour  la  force  centrifuge  que  nous  devons  joindre  au  poids 
«»(/,  et 

moi'x,  mw' y , 

pour  les  composantes  de  cette  force  centrifuge  dirigées  pa- 
rallèlement aux  axes  des  x et  des  y,  quant  à la  composante 
parallèle  à l’axe  des  z,  elle  est  évidemment  nulle.  D’après 
cela,  nous  aurons 

X = to'x , Y=ti)’  y,  Z = — y; 

en  sorte  que  l’équation  différentielle  des  surfaces  de  niveau 
sera 

w*  xdx-{-  w’  ydy  — gdz  = o. 

En  intégrant  cette  équation,  nous  trouvons 

(*’-+- y’)+c. 

2 9 

26. 
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ce  qui  montre  que  les  surfaces  de  niveau  sont  des  parabo- 
loîdes  de  révolution  ayant  l'axe  do  rotation  du  liquide  pour 
axe  de  ligure.  Ces  paraboloïdes  sont  tous  égaux  entre  eux, 
et  peuvent  être  regardés  comme  étant  les  diverses  positions 
que  prendrait  l’un  d'eux  si  on  lui  donnait  nn  mouvement  de 
translation,  en  le  faisant  glisser  le  long  de  son  axe.  La  sur- 
face libre  du  liquide  étant  uue  surface  de  niveau  pour  laquelle 
la  pression  est  nulle,  a également  la  forme  du  paraboloïde 
dont  il  vient  d’être  question. 

Si  le  liquide  tournant  est  surmonté  d'une  atmosphère  ga- 
zeuse pesante,  comme  cela  a lieu  lorsqu’on  fait  tourner  un 
vase  plein  d’eau  au  milieu  de  l’air  atmosphérique,  les  choses 
ne  se  passent  plus  tout  à fait  de  la  même  manière.  Les  sur- 
faces de  niveau  du  liquide  tournant  sont  bien  toujours  les 
mêmes;  mais  sa  surface  libre  n’est  plus  une  de  ces  surfaces 
de  niveau,  parce  que  les  points  situés  à différentes  hauteurs 
sur  cette  surface  libre  éprouvent  des  pressions  inégales  de 
la  part  du  gaz  pesant  qui  la  surmonte.  Cependant  cette  iné- 
galité de  pression  est  presque  insensible,  si  le  vase  qui  con- 
tient le  liquide  tournant  n’a  pas  de  très-grandes  dimensions, 
et  par  conséquent  la  surface  libre  du  liquide  se  confond 
presque  complètement  avec  une  surface  de  niveau.  Si  l’on 
admettait  que  le  gaz  qui  surmonte  le  liquide  fut  entraîné  par 
celui-ci  dans  son  mouvement  de  rotation,  et  tournât  avec  la 
même  vitesse  angulaire  que  lui  autour  de  l’axe  vertical,  les 
surfaces  de  niveau  seraient  les  mêmes  pour  le  liquide  et  pour 
le  gaz;  et  comme  la  densité  devrait  être  constante  dans  toute 
l’étendue  de  chacune  de  ces  surfaces,  il  s’ensuit  que  la  sur- 
face de  séparation  du  liquide  et  du  gaz  serait  précisément 
une  de  ces  surfaces  de  niveau. 

§216  .Atmosphère  terre*  t re  ; nivellement  baromé- 
trique. — L’atmosphère  de  la  terre  est  une  masse  ga- 
zeuse que  l’on  peut  considérer  en  général  comme  étant  en 
équilibre  sur  le  globe  terrestre  qu'elle  recouvre  en  totalité. 
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Diverses  causes  permanentes  ou  accidentelles  viennent,  il 
est  vrai,  troubler  cet  équilibre,  et  occasionnent  les  vents  que 
nous  observons  à la  surface  de  la  terre;  mais  nous  ferons 
abstraction  de  ces  causes  de  mouvement.  Les  diverses  mo- 
lécules de  l'atmosphère  sont  pesantes,  et  c’est  sous  l'action 
de  la  pesanteur  qu’elles  se  mettent  en  équilibre.  S’il  ne  s’a- 
gissait que  d'une  masse  gazeuse  occupant  un  espace  de  peu 
d’étendue  sur  la  terre,  nous  pourrions  y regarder  la  pesan- 
teur connue  une  force  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion; et  par  suite  les  surfaces  de  niveau,  dans  cette  masse 
gazeuse,  seraient  des  plans  horizontaux  (§  213);  mais  il  n’en 
est  pas  ainsi,  parce  que  le  gaz  que  nous  considérons  envi- 
ronne la  terre  de  toute  part,  et  que,  en  conséquence,  la  pe- 
santeur agit  sur  ses  diverses  molécules  suivant  des  directions 
extrêmement  différentes  dans  toute  son  étendue.  La  pesan- 
teur, aux  divers  points  de  la  surface  de  la  terre,  ne  s’éloigne 
pas  beaucoup  d’être  dirigée  vers  le  centre  du  globe  terres- 
tre ; il  s’ensuit  que  les  surfaces  de  niveau  de  l’atmosphère 
sont  presque  des  surfaces  sphériques  concentriques,  ayant 
pour  centre  commun  le  centre  de  la  terre  : ces  surfaces  de 
niveau  sont  seulement  un  peu  aplaties  vers  les  pôles,  et  ren- 
flées vers  l’équateur,  par  l’effet. de  la  force  centrifuge  qui 
se  combine  avec  l’attraction  de  la  terre  pour  produire  ce 
que  nous  nommons  la  pesanteur. 

Au  lieu  d’étudier  ici  cette  question  de  l’équilibre  de  l’at- 
mosphère terrestre  d'une  manière  générale,  nous  nous  con- 
tenterons de  la  traiter  pour  une  portion  restreinte  de  l’at- 
mosphère, afin  d’arriverà  la  formule  qui  permet  de  déterminer 
des  différences  de  niveau  an  moyen  d'observations  baromé- 
triques; et  pour  cela  nous  chercherons  spécialement  la  loi 
suivant  laquelle  la  pression  atmosphérique  varie,  quand  on 
passe  d'un  point  à un  autre  d'une  même  verticale,  en  suppo- 
sant que  la  pesanteur  y soit  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Soit  z la  distance  d’un  point  quelconque  de  cette 
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verticale  au  point  où  elle  perce  la  surface  de  la  terre.  D’après 
l'équation  (o)du  § 214,  on  aura 

dp  = — ogdz. 

Or  on  sait  que,  d’après  les  lois  de  Mariotte  etdeGay-Lussac, 
on  a,  entre  la  pression  p et  la  masse  spécifique  p relatives  à 
un  point  quelconque  de  l’atmosphère,  la  relation 

kp 


en  désignant  par  t la  température  de  l’air  en  ce  point,  par  x 
le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  qui  est  égal  à 0,003  66,  et 
par  k un  coefficient  constant.  Si  l’air  avait  partout  la  même 
composition,  et  si  la  température  t aux  différents  points  de  la 
verticale  était  connue  en  fonction  de  r,  nous  trouverions  fa- 
cilement la  relation  exaéte  entre  p et  z,  en  éliminant  p 
entre  les  deux  relations  précédentes  et  intégrant  ensuite. 
Mais  il  n’en  est  pas  ainsi  : l’air  contient  habituellement  de  la 
vapeur  d’eau,  en  quantité  variable  avec  la  hauteur;  et  la 
température  t , différente  d’un  point  à nu  autre  de  la  verti- 
cale, n’est  pas  connue  en  fonction  de  z.  Pour  suppléer  à ce 
que  nous  ne  connaissons  pas,  nous  remplacerons  / par  la 
moyenne  arithmétique  des  températures  /„  et  G correspon- 
dant aux  deux  points  particuliers  entre  lesquels  nous  vou- 
lons calculer  la  différence  de  pression  ; et  eu  outre  nous 
mettrons  0,004  au  lieu  de  0,003  66  pour  x,  afin  de  tenir 
compte  jusqu’à  un  certain  point  de  l’existence  de  la  vapeur 
d’eau,  dont  la  proportion  croit  ordinairement  avec  la  tempé- 
rature, de  telle  sorte  que  sa  présence  équivaut  à une  certaine 
augmentation  du  coefficient  de  dilatation  de  l’air.  La  rela- 
tion entre  p etp  deviendra  donc 

kp 

1 -L— Vt  (fo+ti  )' 
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et  par  suite  l’équation  différentielle  qui  lie  dp  à dz  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

dz  = ~Fg  [*  + ■&-•  (*•+*•)]  J- 

En  intégrant  entre  des  limites  correspondantes  à deux 
points  déterminés  de  la  verticale , et  désignant  par  H la  dis- 
tance de  ces  deux  points,  et  par  po  et  p i les  valeurs  extrê- 
mes de  p,  on  trouve 

H:=4  [i+,“’"(ro  + ,,)]/'?' 

Le  logarithme  qui  entre  dans  celte  formule  est  un  logarithme 
népérien.  Enfin,  si  nous  remplaçons  les  pressions  p»,  p i, 
par  les  hauteurs  h0,  h, , des  colonnes  barométriques  qui  leur 
servent  de  mesure,  et  qui  par  conséquent  leur  sont  propor- 
tionnelles ; si  nous  substituons  au  logarithme  népérien  un 
logarithme  ordinaire , et  si  nous  donnons  au  coefficient 
constant  du  second  membre  la  valeur  que  les  mesures  di- 
rectes de  différences  de  niveau  ont  indiquée  comme  étant  la 
plus  convenable,  nous  aurons  définitivement  la  formule 

II  — 1 8393-  [l  + (to +«•  )"]  log-  - 

C’est  à l’aide  de  cette  formule  que  l’on  détermine  la  diffé- 
rence du  niveau  II  de  deux  points,  en  mesurant  en  chaque 
point  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  et  la  tempé- 
rature de  l’air.  D’après  la  manière  dont  elle  a été  obtenue, 
on  ne  devrait  s’en  servir  que  dans  le  cas  où  les  deux  points 
seraient  situés  sur  une  même  verticale.  Mais  les  surfaces  de 
niveau  de  l'atmosphère  peuvent  être  regardées  comme  équi- 
distantes, dans  une  certaine  étendue,  tout  autour  de  chaque 
verticale  ; il  s’ensuit  que,  lors  même  que  les  deux  stations 
où  l’on  a mesuré  les  hauteurs  ho,  h,,  et  les  températures 
to,  t, , ne  se  trouvent  pas  sur  une  même  verticale,  si  ces 
stations  ne  sont  pas  très-éloignées  l’une  de  l'autre,  on  peut 
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prendre  la  valeur  de  II  fournie  par  la  formule  pour  la  dis- 
tance  de  l’uue  d’elles  à la  surface  du  niveau  passant  par 
l’autre,  c’est-à-dire  pour  la  différence  de  niveau  qui  existe 
entre  elles.  Les  hauteurs  /»0,  ht,  des  colonnes  de  mercure 
qui  font  équilibre  à la  pression  atmosphérique  dans  les  deux 
stations,  doivent,  bien  entendu,  être  corrigées  tout  d’abord 
en  raison  de  l’inégale  température  du  mercure  dans  ces 
deux  stations,  et  ramenées  à la  température  de  zéro. 

La  formule  que  nous  venons  d’obtenir  snllit  généralement 
pour  déterminer  les  différences  de  niveau  au  moyen  des 
observations  barométriques,  quoiqu’elle  ait  été  trouvée  en 
attribuant  à l’intensité  de  la  pesanteur  une  valeur  constante. 
Si  l’on  veut  arriver  à une  exactitude  plus  grande,  il  faut 
tenir  compte  de  ce  que  celle  force  varie  à la  fois  avec  la 
latitude  du  lieu  et  avec  la  hauteur  du  point  que  l’on  consi- 
dère au-dessus  de  la  surface  de  la  terre  ; mais  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici  de  chercher  la  modification  qui  en  résul- 
terait dans  la  formule  qui  donne'la  différence  du  niveau  II. 

§ 217.  Pressions  d'un  liquide  pesant  sur  les  parois 
du  vase  qui  le  renferme.  — Un  liquide  pesant,  en  équili- 
bre dans  un  vase  fermé  qu’il  ne  remplit  pas  en  totalité,  ou 
bien  dans  un  vase  ouvert  par  le  haut,  se  termine  à une  sur- 
face libre  qui  est  plane  et  horizontale.  Nous  avons  établi 
cette  proposition  (§  213),  en  admettant  que  le  liquide  ne 
soit  soumis  à aucune  pression  aux  différents  points  de  sa 
surface  libre.  Hile  est  vraie  encore  dans  le  cas  où  le  liquide 
est  surmonté  d’une  atmosphère  gazeuse,  en  équilibre  elle- 
même  sous  l’action  de  la  pesanteur,  comme  nous  le  voyous 
constamment  à la  surface  de  la  terre;  parce  que  les  surfaces 
de  niveau  sont  planes  et  horizontales,  a la  fois  dans  le  liquide 
et  dans  le  gaz,  et  que  leur  surface  de  séparation  doit  évi- 
demment être  une  de  ces  surfaces  de  niveau.  Nous  allons 
étudier  les  pressions  que  ce  liquide  exerce  sur  les  parois  du 
vase  qui  le  renferme. 
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.Nous  savons  d«*jâ  que  l:i  pression  />,  eu  un  point  quelcon- 
que  du  liquide,  a pour  valeur 

. 7>  = Po  + pÿA. 

en  désignant  par  ;>„  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  surface 
libre,  et  par  h la  distance  du  point  que  l’on  considère  à cette 
surface  (§  213).  L’existence  de  la  pression  />,.  sur  la  surface 
libre  ne  fait  donc  qu’augmenter  d’une  même  quantité  les 
pressions  qui  s’exerceraient  sans  cela  aux  différents  points 
de  la  masse  liquide.  Nous  en  ferons  abstraction,  et  nous 
raisonnerons  comme  si  po  était  nul  : il  sera  facile  de  voir 
comment  les  résultats  auxquels  nous  parviendrons  devront 
être  modifiés,  pour  tenir  compte  de  cette  pression  sur  la  sur- 
face libre,  dans  le  cas  oit  elle  ne  sera  pas  nulle.  D'après 
cela,  chaque  élément  w de  la  paroi  du  vase  sera  regardé 
comme  éprouvant  de  la  part  du  liquide  une  pression  égale 
à og'jih,  h étant  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cet 
élément  à la  surface  libre. 

Considérons  d’abord  les  pressions  exercées  sur  les  divers 
cléments  d’une  paroi  plane.  Ces  pressions  sont  des  forces 
parallèles  et  de  môme  sens;  elles  ont  une  résultante  égale  à 
leur  somme,  qui  est  la  pression  totale  supportée  par  la  paroi. 
Le  point  d’application  de  cette  résultante , sur  la  paroi 
même , se  nomme  centre  de  prettion.  La  pression  sup- 
portée par  un  élément  eo  de  cette  paroi  plane  étant  ex- 
primée parptfw/i,  la  pression  totale  sera  égale  à 

Zpgwh ; 

ou  bien  ce  qui  est  la  môme  chose 

ç,g  A 11 , 

en  désignant  par  A l’aire  totale  de  la  paroi,  et  par  11  la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à la  surface  libre  du  liquide, 
et  observant  que,  d'après  les  propriétés  des  centres  de  gra- 
vité, on  a 
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pour  trouver  le  centre  de  pression  correspondant  à la  paroi 
. plane  A B,  fig.  111,  observons  que  la 
pression  sur  un  élément  w ayant  son 
centre  de  gravité  en  m,  est  égale  au 
poids  d’une  colonne  de  liquide  ayant 
pour  base  &>  et  pour  hauteur  la  dis- 
tance m n du  point  m à la  surface 
libre  11H'.  Si  par  chaque  point  m 
de  la  paroi  A lî  nous  élevons  une  perpendiculaire  à cette 
paroi , et  si  nous  prenons  sur  cette  perpendiculaire  uue 
longueur  mri  égale  à la  distance  du  point  m à la  sur- 
face II  H'  du  liquide,  nous  obtiendrons  un  prisme  tronqué 
A B CD.  Concevons  que  ce  prisme  tronqué  soit  divisé  en 
prismes  élémentaires  ayant  leurs  arêtes  perpendiculaires  à 
la  paroi  A B,  et  ayant  pour  bases  les  divers  éléments  w de 
cette  paroi  ; si  chacun  de  ces  prismes  élémentaires  est  un 
solide  homogène  de  même  densité  que  le  liquide  considéré, 
et  si  ces  divers  prismes  sont  soumis  à l’action  de  la  pesan- 
teur s’exerçant  suivant  une  direction  perpendiculaire  à A B, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  paroi  AB  sera  pressée  par  l’en- 
semble de  ces  prismes  exactement  de  même  qu’elle  l’est  par 
le  liquide  avec  lequel  elle  est  en  contact,  et  qui  s’étend  jus- 
qu’à la  surface  libre  H II  . On  conclut  de  là  qu’il  suflit  de 
chercher  le  centre  de  gravité  du  prisme  tronqué  A B Cl) 
considéré  comme  un  solide  homogène,  et  de  le  projeter  sur 
la  face  AB,  pour  avoir  le  centre  de  pression  correspondant 
à cette  face  A B. 

Si,  par  exemple,  la  paroi  AB  est  rectangulaire,  et  a un  de 
ses  côtés  situé  dans  le  plan  horizontal  II  H',  le  centre  de 
pression  se  trouve  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des 
côtés  horizontaux  du  rectangle , et  au  tiers  de  cette  ligne  à 
partir  du  côté  inférieur.  Si  la  paroi  A B est  un  triangle  avant 
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son  sommet  dans  le  plan  H II'  et  sa  base  dirigée  horizonta- 
lement , le  eeutre  de  pression  est  situé  sur  la  ligne  qui  joint 
le  sommet  au  milieu  de  la  base,  et  au  quart  de  eelte  ligne  à 
partir  de  la  base.  Si  la  paroi  plane  est  un  triangle  ayant  sa 
base  dans  le  plan  H H',  le  centre  de  pression  se  trouve  au 
milieu  de  la  ligne  qui  joint  le'  milieu  de  la  base  ap  sommet 
opposé. 

§ 218.  Considérons  maintenant  une  portion  de  paroi  de 
forme  quelconque , et  cherchons  à composer  entre  elles  les 
pressions  que  le  liquide  exerce  sur  les  divers  éléments  dont 
elle  est  formée.  Pour  cela,  imaginons  que  nous  tracions  trois 
axes  coordonnés  rectangulaires , dont  l’un  soit  vertical,  et 
décomposons  la  pression  supportée  par  un  élément  quel- 
conque w de  la  paroi  en  trois  composantes  dirigées  paral- 
lèlement à ces  axes.  Si  nous  désignons  par  «,  6,  y les  angles 
que  la  normale  à l’élément  considéré  fait  avec  les  trois  axes, 
nous  aurons 

pÿto/icosa,  pj/y/icosS,  pgy/icosy, 

pour  les  valeurs  de  ces  composantes  ; nous  voyons  que  ce 
sont  précisément  les  pressions  que  le  liquide  exercerait  sur 
les  projections 

eocosa  , o)  cos  6 , O)  cos  y 

de  l'élément  de  paroi  w sur  les  trois  plans  coordonnés,  en 
supposant  que  le  centre  de  gravité  de  chacune  de  ces  pro- 
jections se  trouvât  à la  même  distance  h au-dessous  de  lu 
surface  libre  du  liquide.  Cette  décomposition  étant  faite 
pour  les  pressions  supportées  par  tous  les  éléments  de  la 
portion  de  paroi  que  nous  considérons , nous  pouvons  com- 
poser entre  elles  toutes  les  pressions  composantes  dirigées 
parallèlement  à chacun  des  axes  coordonnés  : nous  aurons 
ainsi  trois  résultantes  partielles  ayant  respectivement  leurs 
directions  parallèles  à ces  axes,  et  si  nous  pouvons  trouver 
une  force  unique  qui  soit  la  résultante  de  ces  trois  résul- 
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Uinles  partielles , celle  force  unique  sera  la  résultante  tirs 
pressions  que  le  liquide  exerce  sur  les  divers  éléments  de  la 
paroi.  Quant  à ces  résultantes  partielles,  il  est  aisé  de  trou- 
ver la  grandeur  de  chacune  d'elles,  ainsi  que  la  position  de 
son  point  d'application.  On  reconnaît  en  effet,  d’après  ce 
que  nous  venons  de  dire,  qufe  la  résultante  des  pressions 
composantes  dirigées  parallèlement  à l’un  des  deux  axes 
horizontaux  est  précisément  la  pression  que  le  liquide  exer- 
cerait sur  la  projection  de  la  paroi  considérée  sur  le  plan 
vertical  perpendiculaire  à cet  axe.  Un  reconnaît  en  outre 
que  la  résultante  des  pressions  composantes  dirigées  verti- 
calement est  égale  au  poids  du  liquide  contenu  à l'intérieur 
du  cylindre  vertical  passant  par  le.  contour  de  la  paroi,  et 
s’étendant  depuis  cette  paroi  jusqu’à  la  surface  libre  : celte 
résultante  est  dirigée  suivant  la  verticale  menée  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  portion  de  liquide  dont  il  s’agit.  Os 
énoncés  supposent  que  toutes  les  pressions  composantes 
parallèles  à un  quelconque  des  trois  axes  sont  dirigées  dans 
le  même  sens  ; c’est-à-dire  que , dans  la  projection  de  la 
portion  de  paroi  considérée  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe,  il  n’y  a pas  plusieurs  parties  qui  se  projettent  l'uue 
sur  l’autre  : il  est  aisé  de  voir  en  quoi  les  énoncés  devraient 
être  modiliés  si  les  choses  sc  passaient  autrement. 

Nous  pouvons  appliquer  ce  qui  vient  d’ètre  dit  à la  re- 
cherche de  la  résultante  de  toutes  les  pressions  qu’un  li- 
quide pesant  exerce  sur  les  diverses  parties  de  la  paroi  du 
vase  qui  le  renferme.  Après  avoir  mené  trois  axes  coordon- 
nés rectangulaires,  dont  l’un  soit  vertical,  concevons  que 
nous  circonscrivions  à la  paroi  qui  renferme  le  liquide  un 
cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à un  des  deux 
axes  horizontaux-,  la  ligne  de  contact  du  cylindre  avec  cette 
paroi  la  divise  en  deux  portions  distinctes,  dont  les  projec- 
tions sur  un  plan  perpendiculaire  à cet  axe  se  recouvrent 
complètement  : il  est  aisé  de  voir  d’après  cela  que  les  coin- 
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posuntes  tics  pressions  élémentaires  dirigées  parallèlement 
au  même  axe  ont  une  résultante  nulle.  Les  composantes  de 
ces  pressions  élémentaires  dirigées  parallèlement  à l’autre 
axe  horizontal  ont  également  une  résultante  nulle.  Ces  pres- 
sions élémentaires  ont  donc  la  même  résultante  que  leurs 
composantes  verticales  ; et  par  conséquent  cette  résultante 
de  toutes  les  pressions  que  le  liquide  exerce  sur  la  paroi  du 
vase  est  égale  au  poids  du  liquide  tout  entier,  et  sa  direction 
passe  par  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide,  ce  qui  était 
évident  « priori. 

g ‘219.  Pressions  supportées  pur  un  corps  solide 
plongé  dans  un  liquide  pesant  en  équilibre.  — Si  un 

corps  solide  plonge  en  totalité  ou  en  partie  dans  un  liquide 
(>esant  en  équilibre,  il  éprouve  de  la  part  du  liquide  des 
passions  dont  nous  allons  chercher  la  résultante.  I)  est 
clair  que  nous  pouvons  regarder  la  surface  du  solide  plongé 
comme  constituant  une  partie  des  parois  qui  renferment  le 
liquide,  et  qu’en  conséquence  nous  pouvons  lui  appliquer  ce 
qui  vient  d’étre  dit  pour  les  pressions  supportées  par  ces 
parois. 

Considérons  d’abord  un  solide  complètement  plongé.  Si 
l'on  décompose  la  pression  du  liquide  sur  chacun  des 
éléments  .de  la  surface  du  corps  en  trois  composantes  pa- 
rallèles à un  axe  vertical  et  à deux  axes  horizontaux  per- 
pendiculaires l’un  à l’autre,  on  verra  que  les  composan- 
tes parallèles  à l’un  quelconque  des  deux  axes  horizon- 
taux ont  une  résultante  nulle  ; en  sorte  que  la  résultante 
des  composantes  verticales  sera  la  résultante  de  toutes  les 
pressions  élémentaires  supportées  par  le  corps.  Si  mainte- 
nant on  imagine  un  cylindre  vertical  circonscrit  au  corps,  la 
ligne  de  contact  de  ce  cylindre  divisera  la  surface  du  corps 
en  deux  portions.  La  résultante  des  composantes  verticales 
des  pressions  exercées  sur  la  portion  inférieure  sera  une 
force  verticale  dirigée  de  bas  en  haut,  et  égale  au  poids  du 
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liquide  qui  remplirait  le  cylindre  circonscrit,  depuis  cette 
portion  inférieure  de  la  surface  du  corps  jusqu’à  la  surface 
libre  du  liquide  ; de  même  lu  résultante  des  composantes 
verticales  des  pressions  supportées  par  la  portion  supé- 
rieure, sera  une  force  verticale,  dirigée  de  haut  en  bas,  et 
égale  au  poids  du  liquide  qui  remplirait  le  cylindre  circons- 
crit, depuis. cette  portion  supérieure  de  la  surface  du  corps 
jusqu’à  la  surface  libre  du  liquide  : donc  la  résultante  des 
composantes  verticales  des  pressions  élémentaires  suppor- 
tées par  toute  la  surface  du  corps,  et  par  conséquent  la  ré- 
sultante de  ces  pressions  élémentaires  elles-mêmes,  est  une 
fora;  verticale,  dirigée  de  bas  en  haut,  égale  au  poids  du 
liquide  dont  le  corps  tient  la  place,  et  agissant  suivant  la 
verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide.  C’est 
en  cela  que  consiste  le  fameux  principe  d’ Archimède , 
qu'on  énonce  ordinairement  en  disant  qu’un  corps  plongé 
dans  un  liquide  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids 
du  liquide  déplacé. 

Si  un  corps  solide  ne  plonge  qu’en  partie  dans  un  liquide 
pesant  en  équilibre,  on  arrive  de  la  même  manière  à trouiei 
la  résultante  des  pressions  qu’il  éprouve  de  la  part  du  liquide. 
Ou  reconnaît  ainsi  que  celte  résultante  est  égale  au  poids  du 
liquide  qui  remplirait  l’espace  occupé  par  la  portion  du 
corps  située  au-dessous  de  la  surface  libre  du  liquide  ; et 
qu’elle  agit  de  bas  en  haut,  suivant  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  de  ce  liquide. 

§ 220.  Equilibre  d’un  corps  solide  plongé  dans  un 
liquide  pesant,  ou  flottant  à sa  surface.  — Pour  qu'un 
corps  solide,  plongé  en  totalité  ou  en  partie  dans  un  liquide, 
soit  en  équilibre  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des  pressions 
qu’il  éprouve  de  la  part  du  liquide,  il  faut  que  la  résultante 
des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  molécules  du  corps 
soit  égale  et  directement  opposée  à la  résultante  des  pres- 
sions que  le  liquide  exerce  sur  les  diverses  parties  de  la  sui- 


Digitized  by  Google 


ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES.  431 

face  du  corps.  On  esl  conduit  par  là  aux  deux  conditions 
suivantes  : 1°  le  poids  du  corps  doit  être  égal  au  poids  du  li- 
quide qu’il  déplace  ; 2°  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui 
du  liquide  déplacé  doivent  se  trouver  sur  une  même  verti- 
cale. Ces  deux  conditions  sont  nécessaires  et  suflisantes 
pour  que  le  corps  plongé  soit  en  équilibre,  si  toutefois 
ce  corps  peut  être  regardé  comme  étant  un  solide  inva- 
riable. 

Si  le  corps  que  l’on  considère  est  homogène,  il  ne  peut 
être  en  équilibre,  lorsqu’il  est  complètement  plongé  dans  un 
liquide,  qu’aulant  que  sa  densité  est  égale  à celle  du  liquide; 
celte  condition  est  d’ailleurs  suffisante  pour  que  l’équilibre 
ait  lieu,  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  corps 
et  celui  du  liquide  déplacé  coïncident  toujours,  quelle  que 
soit  la  position  du  corps  à l’intérieur  du  liquide.  Un  corps 
homogène  ne  peut  être  en  équilibre  en  flottant  sur  un  li- 
quide pesant,  qu’aulant  que  sa  densité  est  moindre  que  celle 
du  liquide. 
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LIVRE  QUATRIÈME. 


DYNAMIQUE 

TROISIÈME  PARTIE. 

Du  mouvement  des  systèmes  matériels. 


CHAPITRE  PREMIER. 


MOUVEMENT  D’UN  SYSTÈME  MATÉRIEL  QUELCONQUE. 


§ 221.  Théorème  de  dMleiubert.  — Un  système  maté- 
riel quelconque  étant  en  mouvement  sous  l’action  des  forces 
tant  intérieures  qu'extérieures  qui  sont  appliquées  à ses 
diverses  parties,  chacun  des  points  matériels  qui  le  compo- 
sent (§  150)  se  meut  conformément  à ce  qui  a été  dit  dans 
le  Livre  II  ; l'accélération  totale  du  mouvement  de  ce  point 
a même  direction  et  même  sens  que  la  résultante  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  la  grandeur  de  cette  accé- 
lération est  telle  qu’en  la  multipliant  par  la  masse  du  point, 
on  obtient  un  produit  égal  à la  résultante  dont  il  vient  d'ê- 
tre question.  Reportons-nous  maintenant  à la  définition  que 
nous  avons  donnée  de  la  force  d’inertie  (§  138),  et  nous 
verrons  que,  si , à un  instant  quelconque,  ou  joint  la  force 
d'inertie  du  point  matériel  dont  il  s’agit  aux  forces  qui  lui 
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sont  réellement  appliquées , on  aura  uu  ensemble  de  forces 
qui  se  feront  équilibre  : puisque  la  force  d'inertie,  que  l'on 
joint  aux  forces  réelles,  est  égale  et  directement  opposée  à 
la  résultante  de  ces  forces  réelles.  D'après  cela , si , à un 
instant  quelconque,  on  joint  les  forces  d’inertie  des  différents 
points  d’un  système  matériel  en  mouvement  aux  diverses 
forces  qui  agissent  réellement  sur  ces  points , on  obtiendra 
uu  système  total  de  forces  qui  se  feront  équilibre  sur  le 
système,  puisqu’il  y aura  équilibre  entre  les  forces  appliquées 
à chacun  des  points  matériels  dont  le  système  se  compose. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  en  outre  qu'il  snllit  d’exprimer 
l’équilibre  dont  il  vient  d’être  question,  pour  en  conclure 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  système.  En  effet, 
dire  que  les  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  système 
matériel,  jointes  aux  forces  d’inertie  de  ses  différents  points, 
se  fout  équilibre  à chaque  instant  sur  ce  système,  c’est  dire 
que  cet  équilibre  a lieu  pour  un  quelconque  des  points  ma- 
tériels dont  le  système  se  compose;  c’est  donc  dire  que, 
pour  chacun  de  ces  points,  et  à chaque  instant,  la  force 
d’inertie  est  égale  et  directement  opposée  à la  résultante  des 
forces  qui  agissent  réellement  sur  ce  point;  ou,  en  d’autres 
termes,  c’est  dire  que  l’accélération  totale  du  mouvement 
d’un  point  quelconque  du  système  est  précisément  celle  que 
cette  résultante  des  forces  réellement  appliquées  au  point 
est  capable  de  lui  communiquer.  Exprimer  qu'il  y a équili- 
bre, à chaque  instant,  entre  les  forces  qui  agissent  sur  les 
différents  points  matériels  du  système  et  les  forces  d'inertie 
de  ces  points,  ou  bien  écrire  les  équations  différentielles  du 
mouvement  de  ces  divers  points  matériels  du  système , ce 
sont  deux  choses  équivalentes.  Tel  est  le  fameux  théorème, 
dû  à d’Alemhcrt , au  moyen  duquel  toute  question  de  mou- 
vement se  ramène  immédiatement  à une  question  d’équi- 
libre. 

Le  théorème  de  d’Alembert  ne  présente  pas  d’utilité 
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réelle,  taul  que  le  système  matériel  dont  on  s'occupe  n’est 
qu’un  assemblage  de  points  matériels  isolés  pouvant  se  mou- 
voir d’une  manière  quelconque , les  uns  par  rapport  aux 
autres,  sous  l’action  des  forces  qui  leur  sont  appliquées  ; 
puisque,  pour  exprimer  l’équilibre  des  forces  réelles  jointes 
aux  forces  d’inertie,  il  faut  exprimer  que  cet  équilibre  a lieu 
pour  chacun  des  points  matériels  du  système , et  que , par 
conséquent,  il  est  tout  aussi  simple  d’écrire  immédiatement 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  chacun  de  ces 
points.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  lorsqu’il  s’agit  d’un 
système  matériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons  (§  186). 
Dans  ce  cas , le  théorème  de  d’Alembert , en  ramenant  la 
question  du  mouvement  du  système  à une  question  d’équi- 
libre entre  les  forces  qui  lui  sont  réellement  appliquées  et 
les  forces  d’inertie  de  ses  différents  points,  permet  de  pro- 
fiter des  simplifications  que  les  liaisons  introduisent  dans 
l’ensemble  des  équations  d’équilibre  des  forces  appliquées  à 
un  système  matériel.  Ainsi,  pour  en  donner  un  exemple, 
les  équations  d’équilibre  des  forces  appliquées  à un  solide 
invariable  se  réduisant  à six  (§§  187  et  178),  le  théorème 
de  d’Alembert  conduit  immédiatement  à six  équations  qui 
suffisent  pour  faire  connaître  le  mouvement  d’un  pareil 
corps. 

§ 222.  Premier  théorème  général,  ou  théorème  du 
mouvement  du  rentre  de  gravité.  — Le  théorème  de 
d’Alembert  ne  fait  connaître  aucune  propriété  du  mouve- 
ment du  système  matériel  auquel  on  l’applique  ; il  ne  fait 
que  fournir  une  méthode  particulière  pour  écrire  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  du  système,  équations 
que  l’on  pourrait  d’ailleurs  écrire  directement,  sans  avoir 
recours  à ce  théorème.  Il  n’en  est  pas  de  même  des  théo- 
rème» généraux,  dont  nous  allons  nous  occuper;  chacun 
de  ces  théorèmes,  qui  sont  au  nombre  de  quatre  fait  con- 
naître une  propriété  de  mouvement.  Nous  commencerons 
28. 
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par  celui  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  système. 

Désignons  par  m la  masse  d’un  quelconque  des  points 
matériels  du  système;  par  x,  y,  z les  coordonnées  de  ce  point 
rapportées  à trois  axes  rectangulaires;  et  par  X,  Y,  Z les 
forces  parallèles  aux  axes , dans  lesquelles  se  décompose 
une  quelconque  des  forces  appliquées  à ce  point  matériel. 
Si  nous  observons  que  la  projection  de  la  résultante  de  plu- 
sieurs forces  appliquées  à un  point,  sur  un  axe  quelconque, 
est  égale  à la  somme  des  projections  des  composantes  sur  le 
même  axe,  nous  verrons  que  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  point  matériel  dont  il  vient  d’être  question 
peuvent  s’écrire  ainsi  (§  121), 


m 


d*x 

dë 

<£y 

dt1 


= 2X, 
= 2Y, 


1Z. 


Les  signes  1 qui  entrent  dans  les  seconds  membres  indi- 
quent des  sommes  s’étendant  à toutes  les  forces  qui  sont 
appliquées  au  point  matériel  considéré.  Concevons  que  nous 
ayons  écrit  toutes  les  équations  analogues  à celles-là,  pour 
les  divers  points  matériels  du  système,  et  que  nous  ajoutions 
entre  elles  toutes  celles  de  ces  équations  qui  se  rapportent 
aux  mouvements  projetés  sur  un  même  axe  : nous  trouve- 
rons ainsi  les  trois  équations  suivantes  : 


Xmg=2X, 

d-z 

“ “ z > 
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dans  lesquelles  les  signes  2 des  premiers  membres  indi- 
quent des  sommes  s'étendant  à tous  les  points  du  système, 
et  ceux  des  seconds  membres,  des  sommes  s’étendant  à toutes 
les  forces , sans  exception  , qui  agissent  sur  les  diverses 
parties  de  ce  système. 

Désignons  maintenant  par  M la  masse  totale  du  système 
matériel, et  par  x,,yt ,zt,  les  coordonnées  de  son  centre  de 
gravité  , à un  instant  quelconque.  Nous  aurons  (§  163) 

Mxi=2mx,  Mi/i=Zmy,  Mzi=2m2; 


et,  par  suite,  en  différentiant  deux  fois  par  rapport  au 
temps  f, 


M 


(Px  | 


<IP 


..  (Px 


M 


*ÏL  =lm(^ 
dp  Z dP' 


d7zt  d'z 

M -7-r  = 2 m — r . 
dP  dP 


Au  moyen  de  ces  formules,  les  trois  équations  que  nous 
venons  d'obtenir  deviendront 


3I^-  = 2X, 
dP 

M ^ = 2Y, 
dP  ’ 

MW=IZ. 


Ces  trois  équations  déterminent,  comme  on  voit,  les  valeurs 
des  coordonnés  x, , y , , z,  du  centre  de  gravité,  en  fonction  du 
temps.  Pour  les  interpréter,  et  énoncer  le  théorème  auquel 
elles  correspondent , nous  ferons  d’abord  les  remarques  sui- 
vantes : 1°  ces  équations  ont  exactement  la  forme  des  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  d’un  point  matériel  de 
masse  M ; 2°  les  forces  intérieures  du  système  disparaissent 
d'elles-mèmes  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations, 
puisque,  ces  forces  étant  deux  à deux  égales  et  directement 
opposées,  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  sont 
deux  à deux  égales  cl  de  signes  contraires;  3“  les  forces  ex- 
térieures , qui  restent  seules  dans  les  seconds  nombres , 
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d’après  ce  que  nous  venons  de  dire , peuvent  être  transpor- 
ées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un  point  quelconque  , 
sans  que  ces  seconds  membres  soient  changés , puisque , 
par  là , les  projections  de  ces  forces  sur  un  axe  quelconque 
ne  changeront  ni  de  grandeur  ni  de  signe.  On  peut  donc 
dire  que 

Le  centre  de  grarité  d'un  système  matériel  *e  meut 
le  la  même  manière  que  si  toute  la  masse  du  système  y 
était  concentrée , et  que  toutes  les  forces  extérieures  y 
fussent  transportées  parallèlement  à elles-mêmes . 

Ce  théorème  nous  montre  que  , lorsque  nous  faisons  abs- 
traction des  dimensions  d’un  corps , pour  le  réduire  par  la 
pensée  à un  point  matériel  (§  82) , c’est  à son  centre  de 
gravité  que  nous  devons  concevoir  que  toute  sa  masse  est 
concentrée.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  mouvement 
d’un  point  matériel  (Livre  II)  est  immédiatement  applicable 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  d’un  système  maté- 
riel. 

§ 223.  Pour  faire  bien  comprendre  la  vraie  signification 
et  la  portée  du  premier  théorème  général  que  nous  venons 
d’établir,  nous  allons  l'appliquer  à quelques  exemples. 

Lorsqu’on  lance  un  corps,  suivant  une  direction  quel- 
conque, à la  surface  de  la  terre,  et  qu 'ensuite  la  pesanteur 
est  la  seule  force  extérieure  qui  agisse  sur  les  diverses  mo- 
lécules de  ce  corps , sou  centre  de  gravité  décrit  une  para- 
bole dans  le  plan  vertical  mené  par  la  direction  de  sa  vitesse 
initiale  (§  122).  Supposons  que  le  corps  dont  il  s'agit  soit 
une  bombe,  et  que  cette  bombe  fasse  explosion  avant  qu’elle 
soit  tombée  sur  le  sol  ; l’explosion  étant  occasionnée  unique- 
ment par  le  développement  de  forces  intérieures,  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  la  bombe  tout  entière  n’eu 
est  pas  altéré  : ce  centre  de  gravité  de  l’ensemble  de  toutes 
les  molécules  dont  la  réunion  constituait  primitivement  la 
bombe,  continue,  après  l’explosion,  à parcourir  la  parabole 
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suivant  laquelle  il  a commencé  à su  mouvoir.  Ce  n’est  que 
lorsque  quelqu’un  des  fragments  de  la  bombe  vient  à ren- 
contrer un  corps  étranger,  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  système  se  modifie  ; parce  que  la  réaction  éprou- 
vée par  ce  fragment  est  une  nouvelle  force  extérieure  qui 
vient  se  combiner  avec  la  pesanteur,  et  contribuer  avec  elle 
à la  production  de  ce  mouvement.  Il  est  clair  que  ces  résul- 
tats ne  sont  vrais  qu’approximativement , dans  le  cas  où  la 
bombe  se  meut  dans  l'air  atmosphérique,  en  raison  de  la 
résistance  que  l’air  oppose  au  mouvement  de  la  bombe  et 
de  ses  fragments,  résistance  qui  est  une  force  extérieure,  et 
qui,  par  conséquent,  influe  sur  le  mouvement  du  centre  de 
gravité. 

Si  les  forces  extérieures , transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité,  ont  une  résultante  nulle, 
ou  bien,  s’il  n’y  a pas  de  forces  extérieures,  le  centre  de 
gravité  du  système  est  nécessairement  immobile,  ou  animé 
d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Ainsi , concevons 
qu’un  être  animé,  un  homme,  par  exemple,  se  trouve  isolé 
au  milieu  de  l’espace , qu’il  ne  soit  soumis  à aucune  force 
extérieure,  et  que  son  centre  de  gravité  soit  immobile;  cet 
être  animé  ne  pourra  pas  de  lui-même  mettre  son  centre  de 
gravité  en  mouvement , de  quelque  manière  qu’il  fasse 
jouer  ses  muscles  pour  déplacer  les  diverses  parties  de  son 
corps , parce  qu’il  ne  peut  développer  ainsi  que  des  forces 
intérieures  qui  ne  sont  pas  capables  de  faire  sortir  le  centre 
de  gravité  de  son  état  d'immobilité  primitive. 

Notre  système  planétaire  étant  extrêmement  éloigné  des 
étoiles  qui  l’environnent,  on  peut  regarder  les  actions  que 
ses  diverses  parties  éprouvent  de  la  paî  t des  étoiles  comme 
insensibles.  Dès  lors,  ce  système  n’est  soumis  qu’à  des  forces 
intérieures  , et , par  conséquent  , son  centre  de  gravité  doit 
être  immobile  ou  animé  d’un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme. 
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§ 224.  Deuxième  théorème  général,  oh  théorème 
des  quantité*  de  mouvement  projetée!)  sur  un  axe.  — 

Si  l’on  projette  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  un  axe 
fixe,  on  a dans  le  mouvement  projeté  (§  113) 


F étant  la  projection  d’une  quelconque  des  forces  qui  agis- 
sent sur  le  point  matériel,  et  le  signe  2 indiquant  une  somme 
qui  s'étend  à toutes  les  forces  auxquelles  il  est  soumis  ; car 
la  projection  de  la  résultante  des  forces  appliquées  à ce 
point  est  égale  à la  somme  des  projections  des  forces  elles- 
mêmes,  et,  par  conséquent,  l’impulsion  élémentaire  ou  totale 
de  cette  résultante  projetée  est  égale  à la  somme  des  im- 
pulsions élémentaires  ou  totales  des  composantes  projetées. 
Si  l'on  écrit  toutes  les  équations  de  cette  forme , relatives 
aux  projections  du  mouvement  des  divers  points  d’un  sys- 
tème matériel  sur  un  même  axe  fixe,  et  correspondant  à un 
même  intervalle  de  temps,  et  qu’ensuite  on  les  ajoute  mem- 
bre à membre,  on  trouve 


Les  signes  2Ü  du  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation 
indiquent  des  sommes  qui  s’étendent  à tous  les  points  maté- 
riels du  système;  et  celui  du  second  membre,  une  somme 
qui  s’étend  à toutes  les  forces  appliquées  aux  diverses  par- 
ties de  ce  système.  Les  forces  intérieures,  en  projection  sur 
l’axe  dont  il  s'agit , sont  deux  à deux  égales  et  de  signes 
contraires  ; les  termes  correspondant  à ces  forces  se  détrui- 
sent donc  mutuellement  dans  l'équation  qui  vient  d’être 
obtenue,  de  sorte  qu’on  peut  l’écrire  en  ne  mettant  dans  son 
second  membre  que  les  termes  correspondant  aux  forces 
extérieures.  D’après  cela,  celte  équation,  qui  constitue  notre 
deuxième  théorème  général , peut  s’énoncer  de  la  manière 
suivante  : 
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L’accroissement  total  de  la  $omme  de * quantité»  de 
moucement  du  système  projetée*  *ur  un  axe  fixe  quel- 
conque, pendant  un  temp * au**i  quelconque , e*t  égal 
à la  somme  de*  impulsion*  totale*  des  force*  extérieure* 
projetée*  sur  cet  axe,  pendant  le  même  temps. 

§ 225.  Le  recul  des  bouches  à feu  s’explique  naturelle- 
ment au  moyen  de  ce  théorème.  Avant  l'inflammation  de  la 
poudre,  le  canon  et  sa  charge  forment  un  système  immo- 
bile, pour  lequel  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  l’axe  du  cauon  est  nulle.  Cette  somme  de  quan- 
tités de  mouvement  projetées  doit  rester  constamment  nulle, 
tant  qu’il  n’y  a pas  de  forces  extérieures  qui , en  projection 
sur  l’axe  de  la  pièce,  donnent  lieu  à une  somme  d’impulsions 
diflérentes  de  zéro.  L’explosion  de  la  poudre  ne  développant 
que  des  forces  intérieures , il  s’ensuit  nécessairement  que 
le  canon  et  le  boulet  prennent  en  même  temps  des  mouve- 
ments dirigés  en  sens  contraires  l’un  de  l’autre;  de  telle 
manière  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  du  sys- 
tème, en  projection  sur  l’axe  de  la  pièce,  conserve  sa  valeur 
nulle.  S’il  était  permis  de  négliger  la  masse  de  la  poudre,  ou 
des  matières  dans  lesquelles  elle  se  transforme  par  suite 
de  son  inflammation,  on  pourrait  dire  que  le  canon  et  le 
boulet  prenneut , au  moment  de  l’explosion , des  vitesses  de 
sens  contraires,  et  inversement  proportionnelles  à leurs 
masses  ; mais  les  choses  ne  se  passent  pas  tout  à fait  ainsi , 
à cause  de  la  masse  de  la  poudre , qui  n'est  pas  négligeable 
par  rapport  à celle  du  boulet  : en  réalité  le  recul  de  la  pièce 
s’effectue  avec  une  vitesse  un  peu  plus  grande  que  celle  que 
l’on  trouverait  de  cette  manière. 

L’ascension  des  fusées  s’explique  d’une  manière  analogue. 
L’inflammation  progressive  de  la  poudre  qui  entre  dans  la 
composition  d’une  fusée  fait  sortir  des  quantités  de  matière 
de  plus  en  plus  grandes,  par  un  orifice  pratiqué  à sa  partie 
inférieure  ; le  corps  de  la  fusée  doit  donc  reculer,  c’est-à- 
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dire  se  mettre  en  mouvement  de  bas  en  haut.  L’action  de  la 
pesanteur  vient,  il  est  vrai , modifier  le  résultat;  mais  elle 
ne  fait  que  diminuer  la  vitesse  de  la  fusée , en  faisant  équi- 
libre à une  partie  de  la  force  verticale  qui  produit  sou  mou- 
vement de  recul  de  bas  en  haut. 

§ 326.  Troisième  théorème  général,  «m  théorème 
des  moments  des  qnnntités  de  mouvement  par  rap- 
port n un  nxe.  — Reprenons  le  théorème  énoncé  à la  fin 
du  § 114  , et  observons  que  : 1°  le  moment  de  la  projection 
d’une  quantité  de  mouvement  sur  un  plan  fixe , par  rapport 
à un  point  ü de  ce  plan , peut  être  regardé  comme  étant  le 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  elle-même  par  rap- 
port à la  droite  qui  se  projette  en  ce  point  O (§  103)  ; 2°  de 
même  le  moment  de  l'impulsion  élémentaire  de  la  projection 
d'une  force  sur  le  plan  fixe,  par  rapport  au  point  O,  peut  être 
regardé  comme  étant  le  moment  de  l'impulsion  élémentaire 
de  la  force  par  rapport  à la  théine  droite  qui  se  projette  en  O; 
3° enfin,  si  plusieurs  forces  sont  appliquées  à un  même  point, 
le  moment  de  chaque  impulsion  élémentaire  de  la  résultante 
de  ces  forces,  par  rapport  à un  axe  fixe,  est  égal  à la  somme 
des  moments  des  impulsions  élémentaires  correspondantes 
des  forces  composantes,  par  rapport  au  même  axe  (§  103). 
D’après  cela,  le  théorème  dont  il  s’agit  peut  s’énoncer  autre- 
ment, de  la  manière  suivante  : lorsqu'un  point  matériel  se 
meut  daus  l’espace  sous  l'action  de  diverses  forces,  l’accrois- 
sement total  qu’éprouve  le  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement du  point , par  rapport  à un  axe  fixe  quelconque , et 
pendant  un  temps  aussi  quelconque , est  égal  à la  somme 
des  moments , par  rapport  à cet  axe , des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  auxquelles  il  est  soumis,  correspondant 
aux  divers  éléments  dont  ce  temps  se  compose. 

Concevons  maintenant  que  l'on  écrive  les  équations  ana- 
logues à celle  qui  résulte  de  cet  énoncé,  pour  tous  les  points 
matériels  qui  font  partie  d’un  système  en  mouvement,  en 
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considérant  un  même  intervalle  de  temps  pour  tous  ces 
points , et  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment et  des  impulsions  par  rapport  à un  même  axe  tixe.  Si 
l’on  ajoute  entre  elles  toutes  les  équations  ainsi  obtenues, 
et  que  l’on  observe  que  les  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  intérieures  se  détruiront  mutuellement 
dans  la  somme , comme  étant  deux  à deux  égaux  et  de  signes 
contraires,  on  trouvera  une  équation  unique,  qui  peut  s’é- 
noncer -ainsi  : 

U accroissement  total  de  la  tomme  des  marnent*  des 
quantité*  de  mouvement  du  système  par  rapport  à un 
are  fixe  quelconque,  pendant  un  temps  aussi  quelcon- 
que, est  égal  à fa  somme  des  moments,  par  rapport  à cet 
axe,  de  toute*  les  impulsions  élémentaires  de*  farce* 
extérieures , correspondant  aux  dirers  élément*  dont 
ce  temps  *e  compose. 

C’est  en  cela  que  consiste  notre  troisième  théorème  gé- 
néral. 

§ 227.  Théorème  des  «Ires.  — Supposons  que  les  for- 
ces extérieures,  appliquées  aux  diverses  parties  d’un  système 
matériel  en  mouvement,  satisfassent  à cette  condition  que 
la  somme  de  leurs  moments , par  rapport  à un  certain  axe 
fixe,  soit  constamment  nulle.  La  somme  des  moments  des 
impulsions  élémentaires  de  ces  forces , correspondant  à un 
élément  de  temps  quelconque  dt , par  rapport  à l’axe  dont 
il  s’agit,  s’obtient  en  multipliant  par  dt  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  à cet  axe , les  forces  étant 
prises  avec  les  grandeurs  et  les  directions  qu’elles  ont  au 
commencement  du  temps  dt  ; cette  somme  des  moments  des 
impulsions  élémentaires  des  forces  extérieures  est  donc 
nulle,  pour  chaque  élément  de  temps , en  vertu  de  l’hypo- 
thèse que  nous  faisons.  11  en  résulte  que  l’accroissement 
total  de  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
du  système,  par  rapport  à l'axe  lixe  que  l’on  considère,  pen- 
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danl  un  temps  quelconque,  est  égal  à zéro;  ou,  en  d'autres 
termes,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
du  système,  par  rapport  à cet  axe,  conserve  constamment  la 
même  valeur. 

Ce  théorème,  auquel  nous  venons  de  parvenir,  peut  être 
énoncé  autrement.  Imaginons,  pour  cela,  que  nous  projc-- 
tions  le  système  en  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire 
à l’axe  fixe , et  soit  O le  point  où  l’axe  lui-même  se  projette 
sur  ce  plan.  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement du  système , par  rapport  à l’axe  , n’est  autre  chose 
que  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  le  plan,  par  rapport  au  point  Ü ; on  peut  donc 
dire  que  cette  dernière  somme  conserve  constamment  la 
même  valeur.  Mais  si  r est  la  vitesse  projetée  d’un  point 
matériel  de  masse  m , et  si  p est  la  distance  du  point  0 à la 
direction  de  cette  vitesse,  le  moment  mtp  de  la  quantité  de 
mouvement  projetée  de  ce  point  matériel  peut  s’écrire 

m x \vdt.  p X 

le  théorème  dont  nous  nous  occupons  consistant  en  ce  que 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  proje- 
tées Imrp , est  toujours  égale  à une  même  quantité  C,  on 
en  conclut 

v . j C dt 

2m  X i v dt.  p = —ÿ- , 

et,  par  suite,  en  intégrant  par  rapport  à /, 


11  résulte  de  celle  équation , et  de  la  signification  géomé- 
trique de  la  quantité  ~ rdt.p  (§  115),  que  le  théorème  dont 
il  s'agit  peut  être  énoncé  en  disant  que  : la  somme  des  pro- 
duits des  masses  des  diflérents  points  matériels  du  système, 
par  les  aires  que  décrivent,  pendant  un  temps  quelconque  /, 
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les  rayons  vecteurs  menés  du  point  O aux  projections  de 
ces  points  matériels , est  proportionnelle  au  temps  t.  C’est 
en  cela  que  consiste  le  théorème  de*  aires,  qui  a lieu  pour 
la  projection  du  mouvement  d’un  système  matériel  quelcon- 
que sur  un  plan,  et  par  rapport  à un  point  0 de  ce 'plan, 
toutes  les  fois  que  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures, par  rapport  à l’axe  qui  se  projette  en  0,  est  égale  à 
zéro. 

L’énoncé  de  ce  théorème  des  aires  se  simplifierait,  si  les 
masses  des  divers  points  matériels  du  système  étaient  toutes 
égales  entre  elles.  On  pourrait,  en  effet,  supprimer  la  masse 
de  chaque  point , qui  serait  un  facteur  commun  à tous  les 
termes  de  la  somme,  et  le  théorème  consisterait  en  ce  que  la 
somme  des  aires  décrites  , pendant  un  temps  quelconque  t , 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  0 aux  projections 
des  divers  points  matériels,  serait  proportionnelle  au  temps  t . 
l'our  profiter  de  cette  simplification  de  l’énoncé,  dans  le  cas 

général  où  les  masses  m,  m',  m", , des  différents  points 

matériels  sont  inégales  , on  conçoit  qu’on  prenne  une  petite 
masse  y.  qui  soit  contenue  un  nombre  exact  de  fois  dans 
chacune  des  masses  m,  m',  m", . . . . , de  telle  sorte  qu’on  ail 

m=ny,  m'=nu.,  , 

« , ri,  ri', . . . . , étant  des  nombres  entiers.  Ensuite  on  ima- 
gine que  le  point  matériel  de  masse  m soit  remplacé  par 
n points  matériels  de  masse  «,  coïncidant  constamment  les 
uns  avec  les  autres  ; que  le  point  matériel  de  masse  m'  soit 
remplacé  par  ri  points  matériels  de  niasses  y , coïncidant 
également  ensemble , et  ainsi  de  suite  : on  n’a  plus  dès  lors 
que  des  points  matériels  ayant  tous  une  même  masse  y,  et, 
par  conséquent,  on  peut  supprimer  cette  masse  commune 
de  l’énoncé,  comme  nous  l’avons  indiqué  plus  haut. 

D’après  cela  , le  théorème  des  aires  pourra  toujours  s’é- 
noncer de  la  manière  suivante  : Si  la  somme  de * moment * 
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des  force»  extérieure » appliquée*  à un  »y»ténic  matériel 
en  mouvement,  /mr  rapport  à un  axe  fixe  quelconque, 
r*t  constamment  nulle  , la  tomme  de*  aire»  décrite», 
pendant  un  temps  quelconque,  par  le*  rayon»  vecteur* 
qui  joignent  le  pied  de.  l'axe  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à sa  direction  aux  projection»  de»  divers  points 
matériels  du  système  sur  ce  plan , est  proportionnelle 
au  temps  dont  il  s’agit.  C'est  habituellement  sous  celte 
forme  que  nous  considérerons  l’énoncé  du  théorème  des  ai- 
res ; mais  nous  devrons  nous  rappeler  que , en  réalité  , au 
lieu  de  la  somme  d’aires  qui  y entre,  il  faut  toujours  prendre 
la  somme  des  produits  des  aires  qui  correspondent  aux 
divers  points  matériels  du  système  par  les  masses  de  ces 
points  matériels. 

Pour  reconnaître,  si  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  appliquées  à un  système  matériel,  par  rapport  à 
un  certain  axe,  est  égale  à zéro , il  sullit  d’opérer  sur  ces 
forces  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable,  et 
de  chercher  à les  réduire  à deux  forces,  dont  l'une  ail  son 
point  d'application  sur  l'axe  même  : le  moment  de  la  seconde 
de  ces  deux  forces,  par  rapporta  l’axe, est  égal  à la  somme 
des  moments  des  forces  données,  par  rapport  au  même  axe, 
et,  par  conséquent,  pour  que  cette  somme  de  moments  soit 
nulle,  il  faut  que  la  seconde  force  dont  il  s’agit  rencontre 
l’axe,  ou  lui  soit  parallèle. 

§ 228.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  les  forces 
extérieures,  composées  entre  elles  comme  si  elles  agissaient 
sur  un  solide  invariable,  ont  une  résultante  unique  passant 
constamment  par  un  même  point  0 de  l’espace.  Si  l’on  fait 
passer  une  droite  quelconque  par  le  point  O,  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à cette  droite 
sera  nulle;  le  théorème  des  aires  sera  donc  applicable  à la 
projection  du  mouvement  du  système  sur  un  plan  quelcon- 
que, mené  par  le  point  ü , en  prenant  ce  point  pour  origine 
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des  rayons  vecteurs  aboutissant  aux  projections  des  divers 
points  du  système.  Cette  existence  du  théorème  des  aires , 
pour  tous  les  plans  qu’on  peut  (aire  passer  par  le  point  O , 
peut  être  énoncée  d’une  manière  très-simple,  à l’aide  des 
considérations  suivantes. 

Un  système  quelconque  étant  en  mouvement,  concevons 
que  nous  joignions  les  divers  points  qui  le  composent  à un 
même  point  fixe  O de  l’espace  par  des  lignes  droites,  et  que 
nous  déterminions  les  aires  élémentaires  décrites  simulta- 
nément par  ces  rayons  vecteurs,  dans  l’espace,  pendant  un 
élément  quelconque  du  temps;  les  projections  de  ces  aires 
élémentaires  sur  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  O, 
seront  précisément  les  aires  décrites  dans  le  même  temps 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  O aux  projections 
des  points  du  système  sur  ce  plan.  Cela  posé,  rapportons  le 
système  à trois  axes  coordonnés  rectangulaires  ayant  le 
point  O pour  origine,  et  projetons  sur  les  plans  coordonnés 
les  aires  élémentaires  décrites  dans  l’espace  par  les  rayons 
vecteurs  qui  joignent  le  point  ü aux  différents  points  du  sys- 
tème. Si  ai,  a»’ , o)"  sont  les  trois  projections  d’une  de  ces  aires 
élémentaires,  la  projection  de  cette  même  aire  élémentaire 
sur  un  plan  P faisant  des  angles  a,ê,  y avec  les  plans  coor- 
donnés, aura,  comme  on  sait,  pour  valeur: 

toCosa  + M COSo  + to  ’ cosy. 

La  somme  des  projections  des  aires  élémentaires  correspon- 
dant à tous  les  points  du  système , sur  ce  même  plan  P,  sera 
donc  égale  à 

£ (wcosa-f-  û)'cosS+m"  cos  y ) , 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

cos  a.  £ w -+•  cosê.£  to  -+-  cos  y.  £ o)”. 

Soit  Q nue  aire  plane  dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
coordonnés  aient  pour  valeurs  £«,  £'4',  £w".  Si  nous 
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désignons  par  A,  B,  C les  angles  que  le  plan  de  celle  aire 
fait  avec  ces  trois  plans  coordonnés , nous  aurons 

!'/)  = (! cos  A , Sw'  = QcosB,  2«"  = ÜcosC, 

cl  par  suite  la  somme  des  projeclious  des  aires  élémentaires 
de  l’espace  sur  le  plan  P sera  égale  à 

Q (cos  Acos«+cosBcosc-f-cosCcosy). 

La  quantité  entre  parenthèses  n’étant  autre  chose  que  le 
cosinus  de  l’angle  compris  entre  le  plan  P et  le  plan  de  Ü, 
il  en  résulte  que  la  somme  des  projections  des  aires  élé- 
mentaires de  l’espace  sur  le  plan  P est  égale  à la  projection 
de  l’aire  Ü elle-même  sur  ce  plan  P.  On  voit , d’après  cela , 
comment  varie  la  somme  des  projections  des  aires  élémen- 
taires décrites  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  point 
(ixe  ü aux  divers  points  du  système,  suivant  qu’on  projette 
ces  aires  sur  tel  ou  tel  plan  mené  par  le  point  O : la  somme 
des  aires  projetées  est  un  maximum  lorsqu’on  prend  le 
plan  de  û pour  plan  de  projection  ; elle  diminue  à mesure 
que  l’angle  aigu  compris  entre  le  plan  de  projection  et  le 
plan  de  Q va  en  augmentant  ; et  elle  est  nulle  lorsque  le  plan 
de  projection  est  perpendiculaire  au  plan  de  U.  Ce  plan  de 
l’aire  û se  nomme,  pour  cette  raison, plan  du  maximum  de* 
aire*.  Nous  allons  nous  servir  de  la  notion  du  plan  du  maxi- 
mum des  aires  pour  énoncer  autrement  le  résultat  auquel 
nous  sommes  parvenus  au  commencement  de  ce  paragraphe  ; 
mais  nous  ne  devrons  pas  oublier  que  ce  plan  existe  indé- 
pendamment du  théorème  des  aires  : quelque  soit  le  système 
en  mouvement  que  l’on  considère,  quel  que  soit  le  point  de 
l’espace  d’où  l’on  mène  des  rayons  vecteurs  aux  différents 
points  de  ce  système,  et  quel  que  soit  l’élément  de  temps 
pendant  lequel  on  considère  les  aires  décrites  dans  l’espace 
par  ces  rayons  vecteurs,  il  y a toujours  un  plan  passant  par 
l’origine  des  rayons  vecteurs  qui  jouit  de  la  propriété  du 
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plan  du  maximum  des  aires.  U est  aisé  de  voir,  d'ailleurs, 
que  ce  plan  n’est  autre  chose  que  le  plan  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement,  par  rapport  au  point  d'où 
l’on  fait  partir  les  rayons  vecteurs,  les  quantités  de  mouve- 
ment étant  traitées  comme  des  forces  qui  agiraient  sur  un 
solide  invariable  (§  lfil). 

Revenons  maintenant  à la  question  qui  fait  l’objet  spécial 
de  ce  paragraphe.  Nous  avons  dit  que,  dans  le  cas  où  les 
forces  extérieures  d’un  système  matériel , composées  entre 
elles  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable , ont 
une  résultante  unique  passant  constamment  par  un  même 
point  U de  l’espace,  le  théorème  des  aires  est  applicable  à lu 
projection  du  mouvement  du  système  sur  un  plan  quelcon- 
que mené  par  le  point  O,  en  prenant  ce  point  pour  origine 
des  rayons  vecteurs  aboutissant  aux  projections  des  divers 
points  du  système.  Il  s’ensuit  que,  si  l’on  considère  les  aires 
décrites  dans  l’espace  et  pendant  un  élément  quelconque  dl 
du  temps , par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  point  O 
aux  divers  points  matériels  de  même  masse  dont  on  conçoit 
que  le  système  soit  composé  (§  227),  et  que  l'on  projette  ces 
aires  élémentaires  sur  trois  plans  coordonnés  rectangulaires 
menés  par  le  point  O,  les  sommes 

\n  in  f ri  ^ 

Z W , 1 Ci)  , 1 O)  , 

des  projections  ainsi  obtenues,  sur  chacun  de  ces  trois  plans, 
conserveront  constamment  les  mêmes  valeurs  pendant  les 
divers  éléments  de  temps  égaux  à dl  qui  se  succèdent  : 
donc  l’aire  plane  Q , dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
coordonnés  sont  respectivement  égales  à 

lu, 

conservera  aussi  toujours  la  même  valeur,  et  les  angles  A, 
B,C  que  le  plan  de  ü fait  avec  ces  plans  coordonnés  ne 
changeront  pas.  On  peut  donc  dire  que,  dans  l’hypothèse 

29 
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que  nous  adoptons,  le  plan  du  maximum  des  aires  du  sys- 
tème, relatif  au  point  O,  conserve  une  direction  invariable 
dans  l’espace  ; et  que,  eu  outre,  la  somme  des  aires  décrites, 
en  projection  sur  ce  plan , par  les  rayons  vecteurs  qui  éma- 
nent du  point  U,  est  proportionnelle  au  temps  employé  à les 
décrire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  un  point  particulier  O de 
l'espace,  par  lequel  nous  avons  supposé  que  passait  cons- 
tamment la  résultante  des  forces  extérieures  composées 
comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable,  pourra  se 
dire  pour  un  point  quelconque  de  l’espace,  lorsque  cette  ré- 
sultante des  forces  extérieures  sera  nulle,  c’est-à-dire  lors- 
que ces  forces  satisferont  aux  six  conditions  d’équilibre  des 
forces  appliquées  à un  solide  invariable  (§  178). 

§ 229.  Donnons  quelques  exemples  de  l’application  du 
théorème  des  aires. 

Si  nous  supposons,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  (§  223), 
qu’un  être  animé  soit  isolé  au  milieu  de  l’espace,  qu’aucune 
force  extérieure  ne  lui  soit  appliquée,  et  qu'il  soit  primitive- 
ment immobile,  non-seulement  cet  cire  animé  ne  pourra  pas 
déplacer  son  centre  de  gravité,  mais  encore  il  ne  lui  sera 
pas  possible  de  se  donner  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point.  En  effet,  de  quelque  manière  qu'il  fasse  jouer 
ses  muscles,  il  ne  peut  développer  que  des  forces  intérieu- 
res ; l’absence  de  toute  force  extérieure  entraîne  doue  comme 
conséquence  que  la  somme  des  aires  décrites,  en  projection 
sur  un  plan  quelconque  passant  par  son  centre  de  gravité,  par 
les  rayons  vecteurs  émanés  de  ce  point , conserve  constam- 
ment la  même  valeur  : donc  celte  somme  d’aires  doit  rester 
constamment  nulle,  puisqu'elle  l’était  tout  d'abord  en  vertu 
de  l’hypothèse  que  nous  faisons  que  l’être  animé  dont  il  s'agit 
était  primitivement  immobile.  Ainsi,  lorsqu'il  fait  mouvoir 
certaines  parties  de  son  corps  de  telle  manière  que  la  somme 
des  aires  qui  leur  correspondent,  en  projection  sur  uu  cer- 
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tain  plan,  ait  une  valeur  positive,  il  y a nécessairement 
d'autres  parties  du  corps  qui  se  meuvent  en  même  temps 
dans  un  autre  seus,  de  manière  à fournir  une  somme  d'aires 
négative  sur  le  même  plan,  afin  que  la  somme  totale  des 
aires  relative  à toutes  les  parties  du  corps  soit  égale  à zéro. 
S'il  s’agit  d'un  homme,  par  exemple,  et  qu'il  tourne  sa  tète 
à droite,  le  reste  de  son  corps  tournera  nécessairement  vers 
la  gauche  ; s’il  porte  une  jambe  eu  avant,  comme  pour  mar- 
cher, le  reste  de  son  corps  s’inclinera  en  sens  contraire, 
c’est-à-dire  que  la  tête  se  portera  également  en  avant  et  le 
milieu  du  corps  en  arrière. 

Lorsqu'un  homme  est  debout  sur  le  sol,  et  que,  primiti- 
vement en  repos  dans  cette  position , il  commence  à mar- 
cher devant  lui , il  fait  passer  son  centre  de  gravité  de  l’état 
de  repos  à l’état  de  mouvement.  Cherchons  à nous  rendre 
compte  de  ce  qui  se  passe  dans  ce  cas,  où  le  résultat  parait 
en  contradiction  avec  les  théorèmes  que  nous  avons  établis. 
Pendant  que  cet  homme  est  en  repos,  il  est  soumis  à des 
forces  extérieures  qui  sont,  d’une  part , l’action  de  la  pesan- 
teur sur  les  diverses  molécules  de  son  corps,  d’uue  autre 
part,  les  pressions  qu’il  éprouve  de  la  part  du  sol  aux  diffé- 
rents points  par  lesquels  il  le  touche  : ces  forces  extérieures 
se  font  équilibre.  Lorsque  l’homme  veut  commencera  mar- 
cher, et  qu’il  porte  une  jambe  en  avant,  il  ne  développe  en 
lui  que  des  forces  intérieures  qui  ne  peuvent  pas  déplacer 
son  centre  de  gravité.  Mais , en  vertu  du  théorème  des 
aires,  et  conformément  à ce  que  nous  avons  dit  il  n’y  a qu’un 
iustanl,  en  même  temps  qu’il  avance  une  jambe , le  milieu 
du  corps  tendu  reculer  avec  l’autre  jambe  ; cette  autre  jambe 
reculerait  en  effet,  si  rien  ne  s’y  opposait,  et  le  centre  de 
gravité  du  corps  tout  entier  n’avancerait  pas.  La  seconde 
jambe  ne  pouvaut  reculer  ainsi  qu’en  glissant  sur  la  surface 
du  sol , cette  tendance  au  glissement  développe  un  frotte- 
ment qui  s’y  oppose,  ou  au  moins  jusqu’à  une  certaine  limite: 
i9. 
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c’est  ce  frottement  que  le  sol  exerce  sous  la  partie  inférieure 
de  la  seconde  jambe , qui  détermine  le  mouvement  du  cen- 
tre de  gravité  du  corps.  Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu’on  est 
sur  un  sol  glissant,  c’est-à-dire  sur  un  sol  pour  lequel  le 
coefficient  de  frottement  est  faible,  et  qu'on  porte  une  jambe 
en  avant  pour  commencer  à marcher,  l’autre  jambe  glisse 
«•n  arrière,  en  sorte  qu’on  court  le  risque  de  tomber  si  l’on 
n’y  prend  garde.  C’est  ce  qu’on  observe  surtout  lorsqu’on  est 
sur  la  glace,  et  qu’on  a les  pieds  munis  de  patins.  Cet  effet 
bien  connu  s’accorde  avec  l’explication  que  nous  venons  de 
liouner  relativement  à ce  qui  se  passe  lorsipi'un  homme 
commence  à se  mettre  en  marche. 

De  même,  lorsqu'un  danseur,  s’appuyant  sur  le  sol  par  la 
pointe  d’un  seul  pied,  veut  se  donner  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  la  verticale  passant  par  son  centre  de 
gravité,  il  ne  peut  pas  produire  ce  mouvement  par  la  seule 
action  de  ses  forces  musculaires;  parce  que  ces  forces  étant 
intérieures , ne  peuvent  pas  faire  que  la  somme  des  aires 
décrites  autour  du  centre  de  gravité,  en  projection  sur  un 
plan  horizontal,  passe  d'une  valeur  nulle  à une  valeur  dif- 
férente de  zéro.  Mais  si  le  danseur  veut  pirouetter  vers  la 
gauche,  il  donne  à son  corps  un  mouvement  de  torsion,  eu 
vertu  duquel  la  partie  supérieure  tourne  vers  la  gauche, 
tandis  que  la  partie  inférieure  tend  à tourner  vers  la  droite  ; 
ce  dernier  mouvement  ne  pouvant  se  faire  que  par  un  glis- 
sement des  diverses  parties  du  pied  sur  le  sol, il  en  résulte  le 
développement  d’une  résistance  au  glissement  en  chacun  des 
points  de  contact  du  pied  avec  le  sol,  et  ces  résistances  sont 
des  forces  extérieures,  pour  lesquelles  la  somme  des  moments 
par  rapporta  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  n’est 
pas  nulle  : de  sorte  que , par  suite  de  l’action  de  ces  forces 
extérieures,  le  corps  du  danseur  peut  prendre  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  la  verticale.  Lorsqu’il  a tourné 
un  peu  de  cette  manière,  sans  que  son  pied  cesse  de  loucher 
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le  sol,  il  lu  soulève  brusquement  pour  faire  disparaître  la 
torsion  qui  en  est  résultée  pour  son  corps;  et  en  répétant 
plusieurs  fois  de  suite  la  même  manœuvre,  il  parvient  à se 
donner  un  mouvement  de  rotation  assez  rapide.  SI  le  dan- 
seur était  sur  un  sol  très-glissant,  ou  bien  s’il  ne  s'appuyait 
sur  le  sol  que  par  un  seul  point,  il  lui  serait  impossible  de 
tourner  sur  lui-même,  comme  nous  venons  de  le  dire. 

5 230.  Quatrième  théorème  général,  ou  théorème 
des  forces  vives. — Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  116 
que  l'accroissement  de  la  force  vive  d'un  point  matériel , en 
mouvement  sous  l'action  d’une  force  F,  pendant  un  inter- 
valle de  temps  quelconque,  est  égal  au  double  du  travail  de 
la  force  F pendant  ce  temps.  Si , au  lieu  d’une  seule  force  t 
il  y en  a plusieurs  qui  agissent  sur  le  point  mobile,  on  peut 
dire  que  l'accroissement  de  la  force  vive  de  ce  point  est  égal 
au  double  de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui 
lui  sont  appliquées;  puisque  la  somme  des  travaux  de  ces 
forces  est  égale  au  travail  de  leur  résultante  (§  118).  Con- 
cevons que  l'on  écrive  l'équation  que  fournit  cet  énoncé, 
pour  chacun  des  points  matériels  dont  se  compose  un  sys- 
tème en  mouvement,  en  considérant  un  même  intervalle  de 
temps  pour  tous  ces  points  mobiles  ; et  qu'ensuite  on  ajoute 
membre  à membre  toutes  les  équations  ainsi  obtenues  : l’é- 
quation unique  que  l'on  trouvera  de  cette  manière  pourra 
s’énoncer  en  disant  que  l’accroissement  total  de  la  somme 
des  forces  vives  des  divers  points  du  système  matériel,  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  égal  au  double 
de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  appliquées  à 
ces  différents  points,  pendant  le  même  temps. 

On  désigne  simplement  sous  le  nom  de  force  vive  d’un  ‘ 
système  matériel  en  mouvement,  la  somme  des  forces. vives 
des  divers  points  dont  ce  système  est  formé.  D’après  cela , 
on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  le  théorème  auquel 
on  vient  de.  parvenir  : 
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L’accroi**ement  total  do  la  force  rive  d'un  *y*tèine 
materiel  en  mouvement , pendant  un  interra,//e  de  temp* 
quelconque,  eut  égal  au  double  de  la  tomme  des  travaux 
de  toute*  le*  force*  qui  agi**ent  *ur  le*  diver * point*  de 
ce  système,  pendant  le  même  temp*. 

C’est  en  cela  que  consiste  le  théorème  général  des  forces 
vives. 

Il  est  très-important  d’observer  ici  que,  contrairement  à 
ce  qui  a lieu  pour  les  trois  premiers  théorèmes  généraux , 
les  forces  intérieures  du  système  ne  disparaissent  pas  d’elles- 
mêmes  dans  l’énoncé  du  théorème  général  des  forces  vives. 
Nous  savons  en  effet  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  deux  forces  égales  et  contraires  qui  se  dévelop- 
pent entre  deux  points  matériels,  n’est  égale  à zéro  qu’au- 
tant  que  la  distance  de  ces  deux  points  ne  varie  pas  pendant 
l’élément  de  temps  auquel  ces  travaux  se  rapportent  (§  175)  ; 
la  somme  des  travaux  des  diverses  forces  intérieures  d’un 
système  matériel  en  mouvement,  pendant  un  temps  quel- 
conque , est  donc  généralement  différente  de  zéro , et  doit 
par  conséquent  être  prise  en  considération,  tout  aussi  bien 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures , pour  dé- 
terminer l’accroissement  de  force  vive  du  système  pendant 
ce  temps , à l’aide  du  théorème  général  dont  nous  nous  oc- 
cupons. 

§ 231.  L’équation  fournie  par  le  théorème  général  des 
forces  vives  peut  s’écrire  de  la  manière  suivante  (§  119), 

2 mv*  — 2 rn vf  — 2 2 f (Xdx-t-Ydy  + Zdz), 

i 

en  désignant  par  X,  Y,  7.  les  projections  d’une  quelconque 
des  forces  extérieures  ou  intérieures  du  système  matériel  sur 
trois  axes  foordonnés  rectangulaires,  par  x,  y,  z les  coor- 
donnés du  point  d’application  de  celte  force,  par»i  la  masse 
d'un  quelconque  des  points  matériels  du  système,  et  par  r„  r 
les  vitesses  de  ce  point  au  commencement  et  à la  fin  du  temps 
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auquel  sp  rapporte  l’intégrale  du  second  membre  ; quant  aux 
signes  X , celui  du  second  membre  indique  une  somme  qui 
s'étend  à toutes  les  forces  extérieures  ou  intérieures  qui 
agissent  sur  les  diverses  parties  du  système,  et  ceux  du  pre- 
mier membre  indiquent  des  sommes  qui  s’étendent  à tous  les 
points  matériels  dont  le  système  est  formé. 

Supposons  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',...  des 
diverses  forces  appliquées  au  système,  soient  des  fonctions  . 
connues  des  coordonnées  x,  y,  z,x , y',  de  leurs  points 
d’application,  et  que  la  quantité 

2 (Xdx-f-  Ydy-t-Zdz) 
soit  la  dilférentielle  d’une  certaine  fonction 
f(x,  y,  z,  x',  y',  z',...). 

L’équation  des  forces  vives  deviendra 

Zmv1—2mvot='l[f(x,y,z,x',...)—f(x0,y<>,20,x,0, ...)]. 

Il  en  résulte  que  la  force  vive  2mt’  du  système  reprend  la 
même  valeur,  toutes  les  fois  que  la  fonction 

/(*,  y,  z,  y',  z',...) 

redevient  égale  à une  même  constante.  Cette  circonstance 
se  présente  lorsque  les  points  matériels  du  système  sont 
attirés  ou  repoussés  par  des  points  fixes , ou  bien  s’attirent 
ou  se  repoussent  mutuellement,  chaque  force  d’attraction  ou 
de  répulsion  étant  uniquement  fonction  de  la  distance  au 
point  fixe  ou  au  point  matériel  mobile  dont  elle  émane.  En 
effet,  dans  le  cas  où  X,  Y,  Z sont  les  composantes  d’une  force 
F dirigée  vers  un  point  fixe,  et  dépendant  uniquement  de  la 
distance  r du  point  matériel  sur  lequel  elle  agit  à ce  point 
fixe,  on  a 

Xdx+Y  dy-\-Zdz~Vdr , 

et  cette  quantité  fdr  est  bien  la  différentielle  d’une  fonctiôh 
des  coordonnées  x,  y,  z du  point  sourtiis  à l’action  dé  la 
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force  F 120';  et,  en  second  lieu,  dans  le  cas  où  X,  Y,  Z, 
X',  Y',  Z'  sont  les  composantes  de  deux  forces  F égales  et 
contraires,  qui  se  développent  entre  deux  des  points  maté- 
riels du  système,  et  dont  l'intensité  ne  dépend  que  de  la  dis- 
tance r de  ces  deux  points,  la  somme 

X d x -f-  Y dy  -p  Z dz  -t-  X' dx’  -t-  Y" dy ' -f-  Z' d z', 
qui  est  aussi  égale  à Y dr  (§  175),  est  de  même  la  différen- 
tielle d’une  fonction  de  x,  y,  z,  r',  y' , z',  puisque  l’on  a 

r'~(x  — jr')1  -t-  (y  — y')’  +-  {=  — z")*  : 

de  sorte  que,  toutes  les  forces  appliquées  au  système  ren- 
trant dans  l’un  ou  dans  l’autre  de  ces  deux  cas,  la  somme 
2L(\dx-\-\  dy  -\-7.dz), 

qui  s’étend  à tout  l’ensemble  de  ces  forces,  est  aussi  la  dif- 
férentielle d’une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z , x , y\ 
z' ....  de  leurs  points  d’application.  On  en  trouve  un  exem- 
ple dans  notre  système  planétaire,  dont  les  diverses  parties 
ne  sont  soumises  qu’à  leurs  actions  mutuelles. 

5 232.  Il  cm  arques  sur  les  théorèmes  généraux  qni 
précédent.  — Les  quatre  théorèmes  généraux  que  nous 
venons  d’établir  ne  sont  pas  de  même  nature.  Le  premier, 
au  lieu  de  se  rapporter  comme  les  trois  autres  au  mouve- 
ment de  l’ensemble  des  parties  dont  se  compose  le  système 
matériel  considéré,  se  rapporte  uniquement  au  point  idéal 
auquel  nous  attribuons  le  nom  de  centre  de  gravité  du  sys- 
tème ; il  a pour  objet  spécial  de  nous  donner  une  notion 
nette  et  simple  de  la  manière  dont  le  système  tout  entier  se 
déplace  dans  l’espace,  en  nous  mettant  à même  d’étudier  le 
mouvement  de  son  centre  de  gravité,  tout  aussi  facilement 
que  s’il  s’agissait  du  mouvement  d’un  point  matériel. 

Quant  aux  trois  autres  théorèmes  généraux,  leur  objet 
est  tout  différent  : ils  sont  destinés  à fournir  des  relations 
entre  les  forces  appliquées  au  système  matériel  et  les  effets 
produits  par  ces  forces  sur  les  différentes  parties  dont  le  sys- 
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lèim:  se  compost,  relations  qui  doivent  servir  à déterminer 
les  valeurs  de  quelques-unes  des  quantités  qu'elles  renfer- 
ment, en  fonction  des  autres  quantités  supposées  connues.  Si 
l'on  se  reporte  aux  énoncés  de  ces  trois  théorèmes,  on  verra 
que  le  dernier  d’entre  eux , le  théorème  général  des  forces 
vives,  ne  peut  fournir  qu’une  seule  relation  ; mais  il  n’en  est 
pas  de  même  des  deux  précédents,  dont  chacun  peut  four- 
nir une  infinité  d’équations  différentes,  en  raison  de  ce  que 
l’axe  fixe  sur  lequel  on  projette  les  quantités  de  mouve- 
ment et  les  impulsions,  ou  bien  par  rapport  auquel  on  prend 
leurs  moments,  peut  avoir  une  infinité  de  positions  diffé- 
rentes dans  l’espace.  Il  est  aisé  de  voir  cependant  que, 
parmi  toutes  ces  équations  qui  résultent  du  deuxième  et  du 
troisième  de  nos  théorèmes  généraux,  il  ne  peut  y en  avoir 
que  six  qui  soient  distinctes  les  unes  des  autres. 

En  effet,  les  équations  fournies  par  le  deuxième  théorème 
général,  lorsqu’on  l’applique  aux  projections  du  mouvement 
sur  divers  axes,  sont  exactement  les  mêmes  que  celles  qui 
exprimeraient  que  la  somme  des  projections  d’un  certain 
système  de  forces  sur  chacun  de  ces  axes  est  égale  à zéro. 
D'un  autre  côté , les  équations  fournies  par  le  troisième 
théorème  général  sont  aussi  les  mêmes  que  celles  que  l’on 
obtiendrait  en  prenant  les  moments  de  ces  forces  par  rap- 

g port  à divers  axes,  et  ex- 
primant que,  pour  chacun 
de  ces  axes,  la  somme  des 
moments  ainsi  obtenus  est 
égale  à zéro.  (Pour  trouver 
le  système  de  forces  dont 
il  est  question  ici,  consi- 
dérons la  trajectoire  AB, 
fig.  112,  d’un  point  de 
masse  m appartenant  au  système  materiel  dont  nous  étudions 
le  mouvement.  Soient  MN  la  portion  de  celte  trajectoire  que 


Fig.  112. 
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le  point  parcourt  [wndant  un  temps  quelconque  /,-  M P la 
direction  d'une  force  quelconque  F appliquée  à ce  point , 
lorsqu'il  est  en  M ; MT,  M P',...  les  directions  que  prend 
successivement  cette  force  lorsque  le  mobile  se  trouve  en 
M,  M au  bout  des  temps  rf/,  5 rf/,...;  F’,  F',...  les  va- 
leurs que  prend  en  même  temps  la  force  F ; MR  la  direc- 
tion de  la  vitesse  r,  dont  le  mobile  est  auimë  en  M ; et  NS 
une  direction  contraire  à celle  de  la  vitesse  r dont  il  est 
animé  en  X.  Concevons  qu'on  applique  au  point  M de  l’es- 
pace une  force  ni  r.  dirigée  suivant  M R,  au  point  N une 
force  m r dirigée  suivant  NS.  aux  points  M,  M',  M",...  des 
forces  Frf/,  Frf/,  F rf/,...  dirigées  respectivement  suivant 
>1  P,  MT,  M P',...,  et  qu'on  fasse  la  même  chose  pour 
tous  les  points  matériels  du  système  que  l’on  considère, 
ainsi  que  pour  les  diverses  forces  telles  que  F,  qui  agissent 
sur  ces  différents  points,  on  aura  ainsi  un  ensemble  de  forces 
qui  est  précisément  celui  dont  on  parle.)  Mais  on  sait  que 
toutes  les  équations  obtenues  de  ces  deux  manières  sont 
précisément  celles  qui  exprimeraient  l'équilibre  des  forces 
dont  il  s’agit,  en  supposant  quelles  soient  appliquées  à un 
solide  invariable  ; on  sait  en  outre  que  ces  équations  d’équi- 
libre, en  nombre  infini,  peuvent  toutes  se  déduire  algébri- 
quement de  six  d’entre  elles,  par  exemple  des  six  équations 
qui  se  rapportent  aux  projections  des  diverses  forces  sur 
trois  axes  rectangulaires,  et  aux  moments  des  forces  par 
rapport  à ces  axes  178)  : donc  aussi  toutes  les  équations 
que  fournissent  le  deuxième  et  le  noisième  de  nos  théorèmes 
généraux  peuvent  se  déduire  de  six  d’entre  elles,  qui  seront 
par  exemple  celles  que  le  deuxième  théorème  général  don- 
nera pour  les  projections  des  quantités  de  mouvement  et  des 
impulsions  sur  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et 
celles  que  le  troisième  théorème  général  donnera  pour  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions  par 
rapport  aux  mêmes  axes. 
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On  voit  par  là  que  le  deuxième,  le  troisième  et  le  qua- 
trième des  théorèmes  généraux  que  nous  avons  établis  pré- 
cédemment ne  peuvent  pas  fournir  plus  de  sept  équations 
distinctes,  dont  six  pour  le  deuxième  et  le  troisième  pris 
ensemble,  et  une  pour  le  quatrième. 

§ 553.  Extension  des  théorèmes  généraux  sur  le 
mouvement  des  systèmes  matériels,  au  cas  des  mou- 
vements relatifs.  — Les  quatre  théorèmes  généraux  que 
nous  venons  de  démontrer,  et  toutes  les  conséquences  que 
nous  en  avons  déduites,  peuvent  s’appliquer  au  mouvement 
d’un  système  matériel  par  rapport  à des  axes  coordonnés 
mobiles , à la  condition  de  joindre  aux  forces  réelles  les 
forces  apparentes  qui  permettent  de  traiter  le  mouvement 
relatif  de  chacun  des  points  du  système  comme  un  mouve- 
ment absolu  (§  139).  Ces  forces  apparentes  sont,  comme  on 
sait,  au  nombre  de  deux  pour  chaque  point  : l’une  est  la  force 
d’inertie  correspondant  au  mouvement  d’entrainement,  l’au- 
tre est  la  force  centrifuge  composée. 

La  seule  observation  que  nous  ayons  à faire  à cette  occa- 
sion, d’une  manière  générale,  c’est  que,  dans  l’application 
du  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  d’un  sys- 
tème matériel,  les  forces  centrifuges  composées  disparais- 
sent d’elles-mèmes  : chacune  d’elles  étant  dirigée  perpendi- 
culairement à la  vitesse  relative  du  point  auquel  elle  est 
appliquée,  son  t ravail  dans  le  mouvement  relatif  est  nul. 

Dans  le  cas  où  les  axes  mobiles,  auxquels  on  rapporte  le 
mouvement  du  système  Matériel,  se  meuvent  parallèlement 
à eux-mémes,  les  forces  centrifuges  composées  sont  toutes 
nulles  ; les  forces  apparentes  se  réduisent  donc  aux  forces 
d’inertie  correspondant  au  mouvement  d’entrainement.  Si , 
en  outre,  le  mouvement  de  translation  des  axes  est  recti- 
ligne et  uniforme , les  forces  d’inertie  dont  il  vient  d’étre 
question  sont  également  nulles  ; les  théorèmes  généraux 
s’appliquent  donc  au  mouvement  relatif,  dans  ce  cas,  cxac- 
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leinent  do  la  mémo  manière  qu'ils  s'appliquent  au  muiive- 
ment  absolu,  sans  qu’on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force 
apparente  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  sys- 
tème. 

§ 3.16.  Mouvement  «l'un  système  matériel  par  rap- 
port à «les  axes  de  direction  constante  passant  par  «on 
centre  de  gravité.  — Considérons  en  particulier  le  cas  où 
l’on  rapporte  les  mouvements  des  diverses  parties  d’un  sys- 
tème matériel  à des  axes  de  direction  constante  menés  par 
le  centre  de  gravité  de  ce  système  ; et  voyons  comment  les 
quatre  théorèmes  généraux  s’appliquent  à ce  mouvement 
relatif.  Puisque  les  axes  mobiles  ne  sont  animés  que  d’un 
mouvement  de  translation,  nous  n'aurons  pus  a nous  préoc- 
cuper des  forces  centrifuges  composées,  qui  sont  toutes 
nullcs.  Quant  aux  forces  d’inertie , ell«*s  sont  évidemment 
toutes  parallèles  et  de  sens  contraire  à l’accélération  totale 
du  centre  de  gravité  du  système  dans  son  mouvement  absolu  ; 
et  la  grandeur  de  chacune  d’elles  s’obtient  ou  multipliant  la 
masse  du  point  matériel  auquel  on  la  suppose  appliquée, 
par  cette  accélération  totale  du  centre  de  gravité. 

Le  premier  théorème  général  ne  peut  rien  nous  donner 
ici,  puisque  ce  théorème  a pour  objet  de  faire  connaître  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  système  matériel  «jue 
l’on  considère,  et  que  nous  savons  à priori  que  le  centre  de 
gravité  de  notre  système  reste  immobile  à l’origine  des 
coordonnées,  dans  le  mouvement  relatif  dont  nous  nous 
occupons. 

Pour  appliquer  le  deuxième  théorème  général,  il  faut  que 
nous  déterminions  la  valeur  de  la  somme  des  impulsions  des 
forces  extérieures  projetées  sur  un  axe  quelconque,  eu  com- 
prenant les  forces  d’inertie  parmi  ces  forces  extérieures. 

Soit  ü f Frf/  la  somme  des  impulsions  des  forces  exlé- 

J O 

Heures  réellement  appliquées  an  système,  en  projection  sur 
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l’axe  dont  il  s’agit.  Si  l'on  désigne  par  M la  masse  totale  du 
système,  et  par  u la  vitesse  absolue  de  sou  centre  de  gra- 
vité, en  projection  sur  le  même  axe,  on  aura  évidemment 


pour  la  somme  des  forces  d'inertie  des  divers  points  du  sys- 
tème projetées  sur  cet  axe;  la  somme  des  impulsions  de  ces 
forces  d'inertie  projetées,  pendant  le  temps  /,  a donc  pour 
valeur 


c’est-à-dire  que  cette  somme  est  égale  à 


— Ma  p M m0. 


en  désignant  par  i/„  la  valeur  de  u au  commencement  du 
temps  t.  Ainsi,  la  somme  des  impulsions  de  toutes  les  forces 
extérieures  que  nous  devons  considérer  ici,  en  projection 
sur  l’axe  dont  il  s’agit,  est  égale  à 

v j ‘h  di  — Mu -Ml m„. 


Mais  nous  savons,  d’après  le  premier  théorème  général  ap- 
pliqué au  mouvement  absolu  du  système,  que  le  centre  de 
gravité  se  meut  comme  un  point  matériel  de  masse  M sou- 
mis aux  actions  de  forces  égales  et  parallèles  aux  forces 
extérieures  du  système  ; de  sorte  que , si  l’on  applique  h; 
deuxième  théorème  général  au  mouvement  de  ce  point  ma- 
tériel unique,  on  aura,  en  projection  sur  le  même  axe  que 
précédemment , 

/» t 

Mm  — i Vdt. 

t)  ° 

11  résulte  de  là  que  la  somme  d’impulsions  que  nous  venons 
de  trouver  est  nulle  ; et  que  par  conséquent,  dans  le  mou- 
vement relatif  dont  nous  nous  occupons,  l'accroissement  to- 
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tal  de  la  somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur 
un  axe  quelconque  est  égal  à zéro , c’est-à-dire  que  cette 
somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  conserve 
constamment  la  même  valeur.  Il  est  aise*  de  vérifier  directe- 
ment cette  conséquence  du  deuxième  théorème  général , en 
observant  que,  si  x est  l’une  des  coordonnées  d’un  quelcon- 
que des  poiuls  matériels  du  système  par  rapport  aux  axes 
mobiles  menés  par  le  centre  de  gravité,  et  si  tn  est  la  masse 
de  ce  point  matériel,  on  a constamment 

i mx= o ; 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

dx 

lmTt  =o. 

Ainsi,  non-seulemein  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  un  axe  quelconque  pris  pour  axe  de  x est 
constante,  comme  l'indique  le  deuxième  théorème  général, 
mais  encore  cette  somme  est  nulle. 

Le  troisième  théorème  général,  appliqué  au  mouvement 
relatif  qui  fait  l’objet  de  ce  paragraphe,  ne  donne  lieu  à au- 
cune remarque  particulière,  quand  Taxe  par  rapport  auquel 
on  prend  les  moments  des  quantités  de  mouvement  et  des 
impulsions  ne  passe  pas  par  l’origine  des  axes  mobiles,  c’est- 
à-dire  par  le  centre  de  grav  ité  du  système  matériel  considéré. 
Mais  lorsque  cet  axe,  auquel  se  rapportent  les  moments, 
passe  par  le  centre  de  gravité,  l’application  du  troisième 
théorème  général  se  simplifie,  tu  effet , les  forces  d’inertie 
des  divers  points  matériels  qui  composent  le  système,  sont 
parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces 
points;  ces  forces  d’inertie,  composées  comme  si  elles  agis- 
saient sur  un  solide  invariable,  ont  donc  une  résultante  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité;  et  par  conséquent  la  somme 
des  moments  des  impulsions  de  ces  forces,  par  rapport  à un 
axe  quelconque  mené  par  le  centre  de  gravité,  est  nulle 
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d'elle-méme  : donc  le  troisième  théorème  géuéral  s’applique 
dans  ce  cas,  sans  qu’on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force 
apparente,  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  système. 
On  en  conclut  que,  dans  le  cas  particulier  où  les  forces 
extérieures  réelles,  composées  comme  si  elles  agissaient  sur 
un  solide  invariable,  ont  une  résultante  nulle  ou  passant 
constamment  par  le  centre  de  gravité,  le  théorème  des  aires 
(§  228)  a lieu  dans  le  mouvement  relatif  dont  nous  nous  oc- 
cupons, pour  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quel- 
conque, en  prenant  ce  point  pour  origine  des  rayons  vec- 
teurs menés  aux  divers  points  matériels  du  système  : dans 
ce  cas,  le  plan  du  maximum  des  aires  conserve  une  direc- 
tion constante  dans  l'espace,  et  la  somme  des  aires  projetées 
sur  ce  plan,  à partir  d’une  époque  fixe  quelconque,  aug- 
mente proportionnellement  au  temps.  C’est  en  appliquant 
ce  qui  précède  au  mouvement  de  notre  système  planétaire, 
que  Lapiace  a été  conduit  à considérer  le  plan  du  maximum 
des  aires  correspondant  au  centre  de  gravité,  dans  le  mou- 
vement de  ce  système  par  rapport  à des  axes  de  direction 
constante  menés  par  ce  point,  plan  auquel  il  a donné  le  nom 
d v plan  invariable  et  qu’il  a proposé  de  prendre  pour  plan 
fixe  dans  l’étude  du  mouvement  des  divers  astres. 

Pour  appliquer  le  quatrième  théorème  général  au  mou- 
vement d’un  système  matériel , par  rapport  à des  axes  de 
direction  constante,  menés  par  son  centre  de  gravité,  il  faut 
déterminer  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  qui  agissent  sur  les  diverses  par- 
ties du  système,  y compris  les  forces  d’inertie , qu’on  doit 
joindre  aux  forces  nielles , pour  que  le  mouvement  relatif 
puisse  être  traité  comme  un  mouvement  absolu.  Mais  si  l'on 
observe  que  ces  forces  d’inertie  sont  parallèles  entre  elles  et 
proportionnelles  aux  masses  des  divers  points  auxquels  elles 
correspondent,  on  verra  qu’on  peut  étendre  à ces  forces  ce 
qui  a été  dit  précédemment  (§  173)  pour  le  travail  de  la 
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•mit 

pesanteur  sur  les  diverses  parties  d’un  système  matériel  en 
mouvement  ; la  somme  des. travaux  des  forces  d’inertie  dout 
il  s’agit  peut  donc  être  remplacée  par  le  travail  d’une  force 
unique  égale  à leur  somme  appliquée  au  centre  de  gravité 
du  système;  et,  par  conséquent,  cette  somme  de  travaux  est 
nulle  dans  le  mouvement  relatif  que  nous  considérons, 
puisque  le  déplacement  du  centre  de  gravité  , par  rapport 
aux  axes  mobiles,  est  constamment  nul.  Il  résulte  de  là  que 
le  théorème  général  des  forces  vives  s’applique  au  mouve- 
ment d’un  système  matériel,  par  rapport  à des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  son  centre  de  gravité , sans 
qu’on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force  apparente  aux  for- 
ces qui  agissent  réellement  sur  le  système. 

§ 235.  11  arrive  fréquemment  que  l’on  décompose  le  mou- 
vement d'un  système  matériel  en  deux  mouvements  compo- 
sants, dont  l’un  est  le  mouvement  du  système  par  rapport 
à des  axes  de  direction  constante  menés  par  son  centre  de 
gravité , et  l’autre  est  le  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes. 
.Vous  allons  voir  comment  on  peut,  dans  ce  cas,  évaluer  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  sys- 
tème, par  rapport  à un  axe,  ainsi  que  sa  force  vive,  dans  le 
mouvement  absolu. 

Soient  «i  la  masse  d’un  point  quelconque  du  système,  et 
x,  y,  : ses  coordonnées  rapportées  à trois  axes  rectangu- 
laires lixes  dans  l’espace.  Les  projections  de  la  quantité  de 
mouvement  de  ce  point  matériel  sur  les  trois  axes  coordon- 
nés ont  pour  valeurs 

dx  (h/  dz 

dt  dt  dt 

Si  l’on  observe  que  les  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment s’évaluent  de  la  même  manière  que  les  moments  des 
forces,  on  verra  (§  177)  que  le  moment  de  la  quantité  de 
mouvement  du  point  dont  il  s’agit,  par  rapport  à l’axe  des  ?, 
a pour  valeur 
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eu  sorte  que  la  somme  di  s moments  des  quantités  de  mou- 
vement des  diverses  parties  du  système  matériel , par  rap- 
port à cet  axe,  est  exprimée  par 


v m 


y 


dx 

dï 


)■ 


Désignons  par  \ , r, , Ç les  coordonnées  du  point  quel- 
conque que  nous  avons  considéré  tout  d’abord,  par  rapport 
à des  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système  paral- 
lèlement aux  axes  lixes;  et  par  r,,  les  coordonnées  de 

ce  centre  de  gravité  rapportées  aux  axes  lixes  : nous  aurons 


, y=yi-+-ï!,  z=2i-+-ç. 

En  vertu  de  ces  relations,  l’expression  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  du  système,  par 
rapport  à l’axe  fixe  des  2 , pourra  être  mise  sous  la  forme 


>■  . , ...  dxt  </ti, 

Mais  les  quantités  x,,  y ,,  -jj  , , ne  variant  pas  quand 

ou  passe  d’un  point  à un  autre  du  système  matériel , peuvent 
être  mises  en  dehors  du  signe  2 ; d’ailleurs,  d’après  les  pro- 
priétés du  centre  de  gravité  qui  reste  constamment  à l’ori- 
gine des  axes  des  £,  n,  £,  on  a (§  166) 

2m^=o,  2mn=o. 

et  par  suite 

v v drt 

2m-  =0,  l = 0. 
dt  dt 

Il  s'ensuit  que , si  l’on  désigne  par  M la  masse  totale  du 
système  matériel , l’expression  précédente  se  réduit  à 

au 
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Un  voit  par  là  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  du  système , par  rapport  à un  axe  fixe  quel- 
conque (qu’on  peut  toujours  prendre  pour  axe  des  z),  se 
compose  de  deux  parties , dont  l’une  est  ce  que  deviendrait 
cette  somme  si  toute  la  masse  du  système  était  concentrée 
en  son  centre  de  gravité,  et  l’autre  est  une  somme  de  mo- 
ments analogue,  prise  dans  le  mouvement  relatif  du  système 
rapporté  à des  axes  de  direction  constante  menés  par  son 
centre  de  gravité,  et  par  rapport  à un  axe  parallèle  à l'axe 
fixe  passant  par  ce  point. 

En  adoptant  les  mêmes  notations , on  aura , pour  repré- 
senter la  force  vive  du  système  matériel,  l’expression 


2 m 


[(î)*-"(î)‘ -(£)'] 


Eu  vertu  des  relations  écrites  précédemment  entre  les  coor- 
données x,  y , z d’un  point  quelconque  rapportées  aux  axes 
fixes,  les  coordonnées  £,  r,,  Ç du  même  point  rapportées  aux 
axes  mobiles,  et  les  coordonnées  xt,  y,,  z,  du  centre  de 
gravité,  on  pourra  mettre  celte  expression  de  la  force  vive 
du  système  sous  la  forme 

+ ) 
rfao  rfP  rfy,-  dr,  dz,  rfÇ  ( 

+ rfT,b  + 2 rfH/T 


2 m 


,1.  F • 


+ 


(§H£H§)’ 


Mais  si  l’on  fait  sortir  les  quantités  ^ jÿ  du  sigue 

2,  et  si  l’on  tient  compte  de  ce  que  l’on  a 


V ^ 

2mJ;  = o, 


dr, 

. m — = o 
dt 


v dï 
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celle  valeur  de  la  force  vive  du  système  se  réduira  à 


On  peut  donc  dire  que  lu  force  vive  du  système , dans  son 
mouvement  absolu  , peut  se  décomposer  en  deux  parties, 
dont  l'une  est  la  force  vive  dont  le  système  serait  anime  si 
toute  sa  masse  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité,  et 
l’autre  est  la  force  vive  qu'il  possède  dans  son  mouvement 
par  rapport  aux  axes  de  direction  constante  menés  par  ce 
point. 

^ 236.  Application  des  théorèmes  généraux  au  cas 
des  systèmes  matériels  dans  lesquels  on  imagiue  des 

liaisons.  — Ce  n’est  pas  seulement  dans  les  questions  d’é- 
qnilibre  qu'il  est  utile  souvent  de  supposer  que  le  système 
matériel  dout  ou  s’occupe  est  assujetti  à certaines  liaison» 
(3  1 8G) ; il  est  aussi  très- commode,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  d’avoir  recours  à la  considération  des  liaisons , pour 
simplifier  l’étude  du  mouvement  d’un  système  matériel.  Nous 
allons  voir  comment  les  quatre  théorèmes  généraux  relatifs 
au  mouvement  d’un  système  matériel  quelconque  peuvent 
s’appliquer  à un  système  dans  lequel  on  imagine  de  pareilles 
liaisons.  Nous  supposerons  toujours  que  ces  liaisons  sont 
toutes  comprises  dans  les  trois  espèces  distinctes  que  nous 
avons  définies  précédemment  (§  186). 

Si  l’on  remplace  les  liaisons  par  des  forces  capables  d'en 
tenir  lieu,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  expliqué  lorsque  nous 
nous  occupions  de  l’équilibre  des  systèmes  matériels  , il  est 
clair  que  le  système  dont  on  s’occupe  rentre  dans  le  cas  gé- 
néral que  nous  avons  considéré  jusqu’à  présent;  et  que,  par 
conséquent,  les  théorèmes  généraux  peuvent  lui  être  appli- 
qués sans  difficulté.  Reste  à voir  quel  est  le  rôle  que  jouent 
alors  les  forces  qu’on  a substituées  aux  liaisons,  et  qui  ne 
sont  pas  connues  à priori. 

30. 
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Dans  les  trois  premiers  théorèmes  généraux,  les  forces  in- 
térieures du  système  disparaissent  d’elles-mémes,  ainsi  que 
nous  l’avons  observé  lorsque  nous  avons  établi  ces  théorè- 
mes ; il  s'ensuit  que  toutes  les  forces  de  liaisons  qui  sont  des 
forces  intérieures  disparaissent  également  dans  ces  trois 
ihéorèmes,  en  sorte  que  l’on  peut  en  faire  abstraction  sans 
qu’il  en  résulte  aucune  erreur.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu’on 
suppose  que  certains  points  du  système  matériel  sont  assu- 
jettis à rester  à des  distances  invariables  les  uns  des  autres, 
ou  bien  que  certaines  parties  du  système,  considérées  comme 
des  solides  invariables,  sont  assujetties  à rester  en  coiilael 
les  unes  avec  les  autres,  sans  frottement,  on  peut  appliquer 
les  trois  premiers  théorèmes  généraux  sans  se  préoccuper 
en  aucune  manière  des  forces  capables  de  tenir  lieu  de  ces 
liaisons.  Mais  il  n’en  serait  plus  de  même  si  l'on  supposait 
que  certains  points  du  système  sont  obligés  de  rester  sur  des 
courbes  fixes  ou  sur  des  surfaces  fixes  : les  forces  qui  peu- 
vent remplacer  les  courbes  fixes  ou  les  surfaces  fixes  dont 
il  s'agit,  sont  des  forces  extérieures  pour  le  système  matériel 
dont  on  s’occupe,  et  elles  doivent  être  prises  en  considéra- 
tion, tout  aussi  bien  que  les  autres  forces  extérieures,  dans 
l'application  des  trois  premiers  théorèmes  généraux  à ce 
système  matériel. 

Quant  à l’application  du  théorème  général  des  forces  vives 
à un  système  matériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons, 
elle  peut  se  faire  dans  tous  les  cas  sans  qu’on  tienne  compte 
des  forces  capables  de  remplacer  les  liaisons.  En  effet,  le 
mouvement  dont  le  système  est  animé,  pendant  un  élément 
de  temps  quelconque , est  nécessairement  compatible  avec 
les  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti  ; les  travaux  développés 
par  les  forces  de  liaisons  pendant  cet  élément  de  temps  dis- 
paraissent donc  d’eux-mémes  dans  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  système 
CS  186);  et  par  conséquent  le  théorème  des  forces  vives 
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peut  être  applique  comme  si  ces  forces  de  liaisons  n’exis- 
taient pas. 

On  peut  imaginer  des  liaisons  dans  un  système  matériel 
dont  on  étudie  le  mouvement  relatif,  tout  aussi  bien  que 
dans  un  système  dont  on  étudie  le  mouvement  absolu;  et 
tout  ce  qui  vient  d’être  dit,  pour  l’application  des  quatre  théo- 
rèmes généraux  au  mouvement  absolu  d'un  système  à liai- 
sons, est  vrai  pour  le  mouvement  relatif  d’un  pareil  système. 
Il  est  bon  d’observer  cependant  que, si  l’on  suppose  que  cer- 
tains points  du  système  sont  assujettis  à rester  sur  des  cour- 
bes ou  sur  des  surfaces,  sans  frottement,  on  ne  peut  appli- 
quer le  théorème  général  des  forces  vives  au  mouvement  du 
système  par  rapport  à des  axes  mobiles , en  ne  tenant  pas 
compte  des  forces  capables  de  remplacer  ces  liaisons,  qu'au- 
tant  que  les  courbes  ou  surfaces  dont  il  s’agit  sont  fixes  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  c’est-à-dire  qu’elles  se  meuvent 
avec  ces  axes  sans  changer  de  position  par  rapport  à eux  ; 
si  l’on  regardait  certains  points  du  système  comme  assujettis 
à rester  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes  d’une  ma- 
nière absolue  dans  l’espace,  on  devrait  tenir  compte  du  tra- 
vail des  forces  capables  de  remplacer  ces  courbes  et  ces 
surfaces,  dans  l’équation  des  forces  vives  appliquées  au  mou- 
vement du  système  par  rapport  à des  axes  mobiles. 

§ 237.  Pour  donner  un  exemple  de  l’application  des  con- 
sidérations qui  précèdent,  nous  allons  chercher,  à l’aide  du 
théorème  général  des  forces  vives,  à nous  rendre  compte  de 
la  stabilité  de  l’équilibre  d’un  système  pesant  à liaisons. 
Nous  avons  vu  (§  189)  qu'un  système  de  ce  genre  est  en 
équilibre,  lorsque  son  centre  de  gravité  ne  sort  pas  du  plan 
horizontal  qui  le  contenait  tout  d'abord,  quel  que  soit  le  dé- 
placement infiniment  petit  et  compatible  avec  les  liaisons, 
que  l'on  attribue  au  système.  Admettons  maintenant  que  l'on 
donne  au  système  un  déplacement  fini,  mais  très-petit  et  tou- 
jours compatible  avec  les  liaisons  , et  que  , quel  que  soit  ce 
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déplacement  fini,  le  centre  de  gravité  du  système  s’élève  tou- 
jours au-dessus  de  sa  position  d’équilibre;  le  théorème  gé- 
néral des  forces  vives  va  nous  montrer  que,  dans  ce  cas,  l’é- 
quilibre du  système  est  niable.  Nous  allons  voir  en  effet , a 
l’aide  de  ce  théorème,  que  si  l’on  dérange  très-peu  le  sys- 
tème de  sa  position  d’équilibre,  et  qu’on  l’abandonne  ensuite 
à lui-même , l’action  de  la  pesanteur  tendra  toujours  à l’y 
ramener. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquerons  d’abord 
que  le  système  matériel  dont  il  s’agit  ne  peut  pas  rester  im- 
mobile dans  la  nouvelle  position  qu’on  lui  a donnée,  pourvu 
toutefois  que  le  déplacement  attribué  à ce  système  soit  suf- 
fisamment petit.  Car  le  centre  de  gravité  du  système,  qui 
s’est  élevé  par  hypothèse  dans  ce  déplacement  fini  , conti- 
nuerait encore  à s’élever  infiniment  peu  si  l’on  donnait  au 
système  un  nouveau  déplacement  infiniment  petit  dans  le 
meme  sens  que  le  précédent;  et , par  conséquent , on  voit 
que  la  condition  d’équilibre  n’est  plus  remplie  pour  la  posi- 
lion  qu’occupe  le  système  après  qu’il  a subi  le  déplacement 
fini  dont  il  est  question.  Le  système  matériel , ne  pouvaul 
pas  être  en  équilibre  dans  la  nouvelle  position  qu’on  lui  a 
donnée,  se  mettra  nécessairement  en  mouvement  sous  l’ac- 
tion de  la  pesanteur,  et  par  conséquent  acquerra  une  cer- 
taine force  vive.  Or  sa  force  vive  ne  peut  s’accroître  qu’autant 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  qui  lui  sont  appliquées 
est  positive  (§,  230);  d’un  autre  côté  les  forces  capables  de 
remplacer  les  liaisons  ne  fournissent  aucun  terme  dans  cette 
somme  de  travaux  (§  236)  : il  en  résulte  que,  dans  le  mou- 
vement que  prend  le  système  matériel  abandonné  à lui-même 
après  avoir  été  dérangé  très-peu  de  sa  position  d’équilibre, 
le  travail  dû  à la  pesanteur  doit  être  positif.  Mais  nous  sa- 
vons que  ce  travail  est  le  même  que  si  la  masse  entière  du 
système  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité;  donc, 
dans  le  mouvement  dont  il  s’agit , ce  centre  de  gravité  ne 
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peut  que  descendit*,  e’ost-à-dirc  qu’il  se  rapproche  ncccs- 
sairenienl  de  la  position  qu’il  occupait  lorsque  le  système 
était  en  équilibre. 

Un  raisonnement  analogue  ferait  voir  qu’au  contraire, 
dans  le  cas  où  le  centre  de  gravité  du  système  pourrait  s’a- 
baisser par  suite  d’un  déplacement  fini,  mais  très-petit,  attri- 
bué au  système,  l’équilibre  serait  instable ; c’est-à-dire  que 
le  système,  abandonné  à lui-même  après  avoir  subi  un  pa- 
reil déplacement,  non-seulement  ne  reviendrait  pas  vers  la 
position  d’équilibre  qu’il  avait  d’abord  , mais  encore  conti 
nuerait  à s’en  éloigner. 


-»©« 
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§ 238.  Théorie  dm  moments  d’inertie.  — Si  Ion  mul- 
tiplie la  masse  m d’un  quelconque  des  points  matériels  qui 
composent  un  solide  invariable  par  le  carré  de  la  distance  r 
de  ce  point  à une  droite  quelconque  D,  et  qu’on  ajoute  tous 
les  produits  ainsi  obtenus  pour  les  divers  points  du  solide, 
on  trouve  une  somme  2 mr*  qui  joue  un  rôle  très-important 
dans  le  mouvement  d’un  pareil  solide , ainsi  que  nous  le 
verrons  bientôt  On  donne  à cette  quantité  le  nom  de  mo- 
ment d’inertie  du  solide  par  rapport  à la  droite  D. 

Le  moment  d’inertie  2mrs  d’un  solide  par  rapport  à une 
droite  D étant  calculé , supposons  que  l'on  détermine  nue 
ligne  k par  la  condition  que  l'on  ait 

M étant  la  masse  du  solide  tout  entier  : cette  ligne  k est  ce 
qu’on  nomme  le  rayon  dé  giration  du  solide  par  rapport  à 
la  droite  D.  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  n’est  autre  chose  que 
le  rayon  d’une  surface  cylindrique  de  révolution , qui  aurait 
la  droite  D pour  axe,  et  sur  laquelle  on  pourrait  répartir  la 
masse  tout  entière  du  solide  sans  que  sou  moment  d'inertie 
par  rapport  à cette  droite  D changeât  de  valeur. 

Pour  calculer  la  valeur  du  moment  d’inertie  d'un  solide 
invariable  par  rapport  à une  droite  donnée,  concevons  que 
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nous  rapportions  le  solide  à trois  :i\es  coordonnés  rectangu- 
laires, dont  l'un,  l’axe  des  a-,  coïncide  avec  la  droite  dont  il 
s'agit  ; et  que  nous  le  décomposions  en  éléments  rectangu- 
laires, comme  nous  l’avons  déjà  fait  pour  la  recherche  du 
centre  de  gravité  (§  16à).  Si  nous  désignons  par  p la  masse 
spécifique  du  solide  au  point  dont  les  coordonnées  sont  .r,  y, 

2 , nous  aurons  p dxdydx  pour  la  masse  d’un  élément  situé 
en  ce  point;  d’un  autre  côté,  le  carré  de  la  distance  de  ce 
point  à l’axe  des  x est  égal  à y2  r3  ; de  sorte  que  le 
moment  d’inertie  du  solide  par  rapport  à cet  axe  a pour 
valeur 

///  p ( ys  + ) dx  d,j  dz  - ■ — 

!"intégralc  triple  s’étendant  à tous  les  éléments  dont  le  so-  » ‘S 
lide  sc  compose.  On  pourra  souvent  simplifier  la  détermina- 
tion de  cette  intégrale,  en  remarquant  quelle  est  la  somme 
des  deux  suivantes  : 

% r 

f f f?  'J*  dxdy  tiz,  fff  p dx  dy  dz. 

La  masse  totale  du  solide  a de  même  pour  valeur 

fff  p dxdydz; 

on  en  conclut  que  le  rayon  de  giration  k sera  donné  par  la 
formule 

A,  _fff?(y'i  + **)  dxdy  dz 

f ff  p dxdydz 

On  peut  observer  que , si  le  solide  est  homogène , p est  une 
constante  qu’on  peut  supprimer  comme  facteur  commun  aux 
deux  termes  de  la  valeur  de  k 1 ; ce  qui  montre  que,  dans  ce 
cas , le  rayon  de  giration  ne  dépend  que  de  la  forme  qu’af- 
fecte le  solide,  et  est  entièrement  indépendant  de  sa  densité. 

Voici  quelques  résultats  auxquels  on  parvient  facilement , 
en  suivant  la  marche  qui  vient  d’être  indiquée.  Ils  sc  rap- 
portent exclusivement  à des  solides  homogènes. 


/■ 
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V Cylindre  droit  à boxe  circulaire.  — Le  rayon  de  gi- 
ration k d'un  cylindre  droit  à base  circulaire  de  rayon  R, 
par  rapport  à l’axe  de  figure  de  ce  cylindre,  est  donné  par  la 
formule 

k1  = ~ R% 

2°  Couche  cylindrique  de  re'ro/nfion.  — Pour  une  cou- 
che cylindrique  de  révolution  dont  les  rayons  intérieur  et 
extérieur  sont  R et  R’,  on  a pour  déterminer  le  rayon  de 
giration  relatif  à l’axe  de  figure, 

**  = (R5  + R’1). 

Si  l’on  nomme  Ri  le  rayon  moyen  de  celte  couche,  et  e sou 
épaisseur,  on  peut  remplacer  la  formule  qui  précède  par 
celle-ci 

A*  ==  R,1  -f-  a <•’. 

5“  Sphère.  — Le  rayon  de  giration  d'uue  sphère  de  rayon 
R,  par  rapport  à un  de  ses  diamètres  , est  fourni  par  la  re- 
lation 

k 1 = 1 R1. 

U"  Parallèlipipède  rectangle.  — Dans  le  cas  d’un  pa- 
rallélépipède rectangle  dont  les  trois  arêtes  sont  a , b,  c,  si 
l’on  détermine  le  rayon  de  giration  par  rapport  à une  paral- 
lèle aux  arêtes  a menée  parle  centre  du  solide,  on  trouve 

Après  avoir  défini  le  moment  d’inertie  d’un  solide  par 
rapport  à une  droite , ainsi  que  le  rayon  de  giration  qui  en 
dépend,  et  avoir  indiqué  la  marche  à suivre  pour  en  déter- 
miner les  valeurs , nous  allons  nous  occuper  de  comparer 
entre  eux  les  moments  d'inertie  d'un  même  solide  par  rap- 
port aux  diverses  droites  qu’on  peut  imaginer  dans  l’espace. 

§ 2.19.  Prenons  d’abord  deux  droites  parallèles  A R,  A B', 
fiy.  113,  dont  l’une  A' B’  passe  par  le  centre  de  gravité  G du 
solide.  Soit  M un  point  quelconque  du  solide , situé  à des 
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distances  MN  = r,  et  M 1‘—  r de  ces  deux  droites.  Si  nous 

désignons  par  a la  distance  N I’ 
des  deux  droites,  et  par  s la  dis- 
tance PQ  du  point  I*  au  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  .M  sur  PN,  nous  aurons 
r*  — a2  -f-  r’1  — ‘2  a :. 

Multiplions  tous  les  termes  par 
la  masse  m du  point  M , et 
ajoutons  ensuite  membre  à membre  toutes  les  équations  de 
même  forme  relatives  aux  différents  points  matériels  dont 
le  solide  est  composé  : nous  trouverons  ainsi 

2 mr1  = ima’+imr'1  — 2 Zmaz. 

Mais  a est  une  constante  qui  peut  être  mise  en  dehors  du 
signe  d’ailleurs,  z étant  évidemment  la  distance  du  point 
M à un  plan  mené  par  A' B' perpendiculairement  au  plan 
AB  A' B',  on  a 

2 m z = o , 

puisque  le  centre  de  gravité  G est  situé  dans  le  plan  dont  il 
s'agit  (§  163)  : donc,  si  l’on  désigne  par  M la  masse  totale 
1 m du  solide,  la  relation  précédente  se  réduit  à 
v m r"  — M a1  + 2 ni  r ' 

Ainsi  le  moment  d’inertie  du  solide  par  rapport  à la  droite 
AB,  est  égal  au  moment  d’inertie  du  même  solide  par  rap- 
port à une  parallèle  à AB  menée  par  son  centre  de  gravité, 
augmenté  du  produit  de  la  masse  du  solide  par  le  carré  de 
la  distance  de  son  centre  dfe  gravité  à la  droite  A B On  voit 
par  là  que  la  connaissance  du  moment  d'inertie  du  solide, 
par  rapport  à une  droite  menée  par  son  centre  de  gravité, 
suffit  pour  qu’on  puisse  en  déduire  immédiatement  le  mo- 
ment d’inertie  de  ce  solide  par  rapport  à une  droite  quel- 
conque parallèle  à la  première. 
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§ 240.  Comparons  maintenant  les  moments  d’ineitie  du 
solide  par  rapport  aux  diverses  droites  qui  passent  par  nu 

même  point  O de  l’es- 
pace. Nous  ferons  passer 
par  ce  point  O,  fig.  114, 
trois  axes  rectangulaires 
OX,  O Y,  OZ.  Soit  OA  la 
droite  par  rapport  à la- 
quelle nous  allons  pren- 
dre le  moment  d’inertie 
du  solide;  désignons  par 
x , ê , y les  angles  que 
cette  droite  fait  avec  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Pour  un  point 
quelconque  M dont  les  coordonnés  sont  x,  y,  z,  et  dont  la 
projection  sur  la  droite  OA  est  en  P,  on  a 


MP2  = OM2 — OP*. 

— x3  + y'+2!  — (xcosa-l-y  cos§  +-  rcosy)5 

(1  — cos3at)  + y3  ( 1 — cos3ô)  -|-  22(i  — covy  ) | 

| — 2xycosotcoso  — 2x2cosaCosy — 2y2cosocosy)  ' 

Si  l'on  observe  qu’on  a 

cos3  a.  -+-  cos3  6 -+•  cos3  y = 1 , 
on  verra  que  les  trois  quantités 

1 — cos3«,  1 — cos’6,  1 — cos3y  , 
peuvent  être  remplacées  respectivement  par 

cos’o  + cos3y , cos3  a + cos3  y , cos3  x 1 cos3  c . 

Eu  faisant  cette  substitution,  et  groupant  ensuite  les  termes 
convenablement,  on  trouve 


MP3  = 


( y ' + z1  ) cos2  x 1 (x-  -1-  c3)  cos3  c \-  (x*  4-  y3)  cos'  y I 
— 2yzcosê  cosy  — 'Ixz  cosacosy  — 2xy  cosa  cosc  ) 


.Multiplions  tous  les  termes  de  celte  équation  par  la  niasse 
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m du  point  M,  puis  ajoutons  membre  à membre  toutes  les 
équations  analogues  relatives  aux  différents  points  matériels 
du  solide  : nous  aurons  ainsi  la  valeur  du  moment  d’inertie 
Xmr2  du  solide  par  rapport  à la  droite  O A,  valeur  qui  peut 
s’écrire  de  cette  manière 

A eus1  a + Bcos’ô  + Ccos’y  j 

— 2 DcosScosy  — 2 E cos  a cos  y — 2 F cos  a coso  ) ' 

en  posant 

Zm(y!-H>)  = A,  Xm(**  + 2*)=B,  Im  (,r1  + y’)  = C , 
2my;  = D,  Xmxz  — E , X mxy  — F. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  lettres  A,  B,  C,  désignent 
respectivement  les  moments  d’inertie  du  solide  par  rapport 
aux  axes  OX,  OY,  OZ.  Pour  voir  comment  varie  le  moment 
d’inertie  Xrnr3  relatif  à la  droite  OA,  lorsque  cette  droite 
prend  successivement  diverses  positions  autour  du  point  O, 
portons  sur  sa  direcliou  , et  à partir  du  point  0,  une  lou- 
1 

gucur  OB  égale  à — . ; nous  allons  chercher  le  lieu  géo- 

VXm  rJ 

métrique  du  point  B ainsi  obtenu.  Si  nous  désignons  par 
X,  Y,  Z,  les  coordonnées  de  ce  point  B,  nous  aurons 

fûsa =X  y'V  tnt2,  coso  = Yy’Xmr1,  cosy  = Z y'XmrT 

En  substituant  ces  valeurs  de  cos  a,  coso,  cosy , dans  l’ex- 
pression du  moment  d’inertie,  et  supprimant  Xmr*  qui  est 
facteur  commun,  il  vient  : 

1=AX,+  BY1-|-CZ1—  2DYZ— 2EXZ  — 2FXY. 

C’est  l’équation  de  la  surface  qui  renferme  tons  les  points 
tels  que  B.  Cette  surface  est  du  second  ordre,  et  a le  point  O 
pour  centre:  d’ailleurs,  le  moment  d’inertie  Xmr*  ne  pouvant 
être  nul  pour  aucune  droite  menée  par  le  point  O,  le  rayon 
vecteur  O B ne  peut  pas  devenir  infini  : donc  c’est  un  ellip- 
soïde. Ce  résultat  très-simple  nous  donne  une  image  nette 


Xmr'  = 
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des  rapports  de  grandeur  qui  existent  entre  les  moments 
d'inertie  du  solide  relatifs  aux  diverses  droites  menées  par 
un  même  point  de  l'espace. 

Les  axes  de  l'ellipsoïde  auquel  nous  venons  de  parvenir 
sont  ce  qu’on  nomme  les  axe»  principaux  du  solide  relati- 
vement au  point  ü.  Si  on  les  prend  pour  axes  coordonnés, 
l’équation  de  l’ellipsoïde  se  simplifie  et  se  réduit  à 

1 =AX3  + BY5  -t-CZ1; 

c’est-à-dire  que,  pour  ce  système  particulier  d'axes  coordon- 
nés, les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  les  lettres 
1),  E,  F,  sont  milles.  La  valeur  de  Imr 1 relative  à l'axe  U.V 
devient  dans  ce  cas 

2mr,  = A cos*  a -+-  B cos*  6 G cos2  y ; 

et  les  moments  d’inertie  que  représentent  les  lettres  A,  B,C, 
prennent  le  nom  de  moment*  d’inertie  principaux  du  so- 
lide relatifs  au  point  U. 

On  voit  que  les  axes  principaux  que  nous  venons  de  défi- 
nir sont  caractérisés  par  les  trois  relations 

'S.myz—o,  ?.mxz—o,  ltnxy  = o , 

qui  ont  lieu  lorsqu’on  prend  ces  trois  axes  pour  axes  coor- 
donnés. Si  l’on  considère  seulement  deux  de  ces  trois  rela- 
tions, les  deux  dernières  par  exemple,  elles  expriment  que 
l'équation  de  l’ellipsoïde  ne  contient  pas  la  variable  X au 
premier  degré  ; il  s’ensuit  évidemment  que  ces  deux  rela- 
tions prises  ensemble  constituent  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'axe  des  x soit  un  axe  principal  du 
solide  relatif  au  point  0. 

A chaque  point  de  l’espace  correspond  un  ellipsoïde  tel 
que  celui  que  nous  venons  de  trouver,  et  qui  donne  la  loi  des 
moments  d'inertie  du  solide  considéré  par  rapport  aux  di- 
vers axes  menés  par  ce  point.  Celui  de  ces  ellipsoïdes  qui 


Digitized  by  Google 


MOUVEMENT  D’UN  SOLIDE  INVARIABLE.  479 

correspond  au  centre  de  gravité  du  solide  est  spécialement 
désigné  sous  le  nom  dW Hpno'ide  central. 

II  peut  arriver  que  l'ellipsoïde  correspondant  à un  point 
soit  de  révolution  ; alors  les  moments  d’inertie  relatifs  à 
toutes  les  droites  menées  par  sou  centre,  perpendiculaire- 
ment à son  axe  de  révolution  , sont  égaux  entre  eux  : toutes 
ces  droites  sont  des  axes  principaux  du  solide.  Si  l'ellipsoïde 
devieut  une  sphère,  une  droite  quelconque  menée  par  le 
point  auquel  il  se  rapporte  est  un  axe  principal  du  solide. 

, Un  axe  principal  relatif  au  centre  de  gravité  du  solide 
jouit  de  la  propriété  d’être  en  même  temps  axe  principal  du 
solide  pour  un  quelconque  de  ses  points.  En  effet,  si  l’on 
rapporte  le  solide  à trois  axes  coordonnés  rectangulaires 
menés  par  son  centre  de  gravité , en  prenant  la  droite  dont 
il  s'agit  pour  axe  des  x,  on  aura 

2,mxy  = o,  Zmxz=o, 

puisque  cette  droite  est  par  hypothèse  un  axe  principal  du 
solide  par  rapport  à son  centre  de  gravité.  Concevons  main- 
tenant que  l’on  transporte  les  axes  des  y et  des  z,  parallèle- 
ment à eux-mêmes,  en  un  point  situé  sur  l’axe  des  x à une 
distance  a de  l’origine;  on  passera  des  coordonnées  relatives 
aux  axes  primitifs  à celles  qui  se  rapportent  aux  nouveaux 
axes,  en  changeant  simplement  x en  a + *’•  Les  deux  rela- 
tions précédentes  deviendront  donc 

Zmy  (a  + x')  = a , 2»n(fl+ar')=o; 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  se  réduiseul  à 
2,mx'y  = 0,  2mi'j=o, 

car,  par  une  propriété  connue  du  centre  de  gravité,  on  a 
ni  y — o,  = o. 

ün  voit  donc  que  l’axe  des  x est  un  axe  principal  du  solide, 
par  tapport  à la  nouvelle  origine  des  coordonnées,  quelle  que 
soit  la  distance  « de  cette  nouvelle  origine  à l’ancienne  : c’est 
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ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer.  On  peut  recon- 
naître facilement  d’ailleurs,  pardes  considérations  analogues 
aux  précédentes,  qu'il  n’y  a que  les  axes  principaux  relatifs 
ail  centre  de  gravité  du  solide  qui  jouissent  de  la  propriété 
dont  il  s'agit  : une  droite  ne  peut  être  un  axe  principal  du 
solide  relativement  à deux  de  ces  points,  qu’autanl  qu’elle 
passe  par  le  centre  de  gravité  du  solide. 

Nous  avons  eu  à considérer  précédemment  le  moment 
d’inertie  d’une  surface  plane , par  rapport  à une  droite  Ira  - 
cée  dans  son  plan  (§  197).  Ce  moment  d’inertie  rentre  évi- 
demment dans  ceux  que  nous  venons  d’étudier  ici  ; et  il  est 
aisé  de  voir  comment  on  peut  lui  appliquer  les  divers  théo- 
rèmes que  nous  avons  établis  relativement  aux  moments 
d’inertie  des  solides. 

^ 2/il.  Mouvement  d'un  solide  Invariable  entière- 
ment libre.  — Pour  trouver  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d’un  solide  invariable  entièrement  libre , nous 
pouvons  nous  servir  du  théorème  de  d’Alembert  (§  221). 
Nous  savons  par  ce  théorème  que  les  équations  dont  il  s’a- 
git s’obtiendront  en  exprimant  que  les  forces  appliquées  au 
solide,  jointes  aux  forces  d’inertie  de  ses  différents  points, 
satisfont  aux  six  équations  (a  ) du  § 177.  Le  solide  étant 
rapporté  à trois  axes  coordonnés  rectangulaires  fixes,  dési- 
gnons par  X,  Y,  Z,  les  composantes,  suivant  les  axes,  d’uue 
quelconque  des  forces  qui  lui  sont  appliquées.  D’un  autre 
côté,  les  composantes  de  la  force  d’inertie  d’un  point  de 
masse  m dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  ont  évidemment 
pour  valeurs 

£ Pj • dry  iPz 

~mdP'  ~mdT1'  ~m  W 

En  exprimant  que  toutes  ces  forces  réelles  et  d’inertie  satis- 
font aux  équations  («)  du  § 177,  on  trouve  facilement  les 
équations  suivantes  : 
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Z m 


d‘x 

dû' 


y \ 

a*  '»  » 


v„,^=yv 

dl*  1 ’ 

v (l  z v / 
2m  — =2  Z, 


2 m 


= 2{Y*-Xy). 


Telles  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  d’un 
solide  invariable  entièrement  libre.  Les  signes  2 des  pre- 
miers membres  indiquent  des  sommes  s’étendant  à tous  les 
pojnts  matériels  dont  le  solide  est  formé  ; quant  à ceux  des 
seconds  membres  , ils  indiquent  des  sommes  qui  s'étendent 
à toutes  les  forces  appliquées  au  solide. 

Nous  pouvons  tirer  immédiatement  de  ces  équations  une 
conséquence  importante.  Nous  avons  vu  qu’un  système  de 
forces  appliquées  à un  solide  invariable  en  équilibre  peut 
être  remplacé  par  un  autre  système  de  forces,  sans  que  l’é- 
quilibre soit  troublé,  pourvu  que  ce  second  système  satis- 
fasse aux  six  conditions  établies  dans  le  § 180  : dans  ce 
cas  les  deux  systèmes  de  forces  sont  dits  équiralenl»  l’uu  à 
l’autre.  Si  l’on  considère  la  forme  des  équations  différen- 
tielles que  nous  venons  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  con- 
ditions d’équivalence  dont  il  vient  d’être  question,  on  en  con- 
clura que  le  système  de  forces  appliquées  à un  solide  inva- 
riable en  mouvement  peut  être  remplacé  par  tout  autre 
système  de  forces  qui  lui  soit  équivalent,  sans  que  le  mou- 
vement du  solide  soit  changé.  Deux  systèmes  de  forces,  qui 
peuvent  être  remplacés  l’un  par  l’autre  pour  agir  sur  un  so- 
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lide  eu  repos , peuvent  donc  aussi  se  remplacer  mutuelle- 
ment pour  a^ir  sur  un  solide  en  mouvement. 

§ 2à2.  Les  six  équations  différentielles  que  nous  venons 
d’obtenir  suffisent  bien  pour  déterminer  complètement  le 
mouvement  du  solide;  mais  elles  ne  sont  pas  sous  une  forme 
commode  pour  effectuer  celle  détermination  : elles  renfer- 
ment comme  inconnues  les  coordonnées  r,  y,  z,  de  tous  les 
poiuts  du  solide,  coordonnées  qui  sont  généralement  en  très- 
grand  nombre.  Pour  pouvoir  se  servir  de  ces  équations,  il 
faudrait  leur  adjoindre  celles  qui  expriment  que  les  distan- 
ces mutuelles  des  différents  points  du  solide  sont  constantes 
et  connues  ; à l’aide  de  ces  dernières  équations,  les  coordon- 
nées des  divers  points  s’exprimeraient  eu  fonction  de  six 
d'entre  elles,  qui  seraient  alors  les  inconnues  dont  les  six 
équations  différentielles  du  mouvement  devraient  fournir  les 
valeurs.  Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  autrement,  pour 
ramener  les  équations  différentielles  à ne  contenir  que  six 
inconnues. 

Nous  savons,  par  le  premier  théorème  général  (§  222), que 
le  centre  de  gravité  du  solide  se  meut  comme  si  toute  la 
masse  du  solide  y était  concentrée , et  que  toutes  les  forces 
appliquées  au  solide  y fussent  transportées  parallèlement  à 
elles-mciues  : en  écrivant  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  centre  de  gravité , ainsi  transformé  en  un 
point  matériel , nous  aurons  déjà  trois  équations  contenant 
trois  inconnues  qui  seroul  les  coordonnées  de  ce  centre  de 
gravité.  Il  uous  restera  à déterminer  le  mouvement  du  so- 
lide autour  de  son  centre  de  gravité,  au  moyen  de  trois  au- 
tres équations  différentielles  ne  contenant  également  que 
trois  inconnues. 

Pour  trouver  ces  trois  autres  équations  , nous  considére- 
rons le  mouvement  du  solide  autour  de  sou  centre  de  gra- 
vité, pendant  un  élément  de  lumps  dt  ; nous  supposerons 
que  ce  mouvement  soit  rapporté  à des  axes  coordonnés  de 
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direction  constante  menés  par  le  centre  de  gravité,  tellement 
choisis  qu'ils  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  solide 
relatifs  à ce  point  (§  260)  au  commencement  du  temps  dt  ; 
et  nous  appliquerons  le  troisième  théorème  général  (§  226) 
à ce  mouvement  infiniment  petit  du  solide,  en  prenant  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions  par 
rapport  à chacun  des  trois  axes  coordonnés.  Le  mouvement 
dont  il  s’agit  est  nécessairement  une  rotation  autour  d’im 
axe  instantané  passant  par  le  centre  de  gravité  ( § 27).  Celte 
rotation  peut  être  remplacée  par  trois  rotations  simultanées 
autour  des  trois  axes  coordonnés  ( §§  55  et  65  ).  Désignons 
par  u la  vitesse  angulaire  dans  la  rotation  du  solide  autour 
de  sou  axe  instantané,  et  par  p,  q,  r les  vitesses  angulaires 
dans  les  rotations  composantes  autour  des  axes  coordonnés 
OX,  UY,  OZ.  Lorsque  le  solide  tourne  de  l’angle  pdt  autour 
de  l’axe  OX,  les  coordonnées  x,  y,  z d’un  quelconque  de 
ses  points  s'accroissent  respectivement  de 

o,  — pzdt,  -\-pydt , 

ainsi  qu'il  est  facile  de  le  reconnaître  ; lorsqu'il  tourne  de 
qdt  autour  de  ÜY,  ces  cordonnées  s’accroissent  de 

+ qzdl,  O,  — qxdt ; 

et  lorsqu'il  tourne  de  rdt  autour  de  OZ,  elles  s’accroissent 
dc 

— rydt , -\~rxdt,  o: 


donc,  lorsque  le  solide  tourne  de  l’angle  cùdt  autour  de  sou 
axe  instantané,  les  mêmes  coordonnées  s’accroissent  de 
(qz  — ry)dt,  ( rx  — pz)dt,  ( py  — qx)dt. 

Il  s’ensuit  que  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  dont 
il  s’agit , suivant  des  parallèles  aux  axes  coordonnés,  ont 
pour  valeurs 


dx 


dy 

— = rx  pz , 


dz 

7S  = py-qx. 


Digitized  by  Google 


U HU  LIVRE  IV.  — DYNAMIQUE.  TROISIÈME  PARTIE. 


Or  la  soimm*  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
divers  points  du  solide  par  rapporta  l’axe  OX  est  exprimée 
(S  177)  par 


1m 


dt )’ 


, , .du  dz 

si  l ou  remplace  dans  celte  expression  ~ et 

valeurs,  elle  devient 


par  leurs 


pim  [y*  +:1)  — qlmxy  — rhnx:  , 
quantité  qui  se  réduit  à A p,  si  l'on  suppose  que  les  axes 
OX,  O Y,  OZ  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  solide, 
et  si  l’on  désigne  comme  précédemment  par  A,  B,  C les  mo- 
ments d'inertie  du  solide  par  rapport  à ces  axes.  On  trouve- 
rait de  même  que  les  sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  du  solide  par  rapport  aux  axes  O Y,  OZ,  ont  pour 
valeurs  l\q,  Cr. 

Ainsi,  au  commencement  du  temps  dt  pour  lequel  nous 
voulons  appliquer  le  troisième  théorème  général,  les  sommes 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  solide,  par  rapport  aux  axes  coordonnés  OX,  O Y,  OZ, 
qui  coïncident  à cet  instant  avec  les  axes  principaux  , sont 
respectivement  égales  à 


A p,  B q,  Cr. 

Cherchons  ce  que  deviennent  ces  sommes  de  moments,  par 
rapport  aux  mêmes  axes  coordonnés,  à la  lin  du  temps  dt. 
A ce  second  instant,  p.  q,  r s’étant  accrus  des  quantités  dp, 
dq , dr  pendant  le  temps  dt,  les  sommes  de  moments  dont 
il  s’agit  auraient  pour  valeurs 

A (p+dp),  B (q+dq),  C (r+dr)  , 

si  les  moments  étaient  encore  pris  par  rapport  aux  axes 
principaux  du  solide;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  parce  que 
les  axes  principaux,  qui  coïncidaient  avec  les  axes  coordon- 
nés au  couuncnccmriil  du  temps  dt,  s'en  sont  écartés  peu- 
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(tanl  cet  élément  de  temps  en  vertu  de  la  rotation  u>dt  du 
solide  autour  de  son  axe  instantané,  ou  ce  qui  est  la  même 
chose  en  vertu  de  ses  trois  rotations  simultanées  pdt , qdt , 
rdt  autour  des  trois  axes  coordonnés.  Pour  arriver  au  résul- 
tat que  nous  cherchons,  considérons  l’axe  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  solide 
par  rapport  à son  centre  de  gravité  (§  161).  D’après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  les  projections  de  cet  axe,  considéré  à 
la  (in  du  temps  dl,  sur  les  positions  qu’occupent  les  axes 
principaux  du  solide  à cet  instant,  ont  pour  valeurs 

\{p  + dp),  ü(q+dq),  L[r-{-dr); 

pour  avoir  la  projection  du  meme  axe  sur  l’axe  coordonné 
OX,  il  faudra  projeter  chacune  des  trois  projections  précé- 
dentes sur  OX,  et  faire  la  somme  des  trois  résultats  ainsi  ob- 
tenus. Or,  par  suite  des  rotations  pdt , qdt,  rdt  autour  des 
trois  axes  O X,  O Y,  OZ,  les  axes  principaux  du  solide  se  sont 
écartés  infiniment  peu  de  ces  axes  coordonnés  OX,  O Y’,  OZ  ; 
et  les  angles  que  ces  trois  axes  principaux  font  avecO  X,  après 
ces  rotations,  ont  évidemment  pour  valeurs 

ylq‘dt1-{-rldCl , --{-rdt,  1—qdt; 

si  l’on  multiplie  les  quantités  A (p  + dp),  ü (q  dq)t 
C (r -+- dr~)  par  les  cosinus  de  ces  trois  angles,  et  que  l’on 
ajoute  les  trois  produits,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d’un  ordre  supérieur  au  premier,  on  trouve 

A(p+dp)-HC  — B)qrdt  : 

nette  expression , qui  représente  la  projection  de  Taxe  du 
moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  sur  OX,  à la 
fin  du  temps  dt,  est  donc  la  valeur  de  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  so- 
lide  par  rapport  à OX,  au  même  instant. 

Si,  de  cette  somme  de  moments  correspondant  à la  fin  du 
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temps  dt,  nous  retranchons  la  valeur  A p de  la  somme  ana- 
logue correspondant  au  commencement  du  temps  dt.  nous 
trouverons 

A</p-+-(C  — B )qrdt , 

qui  représentera  l’accroissement  de  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  du  solide  par  rapport  à OX, 
pendant  le  temps  dt.  D’après  le  troisième  théorème  général, 
cet  accroissement  doit  être  égal  à la  somme  des  moments 
des  impulsions  élémentaires  des  forces  appliquées  au  solide 
pendant  ce  temps  dt,  par  rapport  au  même  axe  OX.  Dési- 
gnons par  L,  AI,  N les  sommes  des  moments  des  forces  dont 
il  s’agit,  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés  OX,  O Y,  OZ. 
Il  est  clair  que  la  somme  des  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires de  ces  forces  pendant  le  temps  dt,  par  rapport  à 
l’axe  OX,  aura  pour  valeur  L dt  ; donc , d'après  le  troisième 
théorème  général,  on  aura 

A dp  + (C  — B)  </rdt  = Ldi. 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes , dans  les- 
quelles l’axe  OX  serait  remplacé  par  les  axes  OY,  OZ,  con- 
duiraient de  même  aux  deux  autres  relations 
B dq+  (A  — C)rqdt  — M dt , 

Cdr+  (B  — \)pqdt  = Nrf/. 

Ces  trois  équations  fout  connaître  les  variations  dp,  dq,  dr 
qu’éprouvent  les  vitesses  angulaires  />,  q,  r du  solide  dans 
ses  rotations  autour  des  trois  axes  principaux  relatifs  à son 
centre  de  gravité,  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt  qui 
s’écoule  à partir  de  l’instant  où  ces  axes  principaux  coïnci- 
daient avec  les  axes  de  direction  constante  OX,  OY,  OZj 
mais,  comme  on  pourrait  les  établir]  de  même  pour  chacun 
des  éléments  de  temps  dt  qui  se  succèdent,  en  employant  à 
chaque  fois  comme  auxiliaires  des  axes  coordonnés  de  di- 
rection constante  qui  coïncident  avec  les  axes  principaux 
du  solide  au  commencement  de  cet  élément  de  temps,  il 
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s’ensuit  qu'on  peut  les  regarder  comme  vraies  pour  tous  les 
éléments  dont  se  compose  un  temps  fini  quelconque.  En  di- 
visant tous  les  termes  parrf/,  on  peut  mettre  ces  trois  équa- 
tions sous  la  forme  suivante 

A^  = (B-C  )f+L> 

B ^ = (C  — A )r/>  + M, 

C (A-B)t>7  + N. 

Ce  sont  les  trois  autres  équations  différentielles  du  mouve- 
ment du  solide  que,  nous  nous  proposions  de  trouver.  Elles 
permettent  de  déterminer  /»,  </,  r en  fonction  de  t ; la  con- 
naissance de  ces  trois  quantités  conduira  à celle  du  cône  lieu 
géométrique  des  positions  successives  de  l’axe  instantané  de 
rotation  à l’intérieur  du  solide  mobile  ( § 35  ),  et  si  l'on  y 
joint  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  w autour  de  cet  axe 
instantané,  valeur  qui  sera  également  connue,  on  aura  tout 
ce  qu’il  faudra  pour  déterminer  le  cône  lieu  géométrique  des 
positions  successives  de  l’axe  instantané  par  rapport  à des 
axes  de  direction  constante  menés  par  le  centre  de  gravité 
du  solide  : dès  lors  le  mouvement  du  solide  autour  de  ce 
point  sera  complètement  connu,  puisque  ce  mouvement  con- 
siste dans  le  roulement  du  premier  cône  sur  le  second , ce 
roulement  s’effectuant  à chaque  instant  avec  la  vitesse  an- 
gulaire connue  w. 

g 243.  Le  cas  le  plus  simple  qui  se  présente,  dans  l’étude 
du  mouvement  d'un  solide  invariable  libre,  c’est  celui  où  le 
solide  n’est  soumis  à l’action  d'aucune  force,  et  ne  se  déplace 
qu’en  vertu  du  mouvement  qu’on  lui  a imprimé  tout  d’abord. 
Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  on  peut  se  faire  une  idée 
très-nette  des  diverses  circonstances  que  présente  le  mouve- 
ment du  solide. 

Nous  savons  d’abord  (S  223)  que  le  centre  de  gravité  du 
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solide  se  meut  uniformément  et  eu  ligne  droite,  ou  bien  qu*il 
reste  immobile,  il  ne  nous  reste  doue  qu’à  voir  comment  le 
solide  se  meut  autour  de  son  centre  de  gravité.  Tour  y par- 
venir, nous  pourrions  nous  servir  des  équations  différen- 
tielles («)  qui  viennent  d'ètre  établies  (§  242)  ; mais  il  sera 
plus  simple  d’opérer  autrement,  en  n 'employant  que  des  con- 
sidérations géométriques. 

Observons  d’abord  que  le  théorème  des  aires  est  applica- 
ble à ce  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité (§§  234  et  228),  puisqu'il  n’y  a pas  de  forces  extérieu- 
res : si  l’on  considère  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs 
menés  du  centre  de  gravité  aux  divers  points  du  solide,  dans 
leur  mouvement  par  rapport  à des  axes  de  direction  cons- 
tante passant  par  ce  point,  le  plan  du  maximum  des  aires 
doit  conserver  constamment  la  même  direction,  et  la  somme 
des  aires  projetées  sur  ce  plan  doit  avoir  constamment  la 
même  valeur.  Voyons  donc  comment  on  peut  trouver  le  plan 
du  maximum  des  aires  dont  il  s’agit,  à chaque  instant. 

Ce  plan  du  maximum  des  aires  n’est  autre  chose  que  le 
plan  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  des 
différents  points  du  solide  par  rapport  à sou  centre  de  gra- 
vité (§  228).  Or  nous  avons  vu  ( § 242)  que  les  projections 
de  l’axe  de  ce  moment  résultant,  sur  les  axes  principaux  du 
solide  relatifs  à son  centre  de  gravité,  ont  pour  valeurs 

A p , B (/ , C r , 

A,  lt,  C,  />,  >i,  r ayant  les  mêmes  significations  que  précé- 
demment. On  en  conclut  de  suite  que,  si  l'on  prend  ces  axes 
principaux  pour  axes  coordonnés,  le  plan  du  maximum  des 
aires  fait  avec  les  trois  plans  coordonnés  des  angles  dont  les 
cosinus  sont 

\p B? O 

V AV -t-BV  + CV  ' VAy-t-UV+CV1. 
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L'ellipsoïde  central  (§240),  rapporté  aux  mêmes  axes,  a 
pour  équation 

Ai!  •+-  B»/5  -t-Cc’—  1. 

Considérons  le  point  de  cet  ellipsoïde  qui  est  situé  sur  l’axe 
instantané  de  rotation  du  solide,  et  désignons  par  .r,  y',  z'  ses 
coordonnées,  et  par  l la  longueur  du  rayon  qui  le  joint  au 
centre  de  l’ellipsoïde;  on  aura  évidemment 

x p_  y V z *’ 

I w ’ l w ’ l w’ 

w étant  la  vitesse  angulaire  dont  p,  q,  r sont  les  trois  com- 
posantes. Le  plan  langent  à l’ellipsoïde  au  point  x,  y',  z',  a 
pour  équation 

A tx  -L  II  y y'  -t-  Czz'  — 1 . 

La  proportionnalité  des  coordonnées  x',  y',  z'  aux  quantités 
p,  q,  r , montre  que  le  plan  du  maximum  des  aires  est  pa- 
rallèle à ce  plan  tangent.  Or,  on  sait  que  , dans  l’ellipsoïde, 
le  plan  diamétral  conjugué  d’uu  diamètre  quelconque  est  pa- 
rallèle au  plan  tangent  mené  à l’extrémité  de  ce  diamètre  : 
donc  on  peut  dire  que,  dans  la  rotation  du  solide  autour 
d’un  axe  instantané  quelconque  passant  par  son  centre  de 
gravité,  le  plan  du  maximum  des  aires  relatif  à ce  point 
il  est, autre  chose  que  le  plan  diamétral  de  l’ellipsoïde  central 
qui  est  conjugué  du  diamètre  dirigé  suivant  l’axe  instantané 
de  rotation. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  que  nous  éludions,  le  solide 
doit  tourner,  à un  instant  quelconque,  autour  du  diamètre  de 
sou  ellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  plan  du  maximum 
des  aires  considéré  comme  plan  diamétral  de  cet  ellipsoïde.  Si 
cet  axe  de  rotation  n’est  pas  un  des  axes  de  l’ellipsoïde,  son 
plan  diamétral,  entraîné  par  le  mouvement  du  solide,  change 
de  direction  dans  l’espace;  donc  le  plan  du  maximum  des 
aires,  qui  doit  conserver  toujours  la  même  direction,  cesse  de 


490  LIVRE  IV.  — DYNAMIQUE.  TROISIÈME  PARTIE. 

coïncider  avec  ce  plan  diamétral , et  par  conséquent  aussi 
l’axe  de  rotation  se  déplace  à l'intérieur  du  solide. 

Le  théorème  des  forces  vives,  appliqué  au  mouvement  qui 
nous  occupe,  montre  que  la  force  vive  du  solide  conserve 
constamment  la  même  valeur,  puisqu’il  n’est  soumis  à l'ac- 
tion d’aucune  force.  Or  la  vitesse  d’un  point  situé  à la  dis- 
tance K de  l’axe  instantané  de  rotation  est  égale  à «R;  la 
force  vive  de  ce  point  est  donc  égale  à z/tw’R5,  en  désignant 
sa  niasse  par  m , et  par  conséquent  la  force  vive  du  solide 
tout  entier  a pour  valeur 

w*2mIVJ. 

Mais,  si  l’on  se  reporte  à la  définition  de  l’ellipsoïde  central 
(S  240),  on  verra  que  le  moment  d'inertie  2«R3  qui  entre 

1 

dans  celle  expression  est  égal  à , en  sorte  que  la  lorce 

vive  du  solide  peut  se  mettre  sous  la  forme 

w] 
f1  ‘ 

Le  théorème  des  forces  vives  montre  donc  que  j est  cons- 
tant; ou  en  d’autres  termes,  à mesure  que  l’axe  de  rotation 
du  solide  se  déplace  à sou  intérieur,  sa  vitesse  angulaire  « 
varie  proportionnellement  à la  longueur  l de  la  portion  de 
cet  axe  qui  est  comprise  entre  le  centre  de  gravité  cl  la  sur- 
face de  l’ellipsoïde  central. 

Revenons  maintenant  au  théorème  des  aires.  D’après  ce 
théorème,  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
du  solide  par  rapport  à son  centre  de  gravité  est  constant. 
Or  ce  moment  résultant  a pour  valeur 

V A3p3  4-  B V -+*  r* . 

puisque  A p,  R»/,  Or  sont  les  projections  de  son  axe  sur  les 
axes  coordonnés  ; et  si  l’on  y remplace  />,  q,  r par  les  quan- 
tités équivalentes 
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un 
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il  prend  la  forme  simple 


u 


Mî' 

~T' 


eu  désignant  par  o la  distance  du  centre  de  gravité  du  solide 
au  plan  tangent  de  l’ellipsoïde  central  mené  par  le  point 


, OJ  . 

x,  y,  2 . Cette  quantité  ^devant  conserver  Constamment 


la  même  valeur,  et  - étant  d’ailleurs  constant,  comme  nous 

venons  de  le  voir,  il  s’ensuit  que  3 est  constant. 

ll’après  ce  qui  précède,  si  l’on  considère  le  plan  tangent 
à l’ellipsoïde  central  au  point  où  il  est  percé  par  l’axe  ins- 
tantané de  rotation  du  solide,  ce  plan  langent  doit  conserver 
une  position  invariable  par  rapport  aux  axes  de  direction 
constante  menés  par  le  centre  de  gravités  puisque,  d’une 
part,  il  reste  toujours  parallèle  à lui-méme,  et  que,  d’une 
autre  part,  il  est  toujours  à la  même  distance  du  centra  de  gra- 
vité. Le  solide  se  meut  donc  de  telle  manière,  que  son  ellip- 
soïde central  touche  constamment  ce  plan  , déterminé  une 
fois  pour  toutes  comme  nous  venons  de  le  dira  ; et  comme 
son  axe  de  rotation  passe  à chaque  instant  par  le  point  de 
contact  de  l’ellipsoïde  et  du  plan  , il  s’ensuit  que  rat  ellip- 
soïde roufe  sur  le  plan  dont  il  s’agit.  De  plus,  la  vitesse 
angulaire  avec  laquelle  s’effectue  ce  roulement  varie  d’un 
instant  à un  autre,  de  manière  à rester  proportionnelle  à la 
longueur  du  rayon  de  l’ellipsoïde  qui  passe  par  son  point  de 
contact  avec  le  plan.  Cette  image  remarquable  du  mouve- 
ment d’nn  solide  invariable  autour  de  son  centra  de  gravité, 
dans  le  cas  où  le  solide  n’est  soumis  à aucune  force,  est  due 
à M.  Poinsol. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  particulier  où  le  solide, 
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à un  inslant  quelconque , tournerait  autour  d'un  des  axes 
principaux  relatifs  à son  centre  de  gravité,  il  devrait  conti- 
nuer indélininieul  à tourner  autour  du  même  axe;  c'est  ce 
qui  fait  qu'on  donne  souvent  aux  axes  principaux  le  nom 
d’iure*  permanent  * de  rotation.  Lorsque  le  solide  tourne 
ainsi  autour  d’un  de  ses  axes  principaux,  sa  vitesse  angulaire 
reste  constante. 

La  connaissance  que  nous  venons  d’acquérir, des  circons- 
tances que  présente  le  mouvement  d’un  solide  invariable 
abandonné  à lui-même  sans  qu’aucune  force  le  sollicite, 
vient  compléter  la  notion  que  nous  avions  tout  d'abord  re- 
lativement à l’inertie  de  la  matière.  Nous  avons  admis  en 
principe  (§85)  qu'un  point  matériel  qui  n’est  soumis  à 
aucune  force  se  meut  uniformément  et  en  ligne  droite  ; nous 
savons  maintenant  comment  les  choses  se  passent,  lorsqu'au 
lieu  d'un  point  matériel  on  considère  un  solide  invariable 
qui  se  trouve  dans  le  même  cas,  c’est-à-dire  qui  n'est  soumis 
à l’action  d'aucune  force  : son  centre  de  gravité  se  meut 
uniformément  et  en  ligue  droite,  et  en  même  temps  le  solide 
tourne  autour  de  sou  centre  de  gravité,  conformément  aux 
lois  simples  qui  viennent  d’être  indiquées  d'après  M.  Poinsot. 

§ Supposons  qu'un  solide  invariable  soit  soumis  aux 
actions  de  diverses  forces , et  que  ces  forces  aient  une  ré- 
sultante passant  constamment  par  son  centre  de  gravité,  le 
mouvement  du  solide  dans  l'espace  se  déterminera  encore 
très-facilement.  D’abord  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vité* du  solide  se  meut  comme  si  toute  la  masse  du  solide  y 
était  concentrée,  et  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  solide 
y fussent  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  (§  222'  ; 
en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  se  déter- 
mine comme  celui  d’un  simple  point  matériel.  Ensuite  nous 
observerons  que,  la  résultante  des  forces  appliquées  au  so- 
lide passant  constamment  par  son  centre  de  gravité,  le  mou- 
vement du  solide  par  rapport  à des  axes  de  direction  eons- 
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tante  menés  pur  ce  point  s'effectuera  absolument  de  la 
même  manière  que  si  le  solide  n’était  soumis  à l'action 
d’aucune  force;  les  théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives, 
que  nous  pourrons  appliquer  dans  ce  cas , comme  nous  l’a- 
vons fait  dans  le  paragraphe  précédent , nous  conduiront  à 
des  résultats  qui  seront  identiquement  les  mêmes  le  solide 
se  nient  donc  de  telle  manière  que  sou  ellipsoïde  central 
roule  sur  un  plan  lie  invariablement  aux  axes  de  direction 
constante  menés  par  son  centre  de  gravité,  et  la  vitesse  an- 
gulaire dans  ce  roulement  est  à chaque  instant  proportion- 
nelle à la  longueur  du  diamètre  de  l'ellipsoïde  central  autour 
duquel  s’effectue  la  rotation  instantanée  du  solide. 

Nous  pouvons  donner  comme  exemple  le  mouvement  d’un 
corps  solide  soumis  à la  seule  action  de  la  pesanteur,  et  lancé 
tout  d'abord  d’une  manière  quelconque  au-dessus  de  la  sur- 
face.* de  la  terre  , en  supposant  toutefois  que  ce  corps  puisse 
être  assimilé  à un  solide  invariable.  Son  centre  de  gravité  se 
mouvra  suivant  une  parabole  (§  122),  et  en  même  temps  il 
tournera  autour  de  ce  point  conformément  à ce  «pii  vient 
d'être  dit.  S'il  s'agit  d'un  boulet  sphérique  homogène  , pour 
lequel  l'ellipsoïde  central  se  réduit  évidemment  à une  sphère, 
on  voit  que  l’axe  de  rotation  du  boulet  autour  de  son  centre 
de  gravité  restera  toujours  parallèle  à une  même  direction, 
et  que  la  vitesse  avec  laquelle  il  tournera  autour  de  cet  axe 
ne  variera  pas.  S’il  s’agit  d’une  tige  rigide  que  l’on  puisse 
assimilera  une  ligue  droite  pesante,  cette  tige  tournera  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  en  restant  dans  un  plan  de  di- 
rection constante  mené  par  ce  point. 

g 265.  Supposons  qu’un  solide  invariable  complètement 
libre  soit  en  repos,  et  qu’on  vienne  lui  appliquer  une  perçu s- 
*ian  ; nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  le  mouve- 
ment qui  en  résultera  pour  le  solide.  Nous  entendons  par 
percussion,  un  choc  brusque,  tel  qu’un  coup  de  marteau.  Ce 
choc  s’effectue  dans  un  intervalle  de  temps  extrêmement 
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court  ; mais  la  foret»  qui  agit  sur  le  corps  pendant  ce  temps 
est  habituellement  très-grande,  de  sorte  que,  malgré  le  peu 
de  durée  de  son  actiou  , elle  détermine  un  mouvement  qui 
peut  élit»  très-rapide.  Quelle  que  soit  la  vitesse  que  prenne 
un  poiut  quelconque  du  solide  à la  suite  de  lu  percussion,  le 
déplacement  que  ce  point  a déjà  éprouvé,  à l'iustaut  où  la 
percussion  cesse,  est  toujours  très  petit  ; on  voit  en  effet  qnp, 
lors  même  que  le  point  dont  il  s’agit  aurait,  pendant  toute  b 
durée  9 de  la  percussion  la  vitesse  qu’il  possède  à la  fin,  sou 
déplacement  total  pendant  ce  temps  9 n’en  serait  pas  moins 
Ires-petit,  puisque  ce  déplacement  scruit  égal  au  produit  de 
la  vitesse  du  point  par  9,  et  que  9 est  toujours  extrêmement 
petit  : il  en  est  encore  ainsi,  à plus  forte  raison  dans  lu  réa- 
lité , où  le  point  n’acquiert  que  progressivement  la  vitesse 
dont  il  est  animé  a la  fin  de  la  percussion.  Nous  pourrons 
donc  supposer,  sans  commettre  d'erreur  appréciable,  que  le 
solide  conserve  la  même  position  dans  l'espace  pondant  toute 
la  durée  de  la  percussion  ; en  faisant  cette  hypothèse,  nous 
serons  d’autant  plus  près  de  la  réalité  que  la  durée  9 de  la 
percussion  sera  plus  courte,  et  nous  serions  exactement  dans 
le  vrai , si  la  percussion  était  instantanée.  Nous  admettrons 
en  outre  que  la  force  P,  qui  agit  sur  le  solide  en  vertu  de  la 
percussion,  conserve  constamipent  la  même  direction  pen- 
dant tout  le  temps  9. 

Cela  posé,  il  va  nous  être  facile  de  déterminer  le  mouve- 
ment que  prend  le  solide  sous  l’action  de  la  force  P.  D'abord, 
si  notis  appliquons  au  mouvement  de  son  centre  de  gravité 
le  théorème  des  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions 
projetées  sur  un  axe , nous  aurons  évidemment 

Me  =/  Pdt, 

en  désignant  par  v la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  par 
M la  masse»  totale  du  solide.  Pour  trouver  le  mouvement  que 
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prend  le  solide  par  rapporL  à des  axes  de  direction  cous- 
lante  menés  par  son  centre  de  gravité,  appliquons  le  troi- 
sième théorème  général  (§  226)  à ce  mouvement  relatif: 
nous  en  conclurons  facilement  que  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  solide,  par  rap- 
port à sou  centre  de  gravité,  à la  lin  du  temps  0,  est  égal  au 

r* 

moment  de  l’impulsion  totale JJPdt  par  rapporta  ce  point,  et 

que  les  plans  de  ces  deux  moments  coïncident.  U s’ensuit  que 
le  plan  du  maximum  des  aires  pur  rapport  au  centre  de 
gravité,  dans  le  mouvement  du  solide  autour  de  ce  point,  et 
à la  fin  du  temps  0,  est  précisément  le  plan  qui  passe  par  ce 
centre  de  gravité  et  par  la  direction  de  la  force  P.  Si  l’on  se 
reporte  maintenant  à ce  qui  a été  démontré  précédemment 
(S  343),  on  verra  que,  à l’instant  où  la  percussion  cesse,  le 
solide  doit  tourner  autour  du  diamètre  de  son  ellipsoïde  cen- 
tral qui  est  conjugué  du  plan  diamétral  mené  par  la  direc- 
tion de  la  force  P.Quanl  à la  vitesse  angulaire  u avec  laquelle 
s'effectue  celte  rotation,  on  l’obtiendra  en  exprimant  que  le 

moment  de  l'impulsion  totale  J J'ai,  par  rapport  au  centre  de 

c*> 

gravité  du  solide,  est  égal  à / et  Æ ayant  la  mémo  signi- 

fication que  précédemment;  ou  bien  encore,  ce  qui  revient 
au  même,  en  exprimant  que  le  moment  de  cette  impulsion 
totale,  par  rapport  à l’axe  de  rotation,  est  égal  à la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  solide  par  rappurt  au  même  axe,  somme  qui  a pour  va- 
leur uiS>nr- , lmr~  étant  le  moment  d’inertie  du  solide  pur 
rapport  à cet  axe. 

Si  le  solide,  après  avoir  été  soumis  à la  percussion  dont  il 
s’agit,  est  ensuite  abandonné  à lui-même,  sans  qu’aucune 
force  lui  soit  appliquée,  il  se  meut  conformément  à ce  qui  a 
été  dit  dans  le  S 243}  et  les  circonstances  initiales  de  ce 
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mouvement  sont  précisément  celles  que  nous  venons  de  dé- 
terminer comme  résultant  immédiatement  de  la  percussion. 

Dans  le  ras  où  l’on  appliquerait  à un  solide  invariable  en 
repos  deux  percussions  égales  , agissant  suivant  des  direc- 
tions parallèles,  et  en  sens  contraire  l’une  de  l'autre,  il 
est  aisé  de  voir  quel  mouvement  ce  couple  de  percuxxionx 
lui  communiquerait.  D’une  part,  il  est  clair  que  le  centre  de 
gravité  du  solide  resterait  immobile , puisque  les  forces  ap- 
pliquées au  solide,  étant  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  en  ce  point,  s’y  détruiraient  constamment.  D’une  autre 
part,  le  couple  de  percussions  pouvant  être  transporté  paral- 
lèlement à lui-même,  sans  que  son  effet  soit  changé  (§§  241 
et  181),  si  on  le  transporte  ainsi  de  manière  que  l’une  des 
deux  percussions  agisse  sur  le  centre  de  gravité  même,  l’au- 
tre percussion  produira  seule  le  mouvement  du  solide  autour 
de  ce  point  ; donc  le  plan  du  maximum  des  axes  , par  rap- 
port au  centre  de  gravité,  dans  le  mouvement  que  le  couple 
de  percussions  communique  au  solide  , est  parallèle  au  plau 
de  ce  couple.  Un  voit  donc  que,  par  suite  de  l’action  du  cou- 
ple de  percussions , le  solide  commence  à tourner  autour  du 
diamètre  de  son  ellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  plan 
diamétral  parallèle  au  plan  du  couple.  Cet  axe,  autour  du- 
quel le  solide  commence  à tourner,  n'est  perpendiculaire  au 
plau  du  couple  de  percussions,  qu’autantque  ce  plau  du  cou- 
ple est  parallèle  à l'un  des  plaus  principaux  de  l’ellipsoïde 
central  du  solide. 

g 246.  Mouvement  d'un  Molide  invariable  assujetti 
ù tourner  autour  d'un  point  fixe.  — Lorsqu'un  solide 
invariable  est  assujetti  à tourner  autour  d’un  point  fixe,  ou 
peut  trouver  les  équations  différentielles  de  son  mouvement 
rapporté  à trois  axes  fixes  menés  par  ce  point,  en  prenant 
la  somme  des  moments  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  des 
forces  d’inertie  de  ses  différents  points,  par  rapport  à chacun 
de  ces  trois  axes,  et  exprimant  que  chacune  des  trois  sommes 
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ainsi  obtenues  est  nulle  (g  221).  Mais  on  peut  aussi  établir 
ees  équations  différentielles,  en  raisoiuiant  pour  le  mouve- 
ment absolu  dont  il  s'agit,  comme  nous  avons  raisonné  pré- 
cédemment (g  242)  pour  le  mouvement  d'un  solide  libre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  Si  l'on  reprend  tout  ce  qui 
a été  dit  à cette  occasion  , on  verra  que  les  équations  diffé  - 
renlielles  (a),  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  convien- 
nent également,  sans  aucune  modification,  pour  déterminer 
le  mouvement  d'un  solide  invariable  assujetti  à tourner  au- 
tour d'un  point  fixe.  Seulement  les  moments  d'inertie  A,  H,  C, 
les  vitesses  angulaires  composantes  p,  q,  r,  et  lés  sommes  de 
moments  L,  AI,  X,  au  lieu  de  se  rapporter  aux  axes  princi- 
paux du  solide  correspondant  à son  centre  de  gravité,  se 
rapportent  à ses  axes  principaux  correspondant  au  point 
fixe  autour  duquel  s’effectue  le  mouvement. 

Si  l'on  suppose  que  le  solide  ne  soit  soumis  à l’action  d'au- 
cune force,  et  qu’il  ne  se  déplace  qu’en  vertu  du  mouvement 
qu'on  lui  a imprimé  tout  d’abord , il  est  aisé  de  voir  qu'on 
pourra  encore  lui  appliquer  tout  ce  qui  a été  dit  (g  243)  re- 
lativement au  mouvement  d’un  solide  libre  autour  de  sou 
centre  de  gravité,  dans  le  cas  où  aucune  force  n’agit  sur  ce 
solide.  Ainsi  Lion  peut  dire  que,  si  l’on  considère  l’ellipsoïde 
qui  fait  connaître  la  loi  des  moments  d’inertie  du  solide  par 
rapport  aux  diverses  droites  menées  par  le  point  fixe,  eel  ellip- 
soïde, entraîné  par  le  solide  dans  son  mouvement  autour  de 
ce  point,  ne  lait  que  rouler  sur  un  plan  fixe,  et  cela  avec  une 
vitesse  angulaire  qui  varie  proportionnellement  à la  lon- 
gueur du  rayon  de  l’ellipsoïde  passant  par  son  point  de  con- 
tact avec  ce  plan  fixe. 

Enfin  on  verra  encore  facilement  que,  si  un  solide,  assu- 
jetti à tourner  autour  d’un  point  fixe  et  primitivement  n 
repos,  vient  à être  soumis  à une  percussion,  il  commencera 
à tourner  autour  d’une  droite  qui  , dans  l'ellipsoïde  dont  il 
vient  d'être  question,  sera  le  diamètre  conjugué  du  plan  dia- 

:ti 
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métrai  passant  par  la  direction  de  la  percussion.  La  vitesse 
w,  dont  il  sera  animé  dans  cette  rotation,  s’obtiendra  de  même 


fj) 

en  égalant  ^ au  moment  de  l'impulsion  totale  due  a la 

percussion  par  rapport  au  point  fixe,  / et  d ayant  la  signifi- 
cation qui  a déjà  été  indiquée;  ou  bien  encore  en  égalant 
t ûlm r5  au  moment  de  celte  impulsion  totale  par  rapport  à 
l'axe  de  rotation,  hnr'  étant  le  moment  d’inertie  du  so- 
lide par  rapport  à cet  axe. 

§ 267.  Mouvement  «l'un  solide  invariable  assujetti 
à tourner  autour  d'un  axe  fixe.  — Lorsqu'un  solide  in- 
variable ne  peut  que  tourner  autour  d’un  axe  fixe,  une  seule 
équation  différentielle  suffit  pour  déterminer  son  mouvement. 
Cette  équation  peut  s’obtenir,  à l'aide  du  théorème  de  d’Alem- 
bert  (§  221),  en  exprimant  que  la  somme  des  moments  des 
forces  réelles  et  des  forces  d’inertie  par  rapport  à l’axe  fixe 
est  égale  à zéro.  Concevons  que  la  force  d’inertie  de  chaque 
point  soit  décomposée  en  deux  forces,  dirigées,  l’une  suivant 
la  tangente  au  cercle  que  le  point  décrit , et  l'autre  suivant 
le  prolongement  du  rayon  de  ce  cercle  (§  138);  le  moment 
de  cette  force  d’inertie  par  rapport  à l’axe  sera  égal 
au  moment  de  sa  composante  langentiellc  par  rapport  au 
même  axe,  puisque  le  moment  de  sa  composante  centrifuge 
par  rapport  à cet  axe  est  nul.  Ce  moment  de  la  force  d’inertie 


aura  donc  pour  expression  mr  ,:n  désignant  par  m la 


masse  du  point  considéré,  par  rsa  distance  à l'axe,  et  paru 
la  vitesse  angulaire  du  solide.  Il  s'ensuit  que  la  somme  des 
moments  des  forces  d’inertie  des  divers  points  du  solide  par 
rapport  à l’axe  a pour  valeur 


d(j)  v , 
— 2mr\ 
dt 


D’après  cela,  si  l’on  représente  par  I*  la  projection  d’une 
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quelconque  des  forces  appliquées  au  solide  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à l’axe  fixe,  et  par  p la  plus  courte  distance  de 
la  direction  de  cette  force  et  de  l’axe , et  si  l’on  regarde 
comme  positifs  les  moments  des  forces  qui  tendent  à faire 
tourner  le  solide  dans  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  co  sup- 
posée positive,  on  aura 

IPp  — ~ hnr 2 
dt 

pour  la  somme  des  moments  des  forces  réelles  et  des  forces 
d’inertie  par  rapport  à l’axe  fixe.  En  l’égalant  à zéro,  on  en 
tire 

du I Vp 

dt  Imr'1  ’ 

qui  est  l’équation  différentielle  du  mouvement  de  rotation  du 
solide  autour  de  l’axe.  L’intégration  de  cette  équation  diffé- 
rentielle fera  connaître  m en  fonction  de  / ; et  si  l’on  observe 
que,  S étant  l'angle  dont  le  solide  a tourné  à partir  de  sa  po- 
sition initiale,  on  a 


dO 


un  voit  qu’une  nouvelle  intégration  fournira  la  valeur  de  cet 
angle  0 en  fonction  de  t.  Les  constantes  introduites  par  ces 
deux  intégrations  se  détermineront  d’après  les  valeurs  de  « 
et  0 correspondant  à / = o. 

Si  l’on  compare  l’équation  différentielle  qui  vient  d’ètre 
établie  avec  celle  qui  détermine  le  mouvement  rectiligne 
d’un  point  matériel  sous  l’action  d’une  force  donnée  (§  1 05), 
on  voit  que  ces  équations  ont  des  formes  analogues.  Un  en 
conclut  de  suite  que  le  moment  d’inertie  Imr 1 du  solide  par 
rapport  à l’axe  fixe  joue,  dans  le  mouvement  de  rotation  du 
solide  autour  de  cet  axe,  le  même  rôle  que  la  masse  d’un 
point  matériel  dans  le  mouvement  rectiligne  de  ce  point  : 
3i. 


f 
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tûiilts  choses  égalés  d'ailleurs , Yaccèlèration  angulaire 


f/oj 

vu 


est  d'autant  plus  petite  que  le  moment  d’iuei  lie  hnr'  est 


plus  grand. 

g 248.  Lorsque  les  forces  appliquées  au  solide  sont  telles 
que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à l’axe  Hxe  est 
nulle,  o)  est  constant,  et  le  mouvement  de  rotation  du  solide 
est  uniforme.  C'est  ce  qui  a lieu  en  particulier  lorsque  le 
solide  n'est  soumis  à l’action  d'aucune  force. 

Considérons  spécialement  ce  cas  particulier  d’un  solide 
qui  tourne  autour  d’un  axe  en  vertu  d’une  vitesse  initiale, 
sans  qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  et  cherchons  à nous 
rendre  compte  des  pressions  que  l’axe  doit  avoir  à supporter 
de  la  part  du  solide.  Si  nous  imaginons  un  système  d’axes 
coordonnés  liés  invariablement  au  solide  , cl  entraînés  par 
lui  dans  sa  rotation  autour  de  l’axe  fixe , nous  pouvons  re- 
garder le  solide  comme  étant  en  équilibre  par  rapport  à ces 
axes  coordonnés  mobiles  ; les  pressions  qu’il  exerce  sur  l’axe 
lixe  peuvent  donc  être  considérées  comme  dues  aux  forces, 
tant  apparentes  que  réelles  (§  188),  qui  sont  appliquées  à ses 
différents  points,  dans  cet  équilibre  relatif.  Mais  nous  admet- 
tons qu’il  n’y  a pas  de  forces  réelles  ; et  d’un  autre  côté,  le 
mouvement  de  rotation  du  solide  étant  uniforme,  la  force 
d’inertie  de  chacun  de  ses  points  se  réduit  à la  force  centri- 
fuge : ce  sont  donc  les  forces  centrifuges  des  différents  points 
du  solide  qui  déterminent  seules  les  pressions  que  le  solide 
exerce  sur  l’axe.  Xous  allons  voir  comment  ces  forces  een- 
irifuges  peuvent  se  composer  entre  elles,  de  manière  à sim- 
plifier la  recherche  des  pressions  dont  il  s’agit,  dans  chaque 
cas  particulier. 

La  force  centrifuge  d’un  point  de  masse  »i,  situé  à une 
distance  r de  l’axe  de  rotatiou,  a pour  expression 


ui  m r; 
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nn  peut  la  supposer  appliquée  au  point  où  sa  direction  ren- 
contre l’axe  fixe.  Si  les  axes  coordonnés,  que  nous  imaginons 
liés  au  solide,  sont  choisis  de  manière  (pie  l’axe  des  x coïn- 
cide avec  l'axe  fixe,  et  si  x,  y,  z désignent  les  coordonnées  du 
point  que  nous  considérons,  il  est  aisé  de  voir  que  la  force 
centrifuge  de  ce  point,  après  avoir  été  transportée  sur  l'axe 
des  x comme  nous  venons  de  le  dire,  peut  s’y  décomposer 
en  deux  forces  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  y et  des  z. 
et  ayant  respectivement  pour  valeurs 

m'i)-y  , m 

Cela  posé,  concevons  que  nous  considérions  tous  les  points 
matériels  qui  fout  partie  d'une  tranche  du  solide  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à l'axe  des  x et  distants 
l’un  de  l’autre  d’une  quantité  infiniment  petite.  Si  nous  rem- 
plaçons la  force  centrifuge  de  chacun  de  ces  points  par  deux 
forces  parallèles  aux  axes  des  y et  des  2 appliquées  au  point 
de  la  tranche  qui  est  sur  l’axe  des  x,  nous  aurons  en  ce  der- 
nier point  une  série  de  forces  parallèles  à l’axe  des  y qui 
pourront  être  remplacées  par  une  force  unique  égale  à leur 
somme  iwiw’y,  et  aussi  une  autre  série  de  forces  parallèles 
à l’axe  des  z qui  pourront  être  remplacées  par  une  force  uni- 
que égale  à Itnu1;  : la  résultante  des  deux  forces  ainsi  ob- 
tenues sera  la  résultante  des  forces  centrifuges  de  tous  les 
points  qui  composent  la  tranche  considérée.  Mais  si  M est  la 
masse  de  cette  tranche,  et  si  y,,  z, , sont  les  distances  de  son 
centre  de  gravité  aux  plans  des  x:  et  des  xy,  on  a 

i»«a!î=  Mor*i  , 

puisque  m est  le  même  pour  tous  les  points  de  la  tranche; 
d’ailleurs  Moéy,,  M«5-i,  peuvent  être  regardés  comme  les 
composantes  de  la  force  centrifuge  d’un  point  matériel  de 
niasse  M qui  serait  placé  au  centre  de  gravité  de  la  tranche  : 
donc  on  peut  dire  que  les  forces  centrifuges  des  differents 
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points  de  la  tranche  infiniment  mince  dont  il  s'agit,  se  com- 
posent en  une  seule  force,  qui  est  précisément  la  force  cen- 
trifuge1 unique  qui  se  développerait,  si  toute  la  masse  de  la 
tranche  était  concentrée  en  son  centre  de  gravite. 

Si  toutes  les  tranches  infiniment  minces,  dans  lesquelles 
le  solide  tout  entier  peut  être  divisé  par  des  plans  perpen- 
diculaires à l’axe  lixe,  ont  leurs  centres  de  gravité  situés  sur 
une  droite  parallèle  à cet  axe,  les  forces  centrifuges  résultan- 
tes qui  correspondent  à ces  diverses  tranches,  conformément 
à ce  qui  précède,  sont  toutes  parallèles  entre  elles  ; d’ailleurs 
elles  sont  proportionnelles  aux  niasses  de  ces  tranches,  et 
sont  appliquées  à leurs  centres  de  gravité  : donc  elles  ont 
une  résultante  qui  est  égale  à leur  somme,  et  qui  est  appli- 
quée an  centre  de  gravité  du  solide  tout  entier.  Ainsi,  dans 
ce  cas,  toutes  les  forces  centrifuges  correspondant  aux  dif- 
férents points  dn  solide  ont  pour  résultante  unique  la  force 
centrifuge  qui  se  développerait  si  la  niasse  totale  du  solide 
était  concentrée  en  son  centre  de  gravité. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  des  diverses  tranches  infi- 
niment minces,  dans  lesquelles  le  solide  [>eut  être  décom- 
posé par  dos  plans  perpendiculaires  à l’axe  fixe,  ne  sont  pas 
tous  situés  sur  une  droite  parallèle  à cet  axe,  il  n’arrive  plus 
en  général  «pie  les  forces  centrifuges  des  différents  points  du 
solide  aient  une  résultante  unique.  Si  nous  reprenons  la 
force  centrifuge  de  chaque  point  en  particulier,  et  que  nous 
la  remplacions  par  deux  forces  mu’y,  mw’r,  dirigées  paral- 
lèlement aux  axes  des  y et  des  r,  et  appliquées  en  un  point 
de  l’axe  des  x,  l’ensemble  de  toutes  les  forces  analogues 
nous  donnera  un  système  de  forces  parallèles  à l’axe  des  y 
dirigées  dans  le  plan  dés  xy,  et  un  autre  système  de  forces 
parallèles  à l’axe  des  z dirigées  dans  le  plan  des  xz.  Chacun 
de  ces  deux  systèmes  de  forces  donnera  lieu,  soit  à une  ré- 
sultante unique,  soit  à un  couple  résultant  ; la  connaissance 
de  la  résultante  ou  du  couple  résultant  correspondant  à 
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chacun  des  plans  des  xy  et  des  xz,  pourra  dès  lors  servir  à 
la  détermination  des  pressions  exercées  par  le  solide  sur  son 
axe. 

Supposons  que  l'on  veuille  trouver  les  conditions  qui  doi- 
vent être  remplies  pour  que  l’axe  n’ait  à supporter  aucune 
pression;  les  composantes  des  forces  ceutrifuges  qui  sont 
dirigées  dans  le  plan  des  xy  devront  se  faire  équilibre  mu- 
tuellement, et  il  devra  en  être  de  même  des  composantes 
dirigées  dans  le  plan  des  xz.  Il  faudra  doue  d’abord  que  la 
somme  des  composantes  parallèles  à l'axe  des  y soit  nulle, 
ce  qui  fournit  la  condition 

2my  = o , 

et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à 
l’origine  des  coordonnées  soit  nulle,  ce  qui  fournit  la  con- 
dition 

’Zmxy  — o ; 

et  ensuite  qu’il  en  soit  de  même  pour  les  composantes  pa- 
rallèles à l’axe  des  z,  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  autres 
conditions  analogues 

imz  — o , Situez  — o. 

Ces  quatre  conditions  expriment  : 1°  que  le  centre  de  gra-  • 
vite  du  solide  doit  être  situé  sur  l’axe  fixe;  2°  que  cet  axe 
doit  être  un  des  axes  principaux  du  solide  correspondant  à 
son  centre  de  gravité. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  sur  la  composition  des 
forces  centrifuges  des  divers  points  d’un  solide  qui  tourne 
uniformément  autour  d’un  axe  lixe,  peut  évidemment  s'appli- 
quer à la  composition  des  forces  centrifuges  de  ces  points, 
dans  le  cas  où  le  mouvement  de  rotation  du  solide  est  varié, 
puisque  l’expression  de  ces  forces  est  la  même  dans  les  deux 
cas.  Seulement , dans  le  cas  général , les  forces  centrifuges 
ne  doivent  plus  être  considérées  seules , pour  arriver  à la 
détermination  des  pressions  du  solide  sur  l’axe  : on  doit 
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tenir  compte,  en  même  temps,  des  forces  réelles  qui  agissent 
slir  le  solide,  et  des  forces  d’inertie  tangentielles  de  ses  dif- 
férents points. 

§ 2W.  Pendule  composé.  — Un  solide  pesant,  assu- 
jetti à tourner  autour  d'un  axe  horizontal  qui  ne  passe 
pas  par  son  centre  de  gravité,  prend  sous  la  seule  action  de 
la  pesanteur  une  position  d'équilibre  dans  laquelle  son  cen- 
tre de  gravité  se  trouve  dans  le  plan  vertical  mené  par 
l’axe.  Si  on  le  dérange  de  celle  position  d’équilibre,  et 
qu'ensuite  ou  l'abandonne  à lui-mème , il  tend  à y revenir 
en  effectuant  une  série  d’oscillations.  Un  solide  pesant,  qui 
se  trouve  dans  ces  conditions,  constitue  ce  qu’on  nomme 
un  pendule  compote.  Par  opposition,  on  désigne  sous  le 
nom  de  pendule  simple  le  pendule  dont  nous  avons  déjà 
étudié  le  mouvement  (§  132),  et  qui  est  formé  d’un  seul 
point  matériel  pesant  attache  à l'une  des  extrémités  d'un 
fil  inextensible  et  sans  masse  dont  l’autre  extrémité  est  fixe. 
Nous  allons  voir  comment  on  peut  trouver  les  diverses 
circonstances  du  mouvement  du  pendule  composé. 

Désignons  par  M la  masse  totale  du  solide,  par  a la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à l’axe  fixe,  par  k son  rayon 
de  giration  (§  238)  par  rapport  à une  parallèle  à cet  axe 
menée  par  son  centre  de  gravité,  par  9 l’angle  que  le  plan 
mené  par  le  centre  de  gravité  et  l’axe  fixe  fait  avec  le  plan 
vertical,  dans  une  position  quelconque  du  pendule , et  par 
u la  vitesse  angulaire  dont  le  pendule  est  animé  dans  cette 
position.  Le  moment  d’inertie  du  solide,  par  rapport  à l’axe 
fixe,  a pour  valeur  (239) 

M («* -*- A*); 

la  somme  des  moments  des  poids  des  différents  points  ma- 
tériels de  ce  solide  par  rapport  à l’axe  fixe,  dans  la  posi- 
tion quelconque  que  l’on  considère,  est  d’ailleurs  égale  an 
moment  du  poids  total  du  solide  appliqué  à son  centre  de 
gravité,  et  a par  conséquent  pour  valeur 


Digitized  by  Google 


MOt'VKMEST  l)  l\  SOLIDE  IMMUABLE. 

M«/asin0: 


505 

donc  l'équation  tlifTérontielle  du  mouvcmcut  de  rotation  de 
ce  solide  autour  de  l’axe  fixe  est 

</«  ya  sinO 

dt 

Le  pendule  simple  u’est  qu’un  cas  particulier  du  pendule 
composé;  cette  «'quation  différentielle  pourra  donc  s’appli- 
quer au  mouvement  d’un  pi-ndule  simple  de  longueur  /,  et 
pour  cela  il  suflira  d'y  supposer  que  k est  nul  et  d’y  rem- 
placer « par  / : ainsi  l'équation  différentielle  du  mouvement 
de  ce  pendule  simple  est 

«/m ÿsinS 

7/7  / 

('es  deux  équations,  dont  l’une  se  rapporte  au  mouvement 
du  pendule  composé , et  l’autre  au  mouvement  du  pendule 
simple,  deviennent  identi<|ues  si  l’on  suppose 


donc , si  la  longueur  / du  pendule  simple  satisfait  à celte 
condition,  les  mouvements  des  deux  pendules  s’effectueront 
exactement  de  la  même  manière,  pourvu  toutefois  que  les 
circonstances  initiales  du  mouvement  soient  les  mêmes  de 
part  et  d’autre.  Ainsi  les  lois  du  mouvement  d’un  pendule 
composé  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  trou- 
v«*es  (§  132)  dans  le  cas  du  pendule  simple. 

Le  pendule  simple,  dont  les  oscillations  s’effectuent  de  la 
même  manière  que  celles  d’un  pendule  composé , est  dit 
équivalent  à ce  dernier  pendule. 

Si  l'on  mène  une  droite  parallèle  à l’axe  de  suspension  du 

k' 

pendule  composé,  à une  distance  de  cet  axe  égale  à a -f-  — 
et  dans  le  plan  qui  passe  par  cet  axe  et  par  le  centre  de 


Digitized  by  Google 


506 


LIVRE  IV. DWAMiqUE.  TROISIÈME  PARTIE. 

gravité  du  pendule,  tous  les  points  du  solide  qui  se  trou- 
vent sur  celte  droite  se  meuvent  absolument  de  la  même 
manière  que  si  chacun  d’eux  était  isolé  et  qu’il  fût  lié  di- 
rectement à l’axe  de  suspension  par  un  fil  inextensible  et 
sans  masse  dirige  suivant  la  perpendiculaire  qui  mesure  su 
distance  à l’axe  : cette  droite  se  nomme  l'axe  d'oscillation 
du  pendule,  et  l’on  donne  le  nom  de  centre  d'oscillation 
au  point  où  elle  perce  le  plan  perpendiculaire  à l’axe  de 
suspension  mené  par  le  centre  de  gravité  du  solide.  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  axes  de  suspension  et  d’oscillation  sont 
réciproques  l’un  de  l’autre  ; c’est-à-dire  que,  si  l’on  prend 
l’axe  d'oscillation  pour  en  faire  un  axe  de  suspension  du 
solide,  l’axe  de  suspension  primitif  deviendra  l’axe  d’oscilla- 
tion :en  effet,  la  distance  a du  centre  de  gravité  du  solide 

k7 

à son  nouvel  axe  de  suspension  étant  égale  à — , la  dis- 
k* 

tance  a -+-  —,  de  ce  nouvel  axe  de  suspension  à l’axe  d’os- 

k1 

cillation  correspondant  sera  égale  à—  -f-  a , ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Si  l’on  cherche , parmi  tous  les  axes  de  suspension  d'un 
solide  pesant , qui  sont  parallèles  à une  même  droite  menée 
par  son  centre  de  gravité  , quels  sont  ceux  pour  lesquels  la 
durée  des  petites  oscillations  du  pendule  formé  par  ce  solide 
a une  même  valeur,  on  trouvera  évidemment  que  ces  axes 
sont  les  génératrices  de  deux  surfaces  cylindriques  de  révo- 
lution ayant  la  droite  donnée  pour  axe  commun  de  ligure, 
et  que  les  rayons  a,  a de  ces  deux  surfaces  cylindriques  sa- 
tisfont à la  condition 

aa'  = k7 , 

k étant  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rapport  à la  droite 
dont  il  s’agit;  pour  toutes  les  génératrices  de  ces  deux  sur- 
faces, prises  comme  axes  de  suspension,  la  durée  des  petites 
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oscillations  du  pendule  sera  égale  à celle  des  petites  oscil- 

kl 

lations  d'uu  pendule  simple  ayant  pour  longueur  a f-  — . 

Parmi  tous  les  axes  de  suspension  parallèles  à la  droite 
donnée,  ceux  qui  fourniront  la  plus  courte  durée  pour  les 
petites  oscillations  du  pendule,  seront  les  génératrices  d'un 
cylindre  de  révolution  autour  de  celle  droite  ayant  k pour 

k1 

rayon  : car,  pour  que  l'expression  a + — , dans  laquelle  a 

est  variable,  devienne  un  minimum,  il  faut  que  l'on  ait 

a — k. 

§ 250.  Centre  de  percussion.  — Lorsqu’un  solide,  as- 
sujetti il  tourner  autour  d’un  axe  fixe  , et  d'abord  eu  repos  , 
vient  à être  soumis  à une  percussion  brusque  dont  la  direc- 
tion ne  rencontre  pas  l’axe  fixe,  il  se  met  immédiatement  en 
mouvement.  La  vitesse  angulaire  dont  il  est  animé,  à l’ins- 
tant où  la  percussion  cesse,  se  détermine  facilement  par  ce 
qui  précède  : car  on  a 

</»  P p 

di  ~ 2mrs  ' 

P étant  la  projection  de  la  force  de  percussion  à un  instant 
quelconque  sur  un  plan  perpendiculaire  à l’axe , et  p la 
distance  de  la  direction  de  cette  force  à l’axe,  distance  que 
nous  regarderons  comme  constante  pendant  toute  la  durée  9 
de  la  percussion  ; et  si  l'on  multiplie  par  dt,  pour  intégrer 
ensuite  entre  les  limites  o et  B de  la  variable  /,  on  trouve 
pour  la  vitesse  angulaire  « du  solide  à la  lin  de  la  per- 
cussion 


dette  équation  aurait  pu  d’ailleurs  être  obtenue  immédiate- 
ment, en  appliquant  le  troisième  théorème  général  (§  226) 
au  mouvement  dont  il  s’agit,  et  prenant  les  moments  des 
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quantités  (le  mouvement  et  des  impulsions  p;ir  rapport  a 
Taxe  fixe  ; i!  est  aisé  de  voir  en  effet  que  ce  théorème  peut 
être  appliqué  sans  qu'on  tienne  compte  des  réactions  de 
l’axe  fixe  sur  le  solide  (§  236),  puisque  les  moments  de  ces 
réactions  par  rapport  à l’axe  sont  nuis. 

Pendant  que  le  solide  est  soumis  à la  percussion  qui  le 
met  ainsi  brusquement  en  mouvement,  l’axe  supporte  habi- 
tuellement des  pressions  considérables.  On  peut  se  deman- 
der de  quelle  manière  la  percussion  doit  être  appliquée  an 
solide,  pour  que  ces  pressions  sur  l’axe  soient  milles.  Pour 
cela,  il  faut  évidemment  que  l’axe  autour  duquel  le  solide 
commencerait  à tourner,  s’il  était  entièrement  libre  et  qu'il 
fût  soumis  à la  mémo  percussion,  soit  précisément  l'axe  au- 
tour duquel  nous  le  supposons  assujetti  à tourner.  S’il  en  est 
ainsi,  la  fixité  de  l’axe  ne  gène  en  aucune  manière  le  mou- 
vement que  la  percussion  tend  à faire  prendre  au  solide , et 
par  conséquent  le  solide  ne  doit  exercer  aucune  pression 
sur  cet  axe  ; tandis  que , si  l’axe  fixe  n'est  pas  celui  autour 
duquel  la  percussion  ferait  tourner  le  solide,  dans  le  cas  où 
il  serait  entièrement  libre  , l’existence  de  cet  axe  fixe  oblige 
le  solide  à prendre  un  mouvement  différent  de  celui  qu'il 
prendrait  sans  cela , et  il  en  résulte  nécessairement  une 
réaction  dn  solide  sur  l’axe  (pii  h*  gène  dans  son  mouve- 
ment. 


Si  le  solide  était  libre,  la  per- 
cussion qui  lui  est  appliquée 
déterminerait  à la  fois  un  mou* 
veinent  de  son  centre  de  gra- 
vité, et  un  mouvement  de  ro- 
tation du  solide  autour  d'une 
droite  passant  par  ce  point 
{§  245).  Pour  que  ces  deux 
mouvements  se  composent  en 
une  seule  rotation  autour  de  l’axe  fixe  \lî,  fig.  115,  il  faut 
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que  l'axe  de  la  rotation  composante  soit  une  parallèle  .V  B' 
à l’axe  A B , menée  par  le  centre  de  gravité  G ; il  faut  de  plus 
que  la  direction  du  mouven'ient  du  centre  de  gravité,  c’est-à- 
dire  la  direction  de  la  percussion, soit  perpendiculaire  au  plan 
AB  A B’  {§  53).  Mais  pour  que  la  rotation  du  solide  s'effectue 
d'abord  autour  de  l’axe  A B’,  il  faut  que  le  plan  mené  par  la 
direction  de  la  percussion  et  par  le  point  G soit  le  plan  diamé- 
tral de  l'ellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  diamètre  dirigé 
suivant  la  droite  A’B’j  donc  ce  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  A’ B’  doit  être  perpendiculaire  au  plan  A B A’  B , et 
en  outre  le  point  G où  la  direction  de  la  percussion  rencontre 
le  plan  AB  A’  B’  doit  être  sur  la  ligne  d’intersection  du  plan 
A B A B’  avec  le  plan  diamétral  dont  il  s’agit.  Enfin  la  vitesse 
r du  centre  de  gravité  doit  être  égale  à la  vitesse  angulaire  w 
autour  de  l’axe  A’  B'  multipliée  par  la  distance  a du  centre 
de  gravité  G à l'axe  AB  (§  53).  ür,  il  résulte  de  ce  qui  a été 
dit  dans  le  § 2à5,  que  l’on  a 


M Mi- 


en désignant  par  M la  masse  du  solide  tout  entier,  par  k le 
rayon  de  giration  de  ce  solide  par  rapport  à la  droite  A’  B’, 
et  par  : la  distance  du  point  G à celle  droite  : il  s’ensuit 
qu'on  doit  avoir 

_k[ 

a ’ 

c’est-à-dire  que  la  distance  CO  du  point  C à l’axe  AB  doit 
être  égale  à la  longueur  du  pendule  simple  équivalent  au 
pendule  composé  que  formerait  le  solide  en  oscillant  autour 
de  l'axe  AB  suppose  horizontal. 

Ainsi,  en  résumant,  pour  que  l'axe  fixe  AB  n'éprouve  pas 
de  pression  pendant  que  la  percussion  est  appliquée  au  so- 
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Iule , il  faut  1°  que  le  plan  diamétral  de  l'ellipsoïde  central 
du  solide,  qui  est  coujugué  du  diamètre  parallèle  à AB,  soit 
perpendiculaire  au  plau  mené  par  AB  et  par  le  centre  de 
gravité  G ; 2°  que  la  direction  de  la  percussion  soit  perpen- 
diculaire à ce  plan  mené  par  le  point  G et  la  ligne  AB; 
3°  enfin  que  le  point  où  celte  direction  perce  le  plan  GAB  soit 
à la  rencontre  du  plau  diamétral,  dont  il  vient  d etre  ques- 
tion, avec  Taxe  d’oscillation  correspondant  à la  ligne  A B con- 
sidérée comme  axe  de  suspension  (§  249). 

La  première  de  ces  conditions,  à laquelle  le  solide  doit 
satisfaire , est  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  soit  possible 
de  trouver  une  direction  suivant  laquelle  on  puisse  appli- 
quer une  percussion  au  solide,  sans  que  l’axe  AB  éprouve  de 
pressions  pendaut  la  durée  de  cette  percussiou.  Lorsque 
cette  première  condition  est  remplie , le  point  G déterminé 
par  la  troisième  condition  se  nomme  le  centre  de  per- 
çu** ion. 

Si  l'on  supposait  que  le  point  U,  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  C sur  l’axe  AB,  fût  seul  fixe  dans  le  solide, 
la  percussion  devrait  encore  faire  tourner  ce  solide  autour 
de  l'axe  AB  : donc  AB  doit  être  un  des  axes  principaux  du 
solide,  relativement  au  point  0 (§  246).  Si  à cette  condition 
ou  en  ajoute  deux  autres,  savoir  1°  que  la  percussiou  doit 
être  dirigée  perpendiculairement  au  plan  GAB  ; 2°  que  la 
distance  Cü  doit  être  égale  à la  longueur  du  pendule  simple 
équivalent  au  pendule  composé  que  formerait  le  solide  en 
oscillant  autour  de  l’axe  AB  supposé  horizontal,  ou  aura  un 
système  de  trois  conditions  équivalent  à celui  auquel  on 
était  d'abord  parvenu.  On  sait  d’ailleurs  qu'une  droite  AK, 
qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  G du  solide  ne 
peut  être  un  axe  principal  de  ce  solide  que  pour  un  seul  de 
ses  points. 

Si  le  solide  est  symétrique  par  rapport  à un  plan  perpen- 
diculaire à l’axe  fixe  AB,  son  ellipsoïde  central  est  égale- 
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ment  symétrique  par  rapport  à ce  plan  ; alors  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  appliquer  une  per- 
cussion au  solide , sans  qu’il  en  résulte  de  pressions  sur 
l’axe , se  trouve  remplie , et  la  percussion  doit  être  dirigée 
dans  le  plan  de  symétrie. 
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§ 251.  Lorsqu'un  solide  naturel  s»*  meut  sans  éprouver 
de  changement  de  forme  appréciable  pendant  sou  mouve- 
ment, on  peut  lui  appliquer  tout  ee  qui  a été  dit  relative- 
ment au  mouvement  d’un  solide  invariable  ; l’erreur  que  l’on 
commet  ainsi , en  ne  tenant  pas  compte  de  la  déformation 
du  solide , est  généralement  très-petite , et  peut  être  né- 
gligée. Des  considérations  analogues  à celles  qui  ont  été 
présentées  à l’occasion  de  l’équilibre  des  solides  (§§  1 8.1  et 
195),  montrent  même  qu'on  ne  commet  absolument  aucune 
erreur  en  traitant  un  solide  naturel  eu  mouvement  comme 
un  solide  invariable,  s'il  conserve  rigoureusement  la  même 
forme  pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement , pourvu 
toutefois  que  l’on  attribue  à ce  solide  précisément  la  forme 
qu'il  possède  dans  cet  étal  de  mouvement , et  non  telle  ou 
telle  antre  forme  peu  différente  de  celle-là  qu’il  aurait  dans 
d’autres  circonstances , par  exemple , s’il  était  en  repos. 
Généralement  les  choses  ne  se  passent  pas  comme  nous  ve- 
nons de  le  supposer  en  dernier  lieu.  Chaque  molécule  du  so- 
lide se  mouvant  autrement  que  si  elle  était  isolée,  tout  en 
étant  soumise  aux  mêmes  forces  extérieures,  il  faut  néeis- 
sairemenl  quelle  éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines 
des  actions  qui  produisent  ce  changement  de  mouvement , 
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actions  qui  lie  peuvent  se  développer  (piaillant  que  sa  dis- 
tance à chacune  de  ces  molécules  voisines  varie  d’une  cer- 
taine quantité;  et  comme  ces  actions  moléculaires  doivent 
en  général  changer  d'intensité,  à mesure  que  la  molécule  à 
laquelle  elles  sont  appliquées  se  trouve  en  tel  ou  tel  point 
de  sa  trajectoire  , il  s’ensuit  que  les  distances  de  cette  molé- 
cule à celles  qui  l'environnent  doivent  aussi  changer  d’un 
instant  à un  autre  : en  sorte  que  ce  n'est  que  dans  des  cas 
exceptionnels  qu'un  solide  naturel  en  mouvement  conserve 
invariablement  la  même  forme,  pendant  un  temps  plus  ou 
moins  long.  Mais,  la  plupart  du  temps,  le  changement  con- 
tinuel de  forme  qu’éprouve  un  solide  naturel  en  mouvement 
est  tellement  faible,  qu’on  ne  peut  pas  s’en  apercevoir;  et, 
ainsi  que  nous  venons  de  le  dire , on  ne  commet  qu’une 
erreur  insensible  eu  le  traitant  comme  un  solide  invariable. 

Lorsqu’un  corps  solide  se  meut  dans  l'espace,  et  éprouve 
en  même  temps  un  changement  de  forme  assez  grand  pour 
qu’on  ne  puisse  pas  se  dispenser  d’en  tenir  compte , la  dé- 
termination des  diverses  circonstances  de  son  mouvement 
est  beaucoup  plus  complexe  ; cette  détermination  ne  peut 
s’effectuer  qu’autant  que  l’on  connaît  les  lois  suivant  les- 
quelles varient  les  actions  que  les  diverses  parties  du  corps 
exercent  les  unes  sur  les  autres,  à mesure  que  leurs  posi- 
tions respectives  viennent  à changer.  Alors  la  question 
rentre  dans  le  cas  général  de  la  recherche  du  mouvement 
d’un  système  de  points  matériels  soumis  à la  fois  à leurs 
actions  mutuelles  et  à des  forces  extérieures. 

Après  avoir  dit  que  le  mouvement  d’un  solide  naturel , 
dont  la  déformation  est  toujours  très-petite,  peut  être  dé- 
terminé comme  si  le  solide  était  de  forme  invariable , nous 
n’aurions  plus  rien  à ajouter,  si  l’on  n’avait  jamais  à consi- 
dérer que  le  mouvement  de  solides  isolés.  Mais  très-sou- 
vent, et  surtout  dans  les  applications  de  la  mécanique  aux 
machines,  on  a à considérer  des  solides  qui  se  meuvent  en 
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touchant  d'autres  solides  mobiles  ou  immobiles  ; il  est  né- 
cessaire de  chercher  à se  faire  une  idée  nette  des  effets  dus 
à ce  contact,  afin  de  pouvoir  en  tenir  compte  dans  l’étude  du 
mouvemeut  des  corps  dont  il  s’agit. 

Le  contact  de  deux  solides  eu  mouvemeut , ou  bien  d’un 
solide  en  mouvement  avec  un  solide  en  repos , peut  avoir 
lieu  de  deux  manières  très-différentes.  Ce  contact  peut 
n’exister  que  pendant  un  intervalle  de  temps  très-court, 
pendant  lequel  les  mouvements  des  deux  solides  sont  modi- 
fiés d’une  manière  notable  : c’est  ce  qui  a lieu  lorsqu'il  se 
produit  un  choc  entre  les  deux  solides.  Le  contact  peut , au 
contraire,  être  continu,  de  telle  manière  que  les  deux  solides 
gli**ent  ou  roulent  l'un  sur  l'autre  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  que  l’on  considère,  ou  au  moins  pendant  une 
portion  notable  de  cette  durée.  Xous  allons  voir  quelles 
sont  les  circonstances  qui  se  présentent  dans  chacun  de  ces 
cas. 

g 252.  C'hoc  de  deux  solides  sphériques.  — Pour  nous 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  lorsque  deux  corps  so- 
lides viennent  à se  choquer,  nous  considérerons  un  cas  très- 
simple  ; nous  étudierons  le  choc  de  deux  solides  sphériques 
homogènes , qui  sont  animés  chacun  d'un  mouvement  de 
trauslatiou  rectiligne  et  uniforme,  et  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  ligne  droite. 

Soient  M,  M les  deux  corps  dont  il  s'agit,  m , m leurs 
masses , et  r,  r’  leurs  vitesses,  que  nous  supposerons  diri- 
gées dans  le  même  sens.  Si  le  corps  M est  en  arrière  du 
corps  M',  et  que  v soit  plus  grand  que  r',  il  est  clair  que  la 
distance  des  deux  corps  va  en  diminuant  progressivement , 
et  que  bientôt  il  doit  se  produire  un  choc.  Lu  raison  de  la 
symétrie  complète  du  système , par  rapport  à la  droite  sui- 
vant laquelle  les  centres  des  deux  solides  se  mouvaient  tout 
d’abord,  il  est  clair  que  ces  deux  centres  resteront  sur  la 
même  droite  pendant  et  après  le  choc,  et  que  le  mouvement 
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de  chacun  des  deux  solides  ne  cessera  pas  d’èlrc  uu  mou- 
vement de  translation  : le  choc  n’aura  donc  pour  effet  que 
de  modifier  la  vitesse  dont  les  deux  solides  sont  animés. 

Aussitôt  que  les  deux  corps  sont  arrivés  au  contact,  il  se 
développe,  entre  celles  de  leurs  molécules  qui  sont  voisines 
du  point  de  contact , des  forces  qui  tendent  à diminuer  la 
vitesse  du  corps  M,  et  à augmenter  celle  du  corps  M'  ; il 
s'ensuit  qu’au  bout  d’un  certain  temps , qui  est  toujours 
très-court,  les  deux  corps  sont  animés  d’une  même  vitesse  u. 
Pour  déterminer  cette  vitesse  commune,  nous  pouvons  nous 
servir  du  second  théorème  général  sur  le  mouvement  des 
systèmes  matériels,  c’est-à-dire  du  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées  sur  un  axe  (§  22û).  Si  nous  pro- 
jetons le  mouvement  du  système  des  deux  corps  M,  M',  sur 
la  droite  suivant  laquelle  se  meuvent  leurs  centres,  et  si 
nous  observons  qu’il  n’y  a pas  de  forces  extérieures  appli- 
quées à ce  système  , puisque  les  forces  développées  par  le 
choc  entre  les  deux  corps  sont  des  forces  intérieures,  nous 
verrons  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  des  deux 
solides  conserve  constamment  la  même  valeur.  En  égalant 
celle  somme  de  quantités  de  mouvement,  priseavaut  le  choc, 
à ce  qu’elle  devient  à l’instant  où  les  deux  solides  ont  une 
même  vitesse,  on  obtient  la  relation 

mv  4-  m' v'  =(in  + m' ) u , 

d’où  l’on  déduit 

mv  -f-  m' v1 
• u—  . 

m 4-  w» 

A partir  de  l’instant  où  les  deux  solides  ont  acquis  la  vi- 
tesse commune  u,  Jes  choses  se  passent  de  diverses  ma- 
nières, suivant  la  nature  des  solides.  Les  forces  dont  nous 
venons  de  parler,  qui  ont  agi  entre  eux  de  manière  à rendre 
leurs  vitesses  égales,  n’ont  pu  se  développer  qu’aillant  que 
les  solides  oui  éprouvé  une  certaine  déformation  dans  le. 
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voisinage  de  leur  point  de  contact;  ces  solides  se  sont  aplat  is 
vers  ce  point,  et  leur  aplatissement  a augmenté  nécessaire- 
ment tant  que  la  vitesse  de  M était  encore  supérieure  à celle 
de  M',  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  de  M se 
rapprochait  toujours  du  centre  de  gravité  de  M'.  Lorsque 
les  deux  solides  ont  subi  cette  déformation,  ils  peuvent  ten- 
dre plus  ou  moins  énergiquement  à reprendre  leurs  formes 
primitives,  en  vertu  de  leur  élasticité.  Dans  le  cas  où  ces 
corps  sont  l'un  et  l'autre  complètement  dépourvus  d'clasti- 
citë,  ils  ne  tendent  en  aucuue  manière  à revenir  aux  formes 
qu’ils  avaient  d'abord  ; ils  cessent  doue  de  réagir  l'un  sur 
l'autre  à partir  de  l'instant  ou  leurs  vitesses  sont  devenues 
égales,  et  par  conséquent  ils  continuent  à se  mouvoir  avec 
la  vitesse  commune  u et  restent  indéfiniment  en  contact 
l'un  avec  l’autre.  Au  contraire,  lorsque  les  corps  sont  élas- 
tiques , l'aplatissement  qu’ils  ont  éprouvé  momentanément 
tend  à disparaître,  et  ils  continuent  à réagir  l’un  sur  l'autre 
en  vertu  de  celte  tendance  après  que  leurs  vitesses  sont 
devenues  égales  ; la  vitesse  de  M est  donc  encore  dimi- 
nuée, et  celle  de  AI'  augmentée,  en  sorte  que,  au  bout 
d’un  temps  très-court,  les  deux  corps  se  séparent  l’un  de 
l’autre  avec  des  vitesses  différentes.  Si  les  réactions  qui  si* 
développent  pendant  celle  seconde  partie  du  choc  ont  les 
mêmes  valeurs  que  celles  qui  s’étaient  développées  dans  la 
première  partie,  c’est-à-dire  si  le  choc  présente  une  synu'*- 
t lie  complète  de  part  et  d’autre  de  l’instant  qui  correspond 
à la  plus  grande  déformation  des  deux  corps,  on  dit  que  ces 
corps  sont  parfaitement  élastiques.  Dans  ce  cas,  la  vitesse 
du  corps  M , qui  a déjà  diminué  de  v — u pendant  la  pre- 
mière partie  du  choc  , diminue  encore  de  la  même  quantité 
pendant  la  seconde  partie  ; et  de  même  la  vitesse  du  corps 
M',  qui  s’est  accrue  de  « — v'  pendant  la  première  partie, 
s’accroît  encore  d’autant  pendant  la  seconde  partie  : on  a 
donc 
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U — II)  = t’  — II , tv'  — II  — U — P , 

cii  désignant  par  te  et  ir'  les  vitesses  des  deux  corps  AI,  M'  à 
riustaut  où  ils  se  séparent  l’un  de  l’autre  après  le  choc.  A 
l’aide  de  ces  deux  relations,  et  de  la  valeur  obtenue  précé- 
deinmenl  pour  m,  ou  trouve 

(ni  — m')r-+-2mr'  , (m'  — m)  v'  + 2 me 

if  = i 7 , tv  — ? . 

t/t  |- m in  \ m 

Ces  deux  eas  que  nous  venons  de  considérer,  el  qui  se  rap- 
portent, l’un  à des  corps  entièrement  dépourvus  d élasticité, 
et  l’autre  à des  corps  parfaitement  élastiques,  doivent  être 
regardés  comme  des  limites  extrêmes  entre  lesquelles  tous 
les  cas  de  la  nature  se  trouvent  compris. 

Si  l’on  suppose  que  le  corps  M'  ait  un  rayon  et  une  masse 
infinis,  et  que  sa  vitesse  «'soit  nulle,  on  se  trouvera  dans  le 
cas  où  un  plan  lixe  vient  à être  choqué  par  un  corps  sphé- 
rique qui  se  meut  perpendiculairement  à sa  direction  : les 
formules  précédentes  montrent  que  l’on  a alors 
11  = 0 , tv  — — I). 

Le  corps  qui  rencontre  le  plan  restera  donc  immobile  sur 
ce  plan,  s’ils  sont  l’un  et  l’autre  dépourvus  d’élasticité  ; tau- 
dis qu’il  le  quittera  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à celle 
qu’il  avait  d’abord,  s’ils  sont  parfaitement  élastiques.  Une 
bille  d’ivoire,  qui  vient  tomber  normalement  sur  un  plan  de 
marbre,  réalise  à très-peu  près  ce  dernier  cas. 

Si  l’on  suppose  que  les  masses  m,  m'  sont  égales,  el  que 
la  vitesse  r est  nulle,  on  trouvera 

Kscjr,  te  = o , te'  — r. 

Les  deux  corps  se  meuvent  donc  ensemble  avec  une  vitesse 
commune  égale  à la  moitié  de  la  vitesse  primitive  du  corps 
AI , s’ils  sont  tous  deux  dépourvus  d’élasticité;  s’ils  sont 
parfaitement  élastiques,  le  corps  AI  s’arrête  à la  fin  du  choc, 
et  le  corps  Al’  prend  précisément  la  vitesse  dont  le  corps  AI 
était  primitivement  animé.  Ce  dernier  cas  se  réalise  presque 
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complètement  lorsque  les  deux  corps  sphériques  de  même 
musse  sont  des  billes  d’ivoire. 

§ 253.  Perte  de  force  vive  dans  le  ehoe  des  solides 

naturels.  — Considérons  toujours  le  cas  simple  de  deux 
corps  sphériques  homogènes  qui  viennent  à se  choquer  di- 
rectement, et  comparons  les  valeurs  de  la  force  vive  du  sys- 
tème de  ces  deux  corps  avant  et  après  le  choc.  Tour  pouvoir 
faire  plus  facilement  cette  comparaison,  nous  décompose- 
rons la  force  vive  du  système,  à un  instant  quelconque,  en 
deux  parties  dont  l’une  est  la  force  vive  dont  le  système  se- 
rait animé  s’il  était  concentré  en  son  centre  de  gravité,  et 
l’autre  est  la  force  vive  de  ce  système  dans  son  mouvement 
par  rapport  à des  axes  de  direction  conslaule  menés  par  son 
centre  de  gravité  (§  235).  Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  cen- 
tre de  gravité  du  système  entier  se  meut  uniformément  avec 
une  vitesse  qui  est  toujours  la  même,  avant,  pendant  et 
après  le  choc  (§  222),  vitesse  qui  est  par  conséquent  égale 
à la  vitesse  commune  u des  deux  corps  à l'instant  de  leur 
plus  grande  déformation  : la  première  des  deux  parties  dans 
lesquelles  nous  décomposons  la  force  vive  du  système  a 
donc  toujours  la  même  valeur,  en  sorte  que  nous  pouvons 
en  faire  abstraction,  dans  la  recherche  de  l’augmentation  ou 
de  la  diminution  que  la  force  vive  totale  a pu  éprouver  d’un 
instant  à un  autre. 

Avant  que  le  choc  commence,  la  force  vive  du  système, 
dans  son  mouvement  rapporté  à des  axes  de  direction  cons- 
tante menés  par  son  centre  de  gravité,  a pour  valeur 

m[v  — u Y -+-  m'  (w — v'Y  ; 

à l’instant  où  les  deux  corps  se  meuvent  avec  la  vitesse 
commune  u,  cette  force  vive  est  évidemment  nulle;  enfin, 
si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques,  la  force  vive  du 
système,  par  rapport  aux  mêmes  axes  mobiles,  a pour  va- 
leur 
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m (u  — ir)s-|~  m'  (h/  — u)5  , 
quantité  qui  est  égale  à 

m (v  — m)s  + ni  (u  — v y , 

d’après  les  relations  qui  lient  ic  et  ic'  à m , r , v.  Ainsi  l’on 
voit  que,  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  la 
force  vive  du  système  est  exactement  la  même  après  le  choc 
qu’avant  ; tandis  que,  dans  le  cas  des  corps  dépourvus  d’é- 
lasticité, la  force  vive  a diminué,  par  l’effet  du  choc,  de  toute 
la  quantité 

m (r  — m)’  + m'  (m  — u')’ , 

c’est-à-dire  de  la  force  vive  correspondant  aux  vitesses  per- 
due et  gagnée  v — u,  u — v'. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  du  résultat  auquel  nous 
venons  de  parvenir,  en  se  reportant  au  théorème  général 
des  forces  vives  (§  2.10).  Ce  théorème  indique,  en  effet,  que 
l’accroissement  de  la  force  vive  du  système,  pendant  un 
temps  quelconque,  est  égal  au  double  de  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces,  tant  intérieures  qu’extérieures,  qui  agissent 
sur  le  système  pendant  ce  temps.  Or,  pendant  tout  le  temps 
que  la  v itesse  du  corps  choquant  M est  plus  grande  que  celle 
du  corps  choqué  M' , ces  corps  s’aplatissent  de  plus  en  plus 
dans  le  voisinage  de  leur  point  de  contact  ; les  molécules 
des  deux  corps  qui  sont  près  de  ce  point  de  contact  se  rap- 
prochent donc  les  unes  des  autres,  tout  en  tendant  à se  re- 
pousser mutuellement  ; il  eu  résulte  que  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  qui  se  développent  ainsi  entre  les  molécules 
des  deux  corps  est  négative  (§  175),  et  par  suite  que  la 
force  vive  du  système  doit  diminuer  jusqu'à  l’instant  où  les 
deux  solides  ont  atteint  la  vitesse  commune  u.  La  perle  de 
force  vive,  dans  le  choc  des  deux  corps  supposés  dépourvus 
d’élasticité,  est  donc  une  conséquence  nécessaire  du  travail 
négatif  développé  par  les  forces  moléculaires  de  ces  deux 
corps,  pendant  qu’ils  se  déforment  par  l’effet  du  choc.  Lors- 
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que  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  les  forces 
moléculaires  développent  un  travail  positif  peudant  tout  le 
temps  que  ces  corps  emploient  à revenir  de  leur  plus  grande 
déformation  à leur  forme  primitive;  d'ailleurs,  d’apres  la 
définition  que  nous  avons  donnée  des  corps  parfaitement 
élastiques  (g  252),  la  somme  des  travaux  positifs  produits 
pendant  la  seconde  partie  du  choc  doit  avoir  la  même  valeur 
absolue  que  la  somme  des  travaux  négatifs  correspondant  à 
la  première  partie  : donc  la  force  vive  du  système  doit  s'ac- 
croître, pendant  cette  sccoude  partie  du  choc,  de  toute  la 
quantité  dont  elle  avait  diminué  d’abord,  et  par  conséquent, 
à la  lin  du  choc,  elle  doit  avoir  précisément  la  même  valeur 
qu’au  commencement. 

Tous  les  solides  naturels  étant  compris  entre  les  deux  li- 
mites extrêmes  d’une  élasticité  parfaite  et  d’un  défaut  com- 
plet d’élasticité,  il  s’ensuit  que  le  choc  de  ces  solides  doit 
présenter  des  circonstances  intermédiaires  entre  celles  qui 
se  rapportent  à ces  deux  limites.  Ainsi , ou  peut  dire  que, 
dans  le  choc  direct  de  deux  solides  naturels  sphériques  et 
homogènes,  il  y a toujours  une  perte  de  force  vive  duc  à ce 
que  le  travail  positif  développé  par  les  forces  moléculaires, 
pendant  la  seconde  partie  du  choc,  est  inférieur  à la  valeur 
absolue  du  travail  négatif  que  ces  forces  moléculaires  déve- 
loppent pendant  la  première  partie.  Celle  perte  de  force 
vive  est  plus  ou  moins  petite,  suivant  que  les  deux  solides 
se  rapprochent  plus  ou  moins  de  remplir  les  conditions  de 
l’élasticité  parfaite,  telle  que  nous  l'avons  définie  ; elle  est 
égale  à la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdue 
ci  gagnée  par  les  deux  corps,  toutes  les  fois  que  ces  deux 
corps  restent  en  contact  l'un  avec  l'autre  après  que  le  choc 
est  terminé. 

La  différence  entre  les  valeurs  absolues  des  sommes  do 
travaux  dns  aux  forces  moléculaires , peudant  les  deux 
parties  du  choc,  tient  à deux  causes  que  nous  devons  in- 
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diqncr  : 1°  les  molécules  des  deux  corps  , écartées  de  leurs 
positions  primitives  pendant  la  première  partie  du  choc , 
peuvent  ne  pas  reprendre  complètement  ces  positions  lors- 
que le  choc  est  terminé,  en  sorte  que  les  corps  conservent 
une  portion  de  la  déformation  totale  que  le  choc  leur  avait 
fait  éprouver;  2'  les  molécules  peuvent  n’ètre  pas  revenues 
complètement  à leurs  positions  définitives,  à l'instant  ou  les 
deux  corps  se  séparent,  de  sorte  que  ces  molécules,  en  con- 
tinuant à se  mouvoir  après  cette  séparation,  en  vertu  de  la 
vitesse  qu  elles  possèdent  encore,  prennent  un  mouvement 
vibratoire*  qui  se  trausmet  à toutes  les  molécules  voisines 
sans  avoir  aucune  influence  sur  le  mouvement  d’ensemble 
de  chacun  des  deux  solides  dans  l’espace.  La  différence  en- 
tre la  forci*  vive  du  système  avant  le  choc,  et  la  force  vive 
du  même  système  après  le  choc  (celte  dernière  force  vive 
étant  évaluée  abstraction  faite  du  mouvement  vibratoire  des 
molécules  des  deux  solides),  peut  donc  être  regardée  comme 
une  perle  de  force  vive  qui  est  due  à la  fois  aux  déplace- 
ments moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  occasion- 
nées par  le  choc.  Une  portion  de  cette  différence  des  forces 
vives  du  système,  prises  avant  et  après  le  choc,  est  bien  ab- 
sorbée par  le  travail  résistant  qui  correspond  aux  déplace- 
ments persistants  des  molécules.  L’autre  portion,  au  con- 
traire , n’est  pas  réellement  perdue  par  l’effet  du  choc , 
puisqu'elle  se  retrouve  dans  le  mouvement  vibratoire  des 
molécules,  mouvement  dont  nous  ne  tenons  pas  compte  en 
évaluant  la  force  vive  finale  du  système  ; mais,  au  point  de 
vue  de  l'application  de  la  mécanique  aux  machines,  ou  peut 
regarder  cette  seconde  portion  comme  tout  aussi  bien  per- 
due cpie  la  première,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  tard. 

Il  est  aisé  de  comprendre  que  les  conséquences  auxquelles 
nous  venons  de  parvenir,  dans  le  cas  simple  du  choc  direct 
de  deux  corps  sphériques  homogènes,  peuvent  être  immé- 
diatement généralisées.  On  peut  dire  que,  toutes  les  fois 
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qu’il  se  produit  un  choc  entre  deux  solides  naturels,  ce  choc 
est  accompagne  d’une  perte  de  force  vive  plus  ou  moins 
grande,  qui  est  due  aux  déplacements  persistants  et  aux 
vibrations  des  molécules  des  deux  solides. 

§ 256.  (■lissernciil  de  deux  solides  naturels  l'un  sur 
l’autre.  — Lorsque  deux  solides  naturels  glissent  l’un  sur 
l’autre,  soit  que  l’un  de  ces  deux  solides  reste  immobile , 
ou  bien  qu’ils  soient  tous  deux  en  mouvement , il  se  pré- 
sente, dans  le  voisinage  de  leurs  points  de  contact,  des  cir- 
constances analogues  à celles  que  nous  venons  d’indiquer 
dans  le  choc.  Chacun  des  deux  solides  tend  à retenir  vers 
lui  les  molécules  de  l’autre  solide  qui  sont  très-rapprochées 
de  sa  surface.  Ces  molécules,  ainsi  dérangées  de  leurs  posi- 
tions naturelles  dans  le  corps  auquel  elles  appartiennent , 
puis  abandonnées  à elles-mêmes  par  suite  de  la  continua- 
tion du  glissement  des  deux  corps,  reviennent  plus  ou  moins 
exactement  dans  ces  positions;  si  elles  y reviennent,  elles  les 
dépassent  en  vertu  de  leur  vitesse  acquise,  et  prennent  ainsi 
un  mouvement  vibratoire  qui  se  transmet  dans  toute  l’éten- 
due du  corps.  Le  glissement  dont  il  s’agit  doit  donc  être  ac- 
compagné d’une  perte  de  force  vive  due  aux  déplacements 
moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  des  deux  corps. 

On  conçoit  que,  pour  chacun  des  points  de  contact  des 
deux  solides,  on  puisse  substituer  aux  phénomènes  com- 
plexes que  nous  venons  d’indiquer,  des  forces  résistantes 
dont  le  travail  corresponde  à la  perte  de  force  vive  qu’ils 
occasionnent  ; on  peut , par  exemple , regarder  les  deux 
solides  comme  étant  dans  les  memes  conditions  que  s’ils 
étaient  de  forme  invariable,  et  qu’un  ressort  en  hélice  fût 
interposé  entre  eux  de  telle  manière  que,  s’attachant  à l’un 
d’eux  par  une  de  ses  extrémités,  et  à l’autre  par  son  autre 
extrémité,  il  tendit  à s'opposer  à la  continuation  du  glisse- 
ment du  premier  solide  sur  le  second.  Cette  force  résistante, 
que  nous  supposons  appliquée  à chacun  des  deux  solides, 
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et  dont  on  se  fait  une  idée  assez  nette  en  russimiiant  à l’ac- 
tion du  ressort  dont  nous  venons  de  parler,  se  nomme  ré- 
sistance au  glissement,  ou  simplement  frottement.  Nous 
avons  déjà  employé  ces  expressions  pour  désigner  la  force 
qui  agit  d'une  manière  analogue,  dans  le  cas  où  l’on  cherche 
à déterminer  le  glissement  de  deux  solides  l’un  sur  l’autre 
(§  202)  ; mais  il  ne  peut  en  résulter  aucun  inconvénient 
dans  les  applications , puisqu'on  saura  toujours  si  elles  doi- 
vent avoir  1a  signification  que  nous  leur  attribuons  actuelle- 
lernenl,  ou  bien  celle  que  nous  leur  avions  donnée  précé- 
demment , suivant  qu’il  y aura  réellement  un  glissement 
entre  les  denx  corps  considérés,  ou  bien  seulement  une 
tendance  au  glissement.  D'ailleurs,  pour  éviter  toute  am- 
biguïté, il  arrive  souveul  qu’on  distingue  les  deux  espèces 
de  résistance  au  glissement  dont  il  s’agit,  en  donnant  à 
l’une  le  nom  de  frottement  pendant  le  mouvement , et  à 
l'autre  celui  de  frottement  au  départ. 

Ainsi,  d'après  les  explications  dans  lesquelles  nous  ve- 
nons d’entrer,  on  peut  ne  pas  se  préoccuper  des  mouve- 
ments moléculaires  développés  par  le  glissement  de  deux 
solides  naturels  l'uu  sur  l’autre,  lorsque  ces  deux  solides  ne  se 
touchent  que  par  uu  point,  pourvu  que  l’on  regarde  les  deux 
solides  comme  soumis  chacun  à l’action  d’un  frottement  dû 
à la  présence  de  l’autre  solide.  Les  deux  forces  de  frotte- 
ment, appliquées  ainsi  aux  points  des  deux  solides  par  les- 
quels ils  se  louchent,  sont  égales  et  directement  opposées; 
leur  direction  est  la  même  «pie  celle  du  glissement  élémen- 
taire qui  a lieu  à partir  de  l'instant  considéré,  et  par  consé- 
quent se  trouve  dans  le  plan  langent  commun  aux  deux 
solides,  mené  par  leur  point  de  contact  (§  65).  Le  travail 
élémentaire  de  chacune  de  ces  forces  de  frottement  s'obtient 
en  la  multipliant  par  la  projection  du  déplacement  élémen- 
taire absolu  de  son  poiut  d'application  sur  sa  direction  ; et  la 
somme  des  travaux  analogues,  pour  les  deux  forces  de  frot- 
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lemcut,  est  égale  au  produit  de  l'intensité  de  chacune  d'elles 
par  le  glissement  élémentaire  des  deux  solides  (§  17ô). 

Lorsque  deux  solides  naturels  glissent  l’un  sur  l’autre  en 
se  touchant  par  plusieurs  points  isolés  , et  même  par  un 
très-grand  nombre  de  points  répartis  le  long  d’une  ligne  ou 
dans  toute  l'étendue  d'une  certaine  surface,  ou  peut  dire 
pour  chacun  de  leurs  points  de  contact  cc  que  nous  venons 
de  dire  pour  leur  point  de  contact  unique , dans  le  cas  où  il 
n'y  en  a qu’un.  On  peut  considérer,  à chacun  de  ces  points 
de  contact,  deux  forces  de  frottement  égales  et  de  sens  con- 
traire, appliquées  l’une  à un  des  deux  solides  et  l'autre  à 
l’antre  solide,  et  ayant  même  direction  que  le  glissement 
élémentaire  des  deux  solides  au  point  dont  il  s'agit. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  solides  qui  glissent 
l’un  sur  l'autre  se  touchent  par  une  face  plane,  et  où  leur 
mouvement  pendant  un  élément  de  temps  est  un  mouvement 
de  translation  , dont  la  direction  est  nécessairement  paral- 
lèle à la  face  plane  de  contact,  il  est  aisé  de  voir  que  toutes 
les  forces  de  frottement  appliquées  à l’un  de  ces  solides  sont 
parallèles  entre  elles  et  dirigées  dans  le  même  sens;  ces 
forces  peuvent  donc  cire  remplacées  par  une  force  unique 
égale  à leur  somme,  et  dirigée  comme  elles  suivant  la  direc- 
tion du  glissement  élémentaire  des  deux  solides.  Dans  ce 
cas,  on  peut  regarder  les  deux  solides  comme  étant  soumis 
chacun  à une  seule  force  de  frottement,  dont  I intensité 
constituera  le  frottement  total  des  deux  solides  l'un  sur 
l’autre.  Ces  deux  forces  de  frottement  sont  d'ailleurs  dans  le 
même  cas  que  celles  qui  correspondent  à chaque  point  de 
contact  pris  séparément  ; leurs  travaux  pendant  un  élément 
de  temps  quelconque  s’évaluent  conformément  à ce  que  nous 
avons  dit  il  n'v  a qu’un  instant. 

Des  expériences,  faites  dans  le  cas  particulier  dont  nous 
venons  de  parler,  ont  fait  connaître  les  lois  du  frottement 
pendant  le  mouvement.  En  faisant  varier  l’étendue  de  la 
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face  plane  par  laquelle  les  deux  solides  se  louchent,  la  pres- 
sion lolale  que  chacun  de  ces  deux  solides  exerce  sur  l'nulre 
suivant  la  perpendiculaire  à celte  face  de  contact,  et  la 
vitesse  du  glissement,  on  a trouvé  que  : 1"  le  frottement 
est  proportionnel  à la  pression  ; 2°  il  est  indépendant  de 
letendue  des  surfaces  frottantes;  3“  il  est  aussi  indépendant 
de  la  vitesse  de  glissement  des  deux  solides.  Les  deux  pre- 
mières de  ces  trois  lois  sont  exactement  les  mêmes  que 
celles  qui  se  rapportent  au  frottement  au  départ  ($  202). 

Il  est  naturel  de  regarder  le  flottement  qui  se  développe 
en  chaque  point  de  contact  de  deux  solides  qui  glissent  l’un 
sur  l’autre  comme  satisfaisant  aux  lois  qui  viennent  d’être 
énoncées,  à l'exception  toutefois  de  la  seconde,  qui  n’a  plus 
de  sens  quand  il  ne  s’agit  que  d’un  seul  point  de  contact. 

Nous  désignerons  toujours  le  rapport  du  frottement  à la 
pression  sous  le  nom  de  coefficient  de  frottement.  <!c  rap- 
port dépend  uniquement  de  la  nature  des  surfaces  des  corps 
qui  glissent  l’un  sur  l’autre.  L’expérience  montre  que,  pour 
les  mêmes  corps,  la  valeur  de  ce  rapport  qui  correspond  au 
frottement  pendant  le  mouvement  est  généralement  plus 
petite  (pie  celle  qui  correspond  au  frottement  au  départ. 

Nous  donnerons  également  le  nom  A’ang/c  de  frottement 
à l’angle  dont  la  tangente  est  égale  au  coefficient  de  frotte- 
ment. Si  l’on  considère,  en  chaque  point  de  contact  de  deux 
solides  qui  glissent  l’un  sur  l’autre,  la  résultante  de  la 
pression  et  du  frottement  appliqués  à l’un  des  deux  solides, 
c’est-à-dire  l'action  totale  que  ce  solide  éprouve  de  la  part 
de  l'autre  en  ce  point,  il  est  aisé  de  voir  qu’elle  fait  avec  la 
normale  commune  un  angle  égal  à l’angle  do  frottement 
correspondant;  celte  action  totale  est  d'ailleurs  dirigée  dans 
le  plan  mené  par  la  normale  commune  et  par  la  direction  du 
glissement  élémentaire  qui  a lieu  en  ce  point  de  contact. 

§ 255.  Itoulement  de  deux  solides  naturels  l'un 
•ur  l'autre.  — Lorsque  deux  solides  naturels  arrrondis 
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roulent  l’un  sur  l’uutre , il  se  produit  des  phénomènes  ana- 
logues à ceux  que  nous  venons  de  faire  connaître  dans  le 
cas  du  glissement.  Les  pressions  égales  et  contraires,  que 
ces  deux  solides  exercent  l’un  sur  l’autre,  déterminent  pour 

chacun  d'eux  une  déformation  dans  le  voisinage  de  leurs 
points  de  contact.  Les  points  de  contact  se  déplaçant  sur 
les  deux  solides  par  suite  de  la  continuation  du  roulement, 
la  déformation  dont  il  s’agit  tend  à disparaître  ; mais,  ou 
bien  les  molécules  ne  reviennent  pas  exactement  à leurs  po- 
sitions primitives  , ou  bien  elles  y reviennent  en  prenant  un 
mouvement  vibratoire  ; on  peut  donc  dire  encore  que  le 
roulement  de  deux  solides  naturels  l'un  sur  l’autre  est  ac- 
compagué  d'une  perte  de  force  vive  due  aux  déplacements 
moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  des  deux  solides. 

On  couçoit  encore  que  l’on  puisse  substituer  à ces  phé- 
nomènes, qui  se  passent  dans  le  roulement  de  deux  corps 
l’un  sur  l’autre,  l’action  de  certaines  forces  résistantes  ca- 
pables d’occasionner  la  même  perte  de  force  vive.  Mais, 
pour  nous  rendre  un  compte  exact  de  la  manière  dont  cette 
substitution  peut  se  faire,  il  est  nécessaire  de  se  reporter  aux 
expériences  faites  par  Coulomb  pour  arriver  à la  connais- 
sance des  lois  de  la  rè*i*tance  au  roulement. 

„•  Un  corps  cylindrique  M , fig. 
116,  étant  posé  sur  une  surface 


plane  et  horizontale  HH,  Cou- 
H *0,,,b  a cherché  quelle  était  la 
force  de  traction  qu’il  fallait  lui 
rig.  us.  appliquer  horizontalement  en  B, 

suivant  une  direction  BB' perpendiculaire  à ses  génératrices, 
pour  déterminer  son  roulement.  Il  a trouvé  que  cette  force 
variait  proportionnellement  au  poids  P du  cylindre , et  en 
raison  inverse  de  son  diamètre  I);  en  sorte  qu’il  a pu  la  re- 
présenter par 
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k étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des 
surfaces  en  contact.  Une  force  de  traction  convenable,  ap- 
pliquée an  cylindre  M suivant  la  verticale  CC,  peut  égale- 
ment déterminer  son  roulement  dans  le  meme  sens.  Cou- 
lomb a trouvé  que  celte  force  varie  aussi  proportionnelle- 
ment au  poids  du  cylindre  et  en  raison  inverse  de  son  dia- 
mètre ; mais  que,  daus  chaque  cas,  elle  est  double  de  celle 
qui  doit  être  appliquée  suivant  BB'  pour  produire  le  même 
effet.  Ce  résultat  s’explique  facilement , si  l’on  observe  que 
le  mouvement  qu’on  cherche  à faire  prendre  au  cylindre,  en 
le  tirant  suivant  BB'  ou  CC',  est  une  rotation  instantanée 
autour  d’un  axe  qui  coïncide  avec  son  arête  inférieure  A, 
et  qu’en  conséquence  les  choses  se  passent  au  commence- 
ment du  roulement  comme  si  le  cylindre  était  assujetti  à 
tourner  autour  de  cet  axe;  de  quelque  manière  que  la  force 
de  traction  lui  soit  appliquée,  pour  vaincre  la  résistance  qui 
s’oppose  au  mouvement  dont  il  s’agit,  il  faut  que  le  moment 
de  cette  force  par  rapport  à l’arête  A ait  une  même  valeur  : 
donc  , lorsque  cette  force  agit  suivant  CC',  elle  doit  être 
double  de  ce  quelle  est  lorsqu’elle  agit  suivant  BB',  puisque 
la  distance  de  sa  direction  à l’arête  A est  deux  fois  plus  pe- 
tite que  dans  ce  dernier  cas. 

Si  l’on  examine  de  près  ce  qui  se  passe  dans  l’expérience 
qui  vient  d’être  indiquée , on  verra  que  ce  n’est  pas  seule- 
ment une  force  , mais  bien  un  couple,  que  l’on  applique  au 
cylindre  pour  vaincre  la  résistance  au  roulement.  Considé- 
rons, par  exemple,  le  cas  où  l’on  exerce  une  force  de  trac- 
tion F suivant  CC.  Tant  que  cette  force  I n’est  pas  suffi- 
samment grande,  le  cylindre  reste  immobile;  mais  il  est 
clair  que  la  pression  totale  qu’il  exerce  sur  le  plan  HH  est 
égalé  à son  poids  P augmenté  de  F,  et  que  par  conséquent 
il  éprouve  de  la  part  du  plan  HH  une  réaction  égale  à 
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P -L  F dirigé  verticalement  et  de  bas  en  haut , tandis  que 
cplle  réaction  était  simplement  égale  à P,  quand  la  force  F 
n'agissait  pas.  L’application  de  la  force  F au  point  C,  sui- 
vant la  direction  CC',  détermine  donc  en  même  temps  l’ac- 
tion d’une  autre  force  égale  à F agissant  en  A verticalement 
et  de  bas  en  haut  ; c’est-à-dire  que,  en  exerçant  la  force  de 
traction  F sur  le  point  C,  on  applique  réellement  au  cylin- 
dre un  couple  ayant  pour  force  F et  pour  bras  de  levier  le 
rayon  du  cylindre.  Un  arrive  facilement  à une  conséquence 
analogue,  en  considérant  le  cas  où  l’on  cherche  à mettre  le 
cylindre  en  mouvement  au  moyen  d’une  force  appliquée  sui- 
vant BB\  Ainsi  c’est  au  moyen  d’un  couple  qu’on  parvient  à 
vaincre  la  résistance  au  roulement , et  par  conséquent  on 
peut  regarder  cette  résistance  comme  étant  elle-même  un 
couple  qui  agit  dans  un  plan  perpendiculaire  à l'arête  A,  «mi 
sens  contraire  du  roulement  qu’on  tend  à produire. 

La  force  de  traction  qu’il  faut  appliquer  en  B,  pour  dé- 
terminer le  roulement  du  cylindre,  étant  égale  à 


comme  nous  l’avons  dit,  et  par  conséquent  celle  qu’on  doit 
appliquer  en  C pour  produire  le  même  effet  ayant  pour 
valeur 


le  moment  du  couple  à l’aide  duquel  ou  parvient  à vaincre 
la  résistance  au  roulement  est  exprimé  par 


?/r 


Un  peut  donc  dire  que  la  résistance  au  roulement  est  un 
couple  dont  le  moment  a pour  valeur  AP;  c’est-à-dire  que 
cette  résistance  est  proportionnelle  au  poids  P du  cylindre 
et  indépendante  de  son  diamètre  1). 
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Les  expériences  que  nous  venons  de  rappeler  et  d’ana- 
lyser, ne  font  connaître  que  la  résistance  qui  se  développe 
lorsque  l’on  cherche  à faire  rouler  un  cylindre  pesant  sur 
un  plan  sur  lequel  il  repose;  elles  ne  se  rapportent  en  au- 
cune manière  à la  résistance  analogue  qui  se  développe 
lorsque  le  cylindre  est  déjà  en  mouvement  depuis  un  cer- 
tain temps , et  qu’il  continue  à rouler  : mais  on  peut  ad- 
mettre que,  dans  ce  second  cas,  la  résistance  au  roulement 
suit  les  mêmes  lois  que  dans  le  premier  cas.  Seulement  le 
coefficient  k qui  entre  dans  l’expression  du  moment  de  cette 
résistance  au  roulement  devra  être  regardé  comme  n’ayant 
généralement  pas  la  même  valeur,  pour  les  mêmes  corps, 
suivant  qu’il  se  rapporte  à la  résistance  qui  se  développe 
an  commencement  du  roulement  ou  bien  à celle  qui  se  déve- 
loppe pendant  le  roulement. 

D’après  cela,  lorsque  deux  solides  naturels  rouleront  l’un 
sur  l’autre,  nous  pourrons  regarder  chacun  des  deux  solides 
comme  soumis  à l’action  d’un  couple  résistant , dont  le  mo- 
ment , proportionnel  à la  pression  normale  N qu’ils  exer- 
cent l’un  sur  l’autre,  et  indépendant  de  la  courbure  de  leurs 
surfaces,  sera  exprimé  par 

AN, 

k étant  un  coefficieut  qui  dépend  uniquement  de  la  nature 
des  surfaces  des  deux  solides  dans  le  voisinage  de  leurs  points 
de  contact.  Ce  couple  résistant  sera  dirigé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à l’axe  instantané  autour  duquel  s’effectuera  le 
roulement  élémentaire  absolu  ou  relatif  d’un  des  solides  sur 
l'autre,  et  dans  un  sens  tel  qu’il  tende  à s’opposer  à la  con- 
tinuation du  roulement.  Le  couple  résistant  appliqué  à l’un 
des  deux  solides  sera  d’ailleurs  égal  et  directement  contraire 
au  couple  résistant  appliqué  à l’autre  solide.  Si  l’un  des  deux 
solides  reste  immobile,  et  si  la  vitesse  angulaire  de  l’autre 
solide  dans  sou  roulement  instantané  sur  le  premier  est  o>, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  sommées  travaux  développés  pén- 
al 
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(JUtii L k*  temps  <//,par  les  deux  forces  du  couple  résistant  ap- 
plique à ce  second  solide,  a pour  valeur 

— A:  N m dt. 

Dans  le  cas  où  les  deux  solides  sont  l'un  et  l'autre  eu  mou- 
vement , celte  expression  représente  encore  la  somme  des 
travaux  dus  aux  forces  des  deux  couples  résistants  égaux  et 
contraires  que  nous  regardons  connue  appliqués  aux  deux 
solides,  eu  étant  la  vitesse  angulaire  dans  le  roulement  re- 
latif de  l'un  des  deux  solides  sur  l'autre  ; car  ou  sait  que  la 
somme  des  travaux  dus  à des  forces  qui  sout  deux  à deux 
égales  et  directement  opposées  ne  dépend  que  du  mouvement 
relatif  des  points  d’application  de  ces  forces  (§  175),  et  par 
conséquent , dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  somme  des  tra- 
vaux dus  aux  forces  des  deux  couples  résistants  est  la  même 
que  si  le  roulement  relatif  d’un  des  deux  solides  sur  l'autre 
était  un  roulement  absolu. 

§ 256.  Exemples  du  mouvement  des  solides  natu- 
rels. — Glissement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné. 
— Si  un  corps  solide,  posé  sur  un  plan  incliné,  et  soumis  à la 
seule  action  de  la  pesanteur,  cède  à cette  action  et  se  met 
à glisser  parallèlement  à la  ligne  de  plus  grande  pente  du 
plan,  il  éprouve  de  la  part  du  plan  un  frottement  qui  agit  eu 
sens  contraire  de  son  mouvement.  Soit  ni  la  masse  du  corps, 
et  f l'angle  que  le  plan  incliné  lait  avec  l’horizon.  Si  l'on 
décompose  le  poids  ni  g du  corps  en  deux  composantes,  dont 
l'une  mg cos agisse  perpendiculairement  au  plan  , et  l’au- 
tre mg  sin  <p  agisse  parallèlement  à ce  plan,  mg  cos  y sera 
la  pression  exercée  par  le  corps  sur  le  plan  pendant  soi» 
mouvement  (§  181);  et  par  suite  le  flottement  qu'il  éprouve 
de  la  part  du  plan  aura  pour  expression 

fmgeoso , 

/ étant  le  coefficient  de  (ï^icmcui.  Ce  frollcuieul  agit  eu 
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sons  contraire  du  mouvement , et  par  conséquent  on  sons 
contraire  de  la  composante  mg  sin<p  du  poids  du  corps  : 
donc  on  peut  dire  que  le  corps  se  meut  en  ligne  droite  sous 
l’action  d’une  force  égale  à 

mg  sin  çp  — fmtj  cos  © . 

('elle  force,  étant  constante,  le  mouvement  du  corps  est  uni- 
formément varié,  et  l’accélération  de  ce  mouvement  est 
égale  à 

g (sin -p—  /cos <p). 

Si  nous  remplaçons  / par  tanga,  celle  expression  devien- 
dra 

sin© — a) 

• 9 ! : 

cos  a 

donc  le  mouvement  du  corps  sera  accéléré  ou  retardé,  sui- 
vant que  l’angle  çp  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  l’angle 
de  frottement  x. 

Supposons  que  l’oit 
fasse  remonter  le 
corps  pesant  le  loug 
de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du 
plan , en  lui  appli- 
quant une  force  cons- 
tante F dont  la  di- 
rection fasse  un  an- 
gle [3  avec  cette  ligné 
de  plus  grande  pen- 
te, fig.  117.  Les  projections  du  poids  mg  et  de  la  force  F 
sur  la  perpendiculaire  an  plan  auront  pour  valeurs 

mg  cos  çp , F sin  (3  ; 

et  leur  différence 
3t. 
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»i</cos!jp  — Fsin 

qui  sera  nécessairement  positive  si  le  coips  reste  en  contait 
avec  le  plan,  sera  la  pression  normale  du  corps  sur  le  plan  : 
le  frottement  aura  donc  pour  valeur 

/(niycoss — Fsinj5). 

La  projection  de  la  force  F suivant  la  direction  du  mouve- 
ment sera  égale  à 

F cos  5 ; 

si  l'on  en  retranche  la  projection 

mg  sia  o 

du  poids  du  corps  sur  la  même  direction,  ainsi  que  le  frotte- 
menl  dont  on  vient  de  trouver  l’expression,  on  aura 

F cos  S — mg  sin  f — / ( mg  cos  — F sin  rp  ) 

pour  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  suivant  la  direction  de 
son  mouvement  rectiligne,  et  qui  tend  constamment  à mo- 
dilier  sa  vitesse.  Cette  force  étant  constante,  il  s’ensuit  que 
le  mouvement  du  corps  est  uniformément  varié.  Son  mou- 
vement sera  uniforme,  si  l’on  a 

FçosS  — mg  sin  <j>  — / ( mg  cos^  — Fsin  (S  ) = o , 
d'où  l'on  lire 

sino-t-/cosa  sin  (o 4- a) 

F — mg  — — mg , 

™s£+/sin(°  cos  (£ — «) 

« étant  l’angle  de  frottement.  Un  voit,  par  ce  dernier  résul- 
tat, que  la  force  F , capable  de  faire  remonter  uniformément 
le  corps  sur  le  plan,  varie  de  grandeur  avec  l'angle  rp  que 
sa  direction  fait  avec  le  plan  ; cette  force  F est  un  minimum 
lorsque  (S  = «.  C'est  ce  qu'on  peut  reconnaître  facilement 
par  des  considérations  géométriques,  si  l’on  remarque  que 
la  réaction  totale  du  plan  sur  le  corps  (résultante  de  la  pres- 
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siou  et  du  frottemeiil)  est  dirigée  suivant  une  ligne  MR’ 
faisant  l'angle  « avec  la  normale  MIS”  (§  25V),  et  qu’en 
conséquence,  pour  que.  la  vitesse  du  corps  ne  change  pas, 
il  faut  que  la  résultante  des  forces  F et  mg  soit  égale  et  di- 
rectement opposée  à cette  réaction  totale;  en  sorte  que,  si 
l’on  mène  par  l’extrémité  P de  la  droite  qui  représente  la 
force  mg  une  ligne  PS  parallèle  à la  direction  de  F,  jusqu’à 
la  rencontre  de  MR  prolongement  de  MR',  la  longueur  PS 
fera  connaître  la  grandeur  de  la  force  F : donc,  pour  que  F 
soit  un  minimum,  il  faut  que  la  parallèle  à sa  direction 
menée  du  point  P à la  ligue  MR  soit  la  perpendiculaire  PU 
abaissée  de  P sur  MR  , et  par  suite  il  faut  que  cette  direction 
de  F,  perpendiculaire  à MR , fasse  avec  le  plan  un  angle  (5 
égal  à a. 

§ 257.  Mouvement  d’une  bille  de  billard.  — Cher- 
chons à nous  rendre  compte  des  circonstances  que  présente 
le  mouvement  d’une  bille  sur  un  billard,  eu  supposant  que 
celte  bille  ail  été  animée  tout  d’abord  d’un  mouvement  de 
translation  et  d’un  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
centre,  et  que  l’axe  de  la  rotation  initiale  soit  dirigé  per- 
pendiculairement au  plan  vertical  mené  par  la  direction 
de  la  vitesse  initiale  de  son  centre.  Il  est  aisé  de  voir 
d’abord  que,  en  raison  de  la  symétrie,  le  centre  de  la  bille 
ne  sortira  pas  du  plan  vertical  dont  on  vient  de  parler, 
et  que  par  conséquent  ce  point  se  mouvra  en  ligne  droite, 
suivant  la  direction  de  la  vitesse  qu’il  avait  au  commence- 
ment du  mouvement  ; de  plus,  par  la  même  raison,  l’axe  de 
rotation  de  la  bille,  dans  sou  mouvement  autour  de  son 

centre,  restera  toujours  parallèle 
à sa  direction  primitive.  Si  les 
sens  de  la  translation  et  de  la  ro- 
tation initiales  de  la  bille  sont  ceux 
fi*,  h*.  qu’indiquent  les  flèches  ci-contro, 

fig.  118,  il  est  aisé  de  voir  qu’il  se  développe  au  point  A un 
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frottement  dirigé  eu  sens  contraire  du  mouvement  de  trans- 
lation. O:  frottement , égal  à/Mg,  si  M est  la  masse  de  la 
bille , tend  à ralentir  à la  fois  le  mouvement  du  centre  C , et 
le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point  ; en  sorte  que,  si 
l’on  désigne  par  » la  vitesse  du  point  C,  et  par  m la  vitesse 
angulaire  de  la. bille  dans  sa  rotation  autour  de  ce  point , 
on  aura 

dv  _ r dm  /JlÿR 

dt  Jy  ’ 7Tt"=~  ’ 

K étant  le  rayon  de  la  bille,  et  Imr7  son  moment  d’inertie 
pris  par  rapport  à un  de  ses  diamètres.  Or,  on  sait  (§  238) 
que  l’on  a dans  ce  cas 

2mrî  = M.  ? IV  : 

la  valeur  de  — se  réduit  donc  à 

dt 

dt  ■ n ' 
lin  intégrant,  un  trouve 

v = r.  — fgt , m ==  ^ t , 

r0  et  w.  étant  les  valeurs  initiales  de  r et  «.  La  vitesse  r 
du  centre  de  la  bille,  et  sa  vitesse  angulaire  ta  autour  de  ce 
point,  vont  continuellement  en  diminuant.  Bientôt  une  de 
ces  deux  quantités  devient  égale  à zéro;  comme  le  glisse- 
ment de  la  bille  sur  le  billard  ne  cesse  pas  encore  d’exister 
à cet  instant,  celle  quantité  qui  s'est  annulée  la  première 
devient  négative,  et  augmente  dès  lors  de  plus  en  plus  eu 
valeur  absolue,  pendant  que  l’autre  quautité  continue  à dé- 
croître : il  arrive  donc , au  bout  de  quelque  temps , que 
l’on  a 

v -t-  R <a  = o. 

A l'instant  oii  celle  condition  est  remplie , le  point  le  plus 
bas  de  la  bille  est  animé  à la  fois  de  deux  vitesses  égales  et 
contraires  ; ce  |K>iul  a doue  Hue  vitesse  absolue  nulle,  et  par 
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conséquent,  il  cesse  d’y  avoir  glissement  de  la  bille  sur  le 
billard;  dés  lors  le  frottement  n’agit  pins,  la  bille  roule  sut 
le  billard,  et  ce  roulement  s'effectue  uniformément , si  tou- 
tefois on  néglige  la  résistance  au  roulement  dont  l’effet  con- 
siste à diminuer  peu  à peu  la  vitesse  de  la  bille  dans  celte 
dernière  partie  de  son  mouvement. 

D'après  cela,  si  nous  nous  reportons  aux  valeurs  de  rota 
en  fonction  de  t , c'est  lorsque  l’on  aura 


, , e„-+-R»o 

fy 

que  la  bille  cessera  de  glisser  pour  commencer  à rouler.  Celle 
valeur  de  / est  comprise  entre  les  valeurs 

, _ . R«o 


t = r, 

fy 


1 fy  ' 


pour  lesquelles  on  a r — o ou  « — o.  Si  ^ est  plus  grand 

que  ’ oj  s'annulera  avant  c,  et  le  roulement  qui  suc- 
J9 

cédera  au  glissement,  se  fera  dans  le  sens  de  la  vitesse  *>„. 
Si,  au  contraire,  est  plus  petit  que  î , v s’annulera 

avant  co,  et  la  bille  roulera  en  revenant  vers  son  point  de 

, . „ . r0  ....  R »0 

départ.  Lnlm , si  est  égal  a , , v et  w s annuleront 

en  même,  temps,  et  la  bille,  au  lieu  de  rouler  dans  un  sens 
ou  dans  l’autre,  restera  immobile  sur  le  billard. 

Dans  le  cas  général,  où  l’axe  autour  duquel  s’effectue  la 
rotation  initiale  de  la  bille  u’est  pas  perpendiculaire  à la  di- 
rection du  mouvement  de  son  centre,  le  frottement  quelle 
éprouve  change  à chaque  instant  la  direction  de  ce  dernier 
mouvement,  c’est-à-dire  que  la  bille  se  meut  en  ligne  courbe. 
C’est  ainsi  qu’on  peut  se  rendre  compte  des  effet * que  l’on 
produit  au  jeu  de  billard,  en  donnant  à une  bille,  à la  fois 
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un  mouvement  de  translation  et  nn  mouvement  de  rotation 
autour  de  son  centre. 

§ 258.  Roulement  d’un  cylindre  pétant  sur  un  plan 
incline.  — Supposons  qu’un  cylindre  homogène  descende  en 
roulant  sur  un  plan  incliné,  sous  la  seule  action  de  la  pesan- 
teur, de  telle  manière  que  son  axe  de  ligure  reste  toujours 
parallèle  à la  trace  horizontale  du  plan.  La  vitesse  angu- 
laire du  corps,  dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de 
son  axe,  va  en  s’accélérant , de  même  que  la  vitesse  de  son 
centre  de  gravité;  et  cela  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que 
ce  corps  éprouve  de  la  part  du  plan  une  réaction  tangeu- 
tielle  Fjdirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  de  son  centre 
de  gravité.  Si  nous  désignons  par  M la  masse  du  cylindre, 
par  R son  rayon,  par  r la  vitesse  de  son  centre  de  gravité, 
par  Ci>  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  il  tourne  autour  de 
ce  point,  et  par  y l’angle  que  le  plan  incliné  fait  avec  l’ho- 
rizon, nous  aurons 

Mÿsinçp  — F 

pour  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  la 
direction  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  et  par  suite 
ce  mouvement  sera  déterminé  par  l'équation 
dv  . F 

nous  aurons  aussi  FR  pour  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  par  rapport  à l’axe  du  cylindre,  de  sorte  que  h* 
mouvement  de  rotation  autour  de  cet  axe  sera  déterminé 
par  l’équation 

do) Fl! 

77?  Inu  - ' 

ou  bien,  en  remplaçant  le  moment  d’inertie  imr’  par  sa 
valeur  ; MR5  (§  238), 

dw  _2F 

dt  MR' 
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Mais  r doit  être  égal  à Rw , puisqu'il  y a roulement  du  cy- 
lindre sur  le  plan  : on  en  déduit 


d'où 


ÿsinçp  — 


F 2F 

M ~ M ’ 


r _ Mÿsimp 
3 

Le  flottement  que  le  cylindre  éprouverait  de  la  part  du  plan, 
s il  glissait  au  lieu  de  rouler,  serait  égal  à fTtlg  coso , en  dési- 
gnant par/ le  coefficient  de  frottement;  la  réaction  Fque  le 
plan  exerce  sur  le  cylindre,  quand  il  y a simplement  roule- 
ment, ne  pouvant  pas  être  supérieure  à ce  frottement,  il  faut 
qu’on  ait 

c’est-à-dire 

taugÿ  < 3/ 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  le  cylindre  roule  sur  le 
plan,  et  l'on  trouve  les  valeurs  de  r et  w au  moyen  des  rela- 
tions établies  précédemment,  dans  lesquelles  on  remplace  F 

. Mosiuo 

par  sa  valeur  — 2 1 , 

3 

Si  l’on  avait 

ttmg  'f  > 3/, 

le  cylindre  ne  roulerait  pas  sur  le  plan;  mais  il  glisserait,  et 
le  frottement  qu’il  éprouverait  le  ferait  également  tourner 
autour  de  son  axe.  En  désignant  par  F ce  frottement , on 
aurait  encore  pour  déterminer  r et  w , les  équations 

dv  . F dw  2 F 

(7F  ar-jnp 


seulement,  au  lieu  de  chercher  la  valeur  de  F de  manière 
que  Fou  ail  Roj,  ou  devrait  supposer 
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K =/M<jrcos®.  . 

J)ans  ce  qui  précède,  nous  avons  négligé  la  résistance  au 
roulement  à laquelle  le  cylindre  est  soumis  pendant  qu’il 
roule  sur  le  plan.  Voici  comment  on  pourrait  en  tenir 
compte.  Cette  résistance  au  roulement,  que  nous  pouvons 
assimiler  à un  couple  (§  255),  n’influe  pas  directement  sur 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  cylindre  ; en  sorte  que, 
si  la  réaction  langentielle  du  plan  sur  le  cylindre  est  tou- 
jours désignée  par  F,  on  aura  encore 

dv  . F 
Jt=g  «ntf-fl. 

Pour  trouver  l’équation  du  mouvement  de  rotation  du  cylin- 
dre autour  de  son  axe,  nous  observerons  que  le  moment  du 
couple  dont  il  vient  d'être  question  peut  être  représenté  par 
ÆM^cos^,  k étant  une  quantité  qui  dépend  uniquement  de 
la  nature  des  surfaces  qui  se  louchent  ; la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à l’axe  du  cylindre 
est  donc  égale  à 

F K — /.  M <j  cos  a : 

et  par  suite  on  a 

rfw  _ FR — k Mjf cos  y 2 F 2 kgeosy 

Tl  ~ ïm?  MR  ÎC 

En  exprimant  ensuite  que  v est  égal  à R'o,  on  trouve  pour 
F la  valeur 

Mÿ  , . '2k 

F = y ( suifj)  -f-  — cosy)  ; 

et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  cette  valeur  de  F, 
on  peut  déterminer  complètement  r et  w.  On  voit  que,  si  la 
résistance  au  roulement  n’agit  pas  directement  pour  inodi- 
lier  le  mouvement  du  centre  de  gravité,  elle  n’en  influe  pas 
moins  sur  ce  mouvement  en  raison  de  l'augmentation  quelle 
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fait  subir  à la  réaction  laugeuliellc  F du  plan  sur  le  cy- 
lindre. 

On  voit  que,  lorsqu’un  cylindre  roule  sur  un  plan  incliné, 
dans  les  circonstances  que  nous  venons  d'indiquer,  l’accélé- 
ration du  mouvement  de  son  centre  de  gravité  est  plus 
petite  que  celle  du  mouvement  d’un  point  matériel  pesant , 
qui  glisserait  le  long  de  ce  plan  sans  en  éprouver  de  frotte- 
ment , et  cela  lors  même  que  l'on  ne  tient  pas  compte  de  la 
résistance  au  roulement.  Cela  lient  à ce  que  la  pesanteur 
détermine  en  même  temps  le  mouvement  de  translation  du 
cylindre  le  long  du  plan,  et  son  mouvement  de  rotation  sur 
lui-même.  Le  travail  développé  par  la  pesanteur,  pendant 
que  le  centre  de  gravité  du  cylindre  desceud  d’une  certaine 
hauteur,  doit  produire  noti  -seulement  l'accroissement  de 
de  force  vive  de  la  niasse  entière  du  corps  suppose  con- 
centré à son  centre  de  gravité,  mais  encore  l’accroissement 
de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  mouvement  autour  de  sou 
centre  de  gravité  (§§  230  et  235). 


CHAPITRE  IV. 


MOtVEMEXT  DES  Fl.  I l UES. 


§ 259.  Équation*  différentielle*  du  mouvement 
de*  fluides.  — Lorsqu’un  fluide  est  en  mouvement  sous 
l’action  de  diverses  forces,  on  peut  lui  étendre  la  notion  que 
nous  avons  acquise  relativement  à la  pression  en  un  point 
quelconque  d’une  masse  fluide  en  équilibre  ($  212).  Cette 
notion  repose  essentiellement,  il  est  vrai,  sur  l’hypothèse  de 
la  fluidité  parfaite,  hypothèse  qui  ne  peut  pas  être  admise 
complètement,  quand  il  s’agit  d’un  fluide  en  mouvement;  eu 
effet  l'expérience  prouve  qu’il  se  développe  un  certain  frot- 
tement dans  le  glissement  des  diverses  parties  d’un  fluide 
les  unes  sur  les  autres,  et  que  ce  frottement  est  d’autant 
plus  grand  que  la  vitesse  de  glissement  est  elle-même  plus 
grande  : mais  on  peut  regarder  les  choses  comme  se  passant 
de  la  même  manière  que  s'il  s’agissait  d’un  fluide  parfait,  et 
que  le  frottement  qui  se  développe  en  réalité  fût  une  force 
extérieure  appliquée  aux  diverses  molécules  de  ce  fluide 
parfait. 

D'après  cela,  on  voit  que  l'on  peut  distinguer,  en  chaque 
point  de  l’espace  occupé  par  un  fluide  en  mouvement,  cl  à 
un  instant  quelconque  : 1°  la  pression  qui  a lieu  en  ce  point, 
2°  la  masse  spécifique  du  fluide  au  même  point , 3"  enfin  la 
vitesse  de  la  molécule  qui  y est  située.  Si  l'on  rapporte  les 
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positions  dos  divers  points  du  fluide  à (rois  axes  coordonnés 
rectangulaires , la  connaissance  complète  de  la  vitesse  dont 
il  vient  d'être  question  suppose  celle  de  ses  trois  compo- 
santes ii,  parallèles  aux  axes  des  x,  des  y et  des  z ; de 

sorte  qu’en  y joignant  la  pression  p cl  la  masse  spécifique  o, 
cela  fait  cinq  quantités  dont  on  doit  connaître  les  valeurs, 
pour  que  le  mouvement  du  fluide  soit  connu.  Ces  cinq 
quantités,  considérées  pour  un  même  point  de  l'espace,  va- 
rient en  général  avec  le  temps  / ; d’ailleurs,  à uu  incme  ins- 
tant, «'Iles  varient  aussi  quand  on  passe  d’un  point  de  l'es- 
pace à un  autre  point,  c’est-à-dire  quand  on  fait  varier  les 
coordonnées  x,  y,  z du  point  auquel  elles  se  rapportent  : ce 
sont  donc  des  fonctions  de  t,  x , y,  z.  Nous  allons  établir  les 
équations  différentielles  qui  peuvent  servir  à déterminer  ces 
cinq  fonctions  inconnues. 

D’après  le  théorème  de  d’Alembert,  pour  trouver  les  équa- 
tions du  mouvement  d’un  système  matériel  quelconque , on 
lient  exprimer  qu’il  y a équilibre  entre  les  forces  qui  lui  sont 
appliquées  et  les  forces  d’inertie  de  ses  différents  points. 
Nous  pouvons  donc  ici  nous  appuyer  sur  la  théorie  de  l’é- 
quilibre des  fluides,  pour  établir  les  équations  que  nous  cher- 
chons. Considérons  en  particulier  une  molécule  située  au  point 
dont  les  coordonnées  sontx,  y,  z ; désignons  par  j,ji,ji, 
les  projections  de  son  accélération  totale  sur  les  trois  axes, 
et  par  X,  Y,  Z les  trois  projections  de  l’accélération  totale 
que  lui  communiquerait  la  résultante  des  forces  extérieures 
auxquelles  elle  est  soumise,  si  elle  était  libre.  Nous  devons 
exprimer  que  l’équation  différentielle  (A)  du  § 214  est  sa- 
tisfaite quand  on  y remplace  X,  Y,  Z par  X — j,  Y — jt, 
Z — jt  ; ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  fonction  p 
satisfait  aux  trois  équations 


£-Pix-».  ;|=p<W.).  g = p(z-«. 


Remarquons  maintenant  que , pendant  le  tem  ps  < . . 
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coordonnées  x,y,z  de  la  molécule  que  nous  considérons 
s'accroissent  de  udt,  u,dl,  uidt  ; et  que  par  conséquent  l'ac- 
croissement qu'éprouve  la  composante  u de  sa  vitesse  a (tour 
valeur 


du  , du  , du  . du  , 

-j-  dt  -4-  -j-  udt  + -r-  u,  dt  -t-  -j-  Uidt  : 
dl  de  dy  dz 

on  aura  donc  pour  la  composante  j de  l'accélération  totale 
de  cette  molécule 


. du  du  du  du 

J = di  + Ufc  + U'  dï,  + U1d-z- 
Si  l’on  détermine  de  même  les  valeurs  de  j, , et  ji,  et  que  l'on 
substitue  les  résultats  ainsi  obtenus  dans  les  équations  dif- 
férentielles précédentes,  on  trouvera 


id-l  x 

P dx 


-?dy~'~ 

1 = Z — 
o dz 


du 

du 

fil 

du 

Ui 

du 

dt 

" UdJe  ~ 

d!J~ 

dz  ’ 

du  , 

du, 

Ml 

du, 

»2 

du t 

lï 

" dx 

rfF’ 

du; 

du  2 

(Ul2 

du* 

dt 

U dx 

M| 

~«ÿ~ 

U'J 

lz  ' 

(«) 


.Nous  avons  donc  déjà  trois  équations  auxquelles  doivent 
satisfaire  nos  cinq  fonctions  inconnues  p , p,  u,  u,,  «>. 
Voyons  comment  nous  pourrons  en  trouver  deux  autres. 

.Nous  observerons  d’abord  que  la  masse  spécifique  p est 
nécessairement  liée  aux  vitesses  u,  u,,  ui  des  diverses  mo- 
lécules , indépendamment  de  toute  considération  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées.  En  effet,  si  l’on  connaissait!/,  u,,u,, 
en  fonction  de  x,  y,  z,  et  t,  le  mouvement  de  la  masse  fluide 
serait  complètement  connu  ; on  pourrait  savoir  où  sont  si- 
tuées à un  instant  quelconque  les  diverses  molécules  qui 
occupaient  primitivement  des  positions  données  ; on  pour- 
rait savoir  en  particulier  quelles  sont  les  molécules  qui  se 
trouvent  à cet  instant  à l’intérieur  d’un  élément  quelconque 
de  volume,  et  par  conséquent  quelle  est  la  masse  totale  du 
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fluide  contenu  dans  cet  élément  : donc  on  pourrait  en 
conclure  la  valeur  de  la  masse  spécifique  du  fluide  relative 
au  point  de  l’espace  ou  cet  élément  de  volume  est  placé.  Pour 
trouver  la  relation  qui  existe  entre  »/,  m,,wj,  etp,  considérons 
le  fluide  contenu  au  bout  du  temps  /,  dans  un  parallélipi- 
pède  rectangle  dont  les  arêtes,  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, aient  pour  valeurs  les  quantités  infiniment  petites 
$,  r,,  $ ; voyons  ce  qu’est  devenu  ce  fluide  à la  fin  du  temps 

I + dt,  en  vertu  du  déplacement  de  ses  diverses  molécules, 
et  exprimons  que  sa  masse  est  la  même  dans  les  deux  cas. 

II  est  aisé  de  voir  que  le  fluide  dont  il  s’agit , affectant  la 
forme  d’un  paraliélipipède  rectangle  à lu  fin  du  temps  t, 
pourra  être  regardé  comme  ayant  encore  la  forme  d’un  pa- 
rallélipipède  à la  fin  du  temps  t -f-  dt  ; que,  les  arêtes  de  ce 
nouveau  paraliélipipède  faisant  entre  elles  des  angles  dont 
chacun  diffère  infiniment  peu  d’un  angle  droit,  son  volume 
ne  diffère  du  produit  de  ses  trois  arêtes  que  d’une  quantité 
infiuiment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à lui-même, 
en  sorte  qu’on  peut  le  considérer  comme  étant  égal  à ce 
produit;  enfin  que,  par  une  raison  semblable,  chacune  des 
arêtes  du  nouveau  paraliélipipède  peut  être  regardée  comme 
égale  à sa  projection  sur  l’axe  coordonné  avec  lequel  elle 
fait  un  angle  infiniment  petit.  Désignons  par  x.,  y,  s les 
coordonnées  du  sommet  du  paraliélipipède  primitif  qui  est 
le  plus  voisin  de  l'origine  des  coordonnées  ; de  sorte  que  les 
coordonnées  du  sommet  opposé  soient  x + 5 , y 4-  r, , z+'C- 
Pendant  le  temps  dt , x s’accroît  de  udt  ; / s’accroît 

donc  de  ^1/  -f-  ç ~ j dt , et  par  suite  l’arête  du  parallélipi- 

pède  qui  était  parallèle  à l’axe  des  x à la  tin  du  temps  t , et 

qui  avait  pour  valeur  \ s’accroît  de  \ dt.  Le  volume  du 

paraliélipipède  dont  il  s’agit  devient  donc  égal  à 
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à la  fin  du  temps  l + dt.  Si  nous  multiplions  le  volume  pri- 
mitif \rX  de  ce  pamliélipipèdc  par  la  masse  spécifiques, 
qui  correspond  au  temps  t et  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z,  nous  aurons  la  niasse  du  fluide  renfermé  dans 
ce  volume  à la  fin  du  temps  /.  En  multipliant  de  même  le 
nouveau  volume  dont  nous  venons  de  trouver  l'expression, 
par  ce  que  devient  p lorsqu'on  y fait  croître  t de  dt,  x de 
udt,  y de  utdt,  et  z de  utd(,  c’est-à.  dire  par 


do  . do  . . do  . do 
~ dt  f-  udt  + -J-  u,  dt  4- 

(ît  (Il TC  fi  IJ  u2 


K j dt , 


on  aura  la  masse  du  même  fluide  considéré  à la  fin  du  temps 
/ 4-  dt.  Ces  deux  masses  devant  être  égales,  on  en  conclut 
facilement  la  relation 


I du  du i 


dut 

dz 


do 


do 


+ + u -L 


dz 


‘ \dx  dy  il z } • dt  ‘ dx  ‘ dy 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  plus  simple 
do  d.ou  . d.out  (Loui 

î+-L+-%r+Jïir=o-  {h) 

( luire  cette  équation  (b),  nous  pouvons  en  trouver  une  antre 
qui  nous  sera  fournie  par  la  nature  du  fluide.  S’il  s'agit  d’un 
fluide  incompressible , homogène  on  hétérogène , la  masse 
spécifique  d’une  portion  infiniment  petite  quelconque  du 
fluide  restera  toujours  la  même,  de  quelque  manière  que 
cette  portion  dn  fluide  se  déplace  : donc,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, on  aura 

do  . do  . dp  , dp 
4 + « -i  +“ir+»»T  = 0, 
dt  dx  dy  dz 

et  par  suite  l’équation  'A  se  réduira  à 
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du 

dx 


du. 

d'J 


+ 


du: 


O. 


545 


S’il  s’agit  d’tm  fluide  élastique,  auquel  la  loi  de  Mariotte  soit 
applicable,  on  aura 


P = , 

k étant  un  coefficient  constant,  hn  général,  la  connaissance 
«le  la  nature  du  fluide  fournira  une  relation  entre  la  masse 
spécifique  o et  la  pression  ;<  que  cette  masse  spécifique  per 
met  au  fluide  de  supjmrter,  et  celte  relation,  dont  les  deux 
exemples  que  nous  venons  de  citer  (p=  constante,  p = k(j) 
ne  sont  que  des  cas  particuliers,  étant  jointe  aux  équations 
(a),  (A),  complétera  le  système  d'équations  nécessaires 
pour  déterminer  les  inconnues  p,  p,  u,  h,,  mj,  en  fonction 
de  t,x,  y,  z. 

L’intégration  de  ces  équations  différentielles  introduira 
des  fonctions  arbitraires  qui  devront  être  déterminées  d’a- 
près les  circonstances  initiales  du  mouvement,  et  aussi  d'a- 
près les  conditions  dans  lesquelles  si*  trouve  la  surface  du 
fluide  considéré,  qui  peut  se  mouvoir  le  long  de  parois  fixes, 
ou  bien  éprouver  sur  sa  surface  libre  des  pressions  cons- 
tantes ou  variables,  suivant  des  lois  données. 

Il  est  à peine  nécessaire  d’ajouter  que  les  quatre  théo- 
rèmes généraux  démontrés  dans  le  premier  chapitre  de  ce 
livre  sont  applicables  au  mouvement  d'une  masse  fluide 
quelconque  ; et  que,  toutes  les  fois  que  leur  application 
pourra  suffire  pour  arriver  aux  résultats  que  l’on  cherche, 
on  devra  s’en  contenter,  sans  recourir  aux  équations  difle- 
rentielles  qui  viennent  d’être  établies. 

g 2G0.  Mouvement  permanent  d’un  fluide.  — Lors- 
que le  mouvement  d'un  fluide  est  tel  que,  pour  chaque  point 
de  l’espace  dans  lequel  le  fluide  se  meut , les  cinq  quanti- 
tés p,  p,  »/,  »/,,  ni,  conservent  constamment  les  mêmes  va- 
leurs, ces  quantités  ne  changeant  que  quand  on  passe  d’un 

X, 


f 
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puinl  à un  autre  de  l’espace  dont  il  s'agit , on  dit  que  le 
mouvement  du  fluide  est  permanent.  Pour  donner  un 
exemple  de  ce  genre  de  mouvement,  on  peut  citer  le  mouve- 
ment des  eaux  dans  les  fleuves  et  les  rivières;  les  circons- 
tances qui  caractérisent  le  mouvement  permanent  s’y  trouvent 
à très-peu  près  réalisées.  Dans  un  pareil  mouvement,  chaque 
molécule  ne  conserve  pas  nécessairement  la  même  vitesse  ; 
mais  les  diverses  molécules  qui  viennent  successivement 
passer  par  un  même  point  de  l'espace  y prennent  des  vi- 
tesses de  même  grandeur  et  de  même  direction.  Il  est  aisé 
de  voir  que  toutes  les  molécules  qui  viennent  ainsi  passer 
par  un  même  point  do  l’espace  se  suivent  constamment , et 
parcourent  toutes  la  même  trajectoire  ; l’ensemble  de  ces 
molécules,  réparties  le  long  de  leur  trajectoire  commune, 
constitue  ce  qu’on  nomme  un  filet  du  fluide  en  mouvement. 

D’après  la  définition  même  du  mouvement  permanent,  les 
dérivées  partielles  des  quantités  p , f /,  u,  n,,  u,,  prises  par 
rapport  à t,  sont  toutes  milles.  Ces  cinq  quantités  ne  sont 
(onction  que  des  trois  variables  indépendantes  a*,  y,  z.  il  en 
résulte  une  simplification  notable  dans  les  équations  qui 
servent  à les  déterminer. 

g 261.  Ecoulement  permuncnl  d'un  liquide  pesant 
pur  un  orifice.  — Supposons  qu’un  vase  renferme  un  li- 
quide pesant , et  qu’un  orifice  de  petites  dimensions  soit 
pratiqué  dans  la  paroi  du  vase,  de.  telle  sorte  que  le  liquide 
puisse  s’écouler  en  le  traversant.  A partir  de  l’instant  où  l’é- 
coulement commence,  le  liquide  sort  avec  une  vitesse  qui 
croît  assez  rapidement;  bientôt  cette  vitesse  d’écoulement 
cesse  d’augmenter,  et  si  le  niveau  du  liquide  est  entretenu 
constant  dans  le  vase,  par  un  moyen  quelconque,  le  mouve- 
ment devient  permanent.  Nous  allons  nous  proposer  de  dé- 
terminer la  vitesse  avec  laquelle  le  liquide  sort  du  vase, 
lorsque  la  permanence  du  mouvement  a été  ainsi  établie. 

Mous  admettrons  que  l'orifice  est  percé  dans  une  paroi 
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sans  épaisseur,  pour  ne  pas  avoir  à tenir  compte  de  l'in- 
fluence que  la  surface  intérieure  d’un  orifice  pratiqué  dans 
une  paroi  épaisse  peut  exercer  sur  l’écoulement  du  liquide; 
nous  admettrons,  eu  outre,  que  les  molécules  liquides  tra- 
versent l'oritice  avec  des  vitesses  égales,  dirigées  toutes  per- 
pendiculairement au  plan  de  l’orifice  ; enfin  nous  suppose- 
rons que  la  surface  libre  du  liquide  dans  le  vase  a une  étendue 
très-grande  par  rapport  à celle  de  l’orifice  d’écoulement,  de 
sorte  que  le  mouvement  descendant  des  molécules  qui  se 
trouvent  près  de  cette  surface  libre  à un  instant  quelconque 
s’effectue  avec  une  vitesse  très-petite. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du 
liquide  pendant  un  élément  de  temps  dt.  Si  nous  désignons 
par  u la  vitesse  avec  laquelle  les  diverses  molécules  traver- 
sent l’orifice  de  sortie,  par  w l’aire  de  cet  orifice,  cl  par  p la 
masse  spécifique  du  liquide,  nous  aurons  w udt  pour  l’ex- 
pression du  volume  de  liquide  sorti  pendant  le  temps  dt , et 
par  conséquent  punrff  pour  l’expression  de  sa  masse. 
Considérons  le  liquide  qui  était  contenu  dans  le  vase  au 
commencement  du  temps  dt,  entre  la  surface  libre  à laquelle 
il  se  termine  vers  le  haut  et  le  plan  de  l’orifice  de  sortie  ; et 
voyons  ce  qu’est  devenu  ce  liquide  à la  fin  du  temps  dt. 
Pendant  le  temps  infiniment  petit  dont  il  s'agit,  un  volume 
t ùudt  de  liquide  traverse  l’orifice  ; en  même  temps  les  mo- 
lécules qui  étaient  d’abord  sur  la  surface  libre  s’abaissent  de 
manière  à parcourir  dans  leur  ensemble  un  espace  ayant 
également  pour  volume  taudt , puisque  le  volume  total  du 
liquide  que  nous  considérons  ne  change  pas.  Si  nous  com- 
parons les  conditions  dans  lesquelles  se  trouve  ce  liquide  au 
commencement  et  à la  fin  du  temps  dt,  nous  verrons  qu’à 
ces  deux  instants  il  se  compose  d’une  partie  commune, 
comprise  entre  le  plan  de  l’orifice  et  la  surface  sur  laquelle 
sont  venues  se  placer  à la  fin  du  temps  dt  les  molécules  qui 
étaient  sur  la  surface  libre  au  commencement  de  ce  temps  ; 

35. 
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de  pins,  les  molécules  placées  de  la  même  manière,  dans 
celle  pallie  commune,  sont  animées  des  mêmes  vitesses 
dans  les  deux  cas,  puisque  le  mouvement  est  supposé  per- 
manent : donc  l’accroissement  de  la  force  vive  du  liquide 
tout  entier,  pendant  le  temps  dt,  se  réduit  à la  différence 
qui  existe  entre  la  force  vive  du  liquide  de  volume  oj udt 
qui  traverse  l’orifice  pendant  ce  temps,  et  la  force  \ ive  d’une 
quantité  de  liquide  de  même  volume  prise  immédiatement  au- 
dessous  de  la  surface  libre.  Mais  cette  dernière  force  a ive 
peut  être  négligée,  puisque  nous  admettons  que,  près  de  la 
surface  libre,  le  liquide  descend  très-lentement  : on  aura 
donc  simplement 

p',)  « dt  x «’ 

pour  l’accroissement  de  force  vive  dont  il  s'agit. 

Le  travail  de  la  pesanteur,  dans  le  mouvement  que  nous 
éludions , peut  s'obtenir  facilement  de  la  manière  suivante. 
Observons  que  le  centre  de  gravité  du  liquide  tout  entier 
que  nous  considérons  éprouverait  le  même  déplacement 
pendant  le  temps  dt , si , au  lieu  que  toutes  les  molécules  de 
ce  liquide  se  mettent  en  mouvement  pour  se  rapprocher  de 
l’orifice  de  sortie,  il  n’y  avait  qu’une  tranche  infiniment 
mince  de  volume  uudt  qui  passât  de  la  surface  libre  à l’ori- 
fice, le  reste  du  liquide  ne  changeant  nullement  de  position  : 
le  travail  de  la  pesanteur  sur  le  liquide  tout  entier,  pendant 
le  temps  dt,  peut  donc  s’obtenir  en  multipliant  le  poids 
p g ta  udt  de  celte  tranche  par  la  distance  h du  centre  de 
gravité  de  l’orifice  de  sortie  au  plan  horizontal  qui  forme  la 
surface  libre  du  liquide  dans  le  vase  (§  173). 

Le  liquide  n’étant  soumis  qu’à  l'action  de  la  pesanteur,  et 
le  frottement  que  ses  molécules  éprouvent  dans  leur  glisse- 
ment les  unes  sur  les  autres  et  sur  les  parois  du  vase  étant 
négligé,  on  aura,  d'après  le  théorème  des  forces  vives, 

x m5—  2.  pguudi  x h ; 
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d'où  l'on  tire 

u = v 2<//i. 

Telle  est  la  vitesse  avec  laquelle  s'effectue  l'écoulement  |>er- 
inanent  du  liquide  à travers  l’orifice,  dans  les  circonstances 
où  nous  nous  sommes  placés.  On  voit  que  cette  vitesse  est 
précisément  celle  qu’acquerrait  un  corps  pesant,  en  tombant, 
sans  vitesse  initiale,  d'une  hauteur  égale  à h. 

Si  l’on  supposait  que  le  liquide  fût  soumis  à une  même 
pression  extérieure  sur  la  surface  libre  et  à l’orifice  d’écou- 
lement, comme  cela  a lieu  à très-peu  près  lorsque  l'écoule- 
ment se  produit  au  milieu  de  notre  atmosphère,  on  arriverait 
encore  au  même  résultat  : cette  pression  (pii  s'exerce  de 
part  et  d’autre,  et  qui  s’équilibrerait  d'elle-méme  sur  le  li- 
quide supposé  immobile,  ne  doune  lieu  qu’à  uu  travail  nul 
dans  le  mouvement  dont  ce  liquide  est  animé,  de  sorte  que 
la  vitesse  d’écoulement  n’en  dépend  en  aucune  manière. 

Le  volume  du  liquide  qui  sort  du  vase  pendant  le  temps 
dt  étant  égal  à a >udt , le  volume  du  liquide  qui  s’écoule 
pendant  l'unité  de  temps  a pour  valeur  ww  ou  « v'  Ig  h : 
c’est  ce  qu’on  nomme  la  dépense.  L’expérience  montre  qu’il 
ne  s’écoule  pas  réellement  une  quantité  de  liquide  aussi 
grande  que  celle  qu’indique  cette  formule;  la  dépense  effec- 
tive n’est  guère  que  les  0,62  de  la  dépense  théorique  dont 
nous  venons  de  trouver  l’expression.  Cela  tient  à ce  que  les 
molécules  liquides  qui  traversent  l’orifice  de  sortie  ne  se 
meuvent  pas  suivant  des  directions  parallèles  ; les  filets  li- 
quides, à l’intérieur  du  vase,  convergent  de  tous  côtés  vers 
l'orifice,  et  cette  convergence  ne  disparait  complètement 
que  lorsque  les  molécules  ont  déjà  parcouru  une  certaine 
dislaucc  en  dehors  du  vase  : la  veine  liquide,  en  un  mot,  se 
contracte  à partir  de  l'orifice , au  lieu  d’être  cylindrique 
comme  nous  l’avions  supposé.  Mais , s’il  est  inexact  de  rai- 
sonner comme  nous  l’avons  fait,  toute  inexactitude  disparaît 
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en  remplaçant  l’orifice  de  sortie  par  la  section  contractée 
de  la  veine,  c'est-à-dire  par  la  section  faite  dans  cette  veine 
au  point  où  les  filets  liquides  sont  devenus  sensiblement  pa- 
rallèles entre  eux.  Ainsi,  ce  qu'il  y avait  de  défectueux  dans 
notre  hypothèse  n’influe  pas  sur  la  vitesse  d’écoulement,  qui 
a bien  réenement  pour  valeur  V 2 gh  ; cela  n’a  d’influence 
que  sur  la  valeur  de  la  dépense,  qui  doit  être  regardée 
comme  égale  à ui'y/’tgh , w étant  l’aire  de  la  section  con- 
tractée de  la  veine,  et  non  pas  l’aire  de  l’orifice,  comme  nous 
l'avions  trouvé  d’abord. 

Si  l'orifice  est  muni  d’un  ajutage  cylindrique,  et  si  le  li- 
quide traverse  cet  ajutage  en  coulant  le  long  de  ses  parois, 
les  circonstances  de  l’écoulement  ne  sont  plus  les  mêmes 
que  précédemment.  La  veineliquideprésente,  immédiatement 
après  sa  sortie  de  l’orifice,  la  forme  cylindrique  que  nous 
lui  avions  attribuée  tout  d'abord  : l’action  de  l’ajutage  fait 
complètement  disparaître  la  convergence  des  filets  liquides 
aussitôt  qu’ils  pénètrent  à son  intérieur.  Dans  ce  cas,  la  dé- 
pense doit  nécessairement  être  exprimée  parb>M,<o  étant 
l’aire  de  l'orifice;  ou  bien  par  wv  2 gh,  si  la  vitese  n a 
pour  valeur  V 2 gh.  L’expérience  indique  encore  que  la 
dépense  effective  est  plus  petite  que  la  dépense  théorique 
»V2  gh,  et  qu’elle  n'en  est  que  les  0,82.  Cela  tient  à ce 
que  la  vitesse  d’écoulement  du  liquide  est  inférieure  à \?gh  ; 
la  présence  de  l’ajutage,  en  obligeant  les  filets  liquides  qui 
étaient  convergents  dans  le  vase  à devenir  brusquement  pa- 
rallèles dès  qu’ils  traversent  l’orifice,  occasionne  une  perte 
de  force  vive  qui  se  manifeste  par  une  diminution  dans  la 
vitesse  d’écoulement  du  liquide.  Si  nous  désignons  par  u le 
rapport  de  la  dépense  effective  à la  dépense  théorique,  rap- 
port que  l’on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  coefficient  de 
dépente,  la  dépense  effective  aura  pour  expression 
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H la  vitesse  u avec  laquelle  le  liquide  s'écoule  sera  égale  à 


fV2ÿA  = yÆÿ-fi’A. 


Ainsi  1a  vitesse  d'écoulement  u est  celle  avec  laquelle  le  li- 
quide coulerait  à travers  un  orifice  percé  en  mince  paroi,  si 
la  hauteur  de  la  surface  libre  du  liquidedans  le  vase  au-dessus 
du  centre  de  gravité  de  l’orifice  était  w.’  A . La  hauteur  dont 
il  s’agit  étant  en  réalité  /t,  on  voit  que  l’ajutage  cylindri- 
que a pour  effet  de  rendre  complètement  inutile  la  portion 
A — u1  Ado  celle  hauteur;  A — u1  A , ou  ce  qui  revient  au 


. u 
meme  — 
-V/ 


est  ce  qu’on  nomme  la  perle  de  charge 


due  à l’ajutage  cylindrique. 

§ 262.  Écoulement  perniHnenl  d'un  gni  par  un 
•rilice.  — Supposons  qu’un  gaz,  contenu  dans  un  réservoir, 
s’écoule  en  dehors  uniquement  en  vertu  de  sa  force  expan- 
sive, par  un  orifice  de  petites  dimensions,  pratiqué  dans  une 
paroi  mince  de  ce  réservoir;  et  que,  la  pression  intérieure 
et  la  pressiou  extérieure  étant  entretenues  constantes,  l'écou- 
lement soit  devenu  permanent.  A'ous  allons  cherchera  dé- 
terminer la  vilesse  avec  laquelle  le  gaz  traverse  l’orifice. 

Soit  w l’aire  de  l’orifice,  et  u la  vitesse  que  possède  une 
molécule  de  gaz  lorsqu’elle  le  traverse,  vitesse  que  nous  sup- 
poserons être  la  même  pour  toutes  les  molécules,  et  dont 
nous  regarderons  la  direction  comme  étant  perpendiculaire 
au  plan  de  l’orifice.  Pendant  le  temps  dt,  il  sortira  du  ré- 
servoir un  volume  de  gaz  égal  à u>udt , et  la  musse  de  ce 
gaz  aura  pour  valeur  pw  udt , u étant  la  masse  spécifique 
du  gaz  dont  il  s'agit,  dans  les  circonstances  où  il  se  trouve 
à sa  sortie  du  réservoir.  Désignons  par  P la  pression  qui  est 
entretenue  constante  dans  le  réservoir,  ou  au  moins  dans 
toutes  les  parties  qui  no  sont  pas  très-rapprochécs  de  l’ori- 
fice ; et  par  P'  lu  pression  constante,  dans  l’espace  ou  se 
rend  le  gaz  à sa  sortie  du  réservoir  : P'  est  nécessairement 
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plus  petit  que  P.  Si  nous  prenons  le  gaz  qui  traverse  l’ori- 
fice pendant  le  temps  dl,  et  dout  le  volume  est  alors  uiudt, 
et  que  nous  remontions,  parla  pensée,  à toutes  les  positions 
que  ee  gaz  a occupées  antérieurement,  ù divers  instants  éloi- 
gnés les  uns  des  autres  du  même  intervalle  de  temps  dl, 
nous  verrons  sans  peine  que  ces  positions  ne  se  pénétrent 
pas,  mais  qu'elles  sont  contiguës  les  unes  aux  autres;  nous 
verrons,  de  plus,  que  l’ensemble  de  ces  positions  successives 
de  la  quantité  infiniment  petite  de  gaz  que  nous  considérons, 
forme  une  masse  gazeuse  totale  complètement  identique 
avec  le  gaz  qui  existe  à un  instant  donné  dans  la  portion 
du  réservoir  à laquelle  correspondent  ces  diverses  positions 
successives.  Le  gaz  renfermé  dans  le  réservoir  se  trouve, 
par  la,  divisé  en  une  infinité  de  parties  infiniment  petites, 
de  même  masse,  dont  chacune  vient  prendre  la  place  de 
celle  qui  est  immédiatement  à côté  d’elle , pendant  le 
temps  dl. 

Si  nous  considérons  une  de  ces  portions  infiniment  peti- 
tes du  gaz,  située  assez  loin  de  l’orifice  pour  que,  dans  tous 
ses  points,  elle  soit  soumise  à la  pression  P,  nous  voyons  que 
celte  portion  de  gaz  vient  successivement  prendre  la  place 
de  toutes  les  autres  portions  de  même  masse  qui  se  trouvent 
entre  elle  et  l’orifice;  que  son  volume  s’accroît  peu  à peu,  à 
mesure  qu’elle  a à supporter  une  pression  plus  faible,  jus- 
qu’à devenir  égal  à laudl,  à l’instant  où  elle  traverse  l’ori- 
fice, et  oii  elle  n’est  plus  soumise  qu’à  la  pression  Iv  ; et 
qu’en  même  temps  les  vitesses  de  ces  divei’ses  molécules , 
très-petites  d’abord,  vont  en  augmentant,  jusqu'à  devenir 
égales  à ii.  Prenons,  à un  instant  quelconque,  la  totalité  du 
gaz  contenu  dans  l’espace  ubcmn , fi  y.  119,  que  cette  por- 
tion infiniment  petite  parcourt,  depuis  la  position  abca'b'e. 
où  elle  supporte  la  pression  P,  jusqu’à  l’orifice  de  sortie  mw  ; 
et  appliquons-lui  le  théorème  des  forces  vives,  pendant  le 
temps  infiniment  petit  dl* Ce  gaz  total,  étant  considéré  dans 
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les  deux  positions  abcmn,  àb'c'm'n ',  qu’il  occupe  uu  com- 
mencement cl  à la  lin  du  temps 
dt , contiendra  évidemment 
une  partie  commune  abcmn , 
dont  les  différents  points  au- 
ront une  même  vitesse  dans 
les  deux  cas,  en  vend  de  la 
permanence  du  mouvement; 
l’accroissement  de  sa  force  vive 
pendant  le  temps  dt  se  réduira 
donc  à l’excès  de  la  force  vive 
du  gaz  mnm'n  qui  a traversé 
l’orifice  pendant  ce  temps,  sur 
celle  du  gaz  de  même  masse  , qui  occupait  la  position 
abc  a b c au  commencement  de  ce  temps  dt.  Si  nous  négli- 
geons cette  dernière  force  vive  de  la  couche  gazeuse  abc  a 'b'c , 
dont  les  différents  points  ne  sont  animés  que  d’une  très-pe- 
tite vitesse,  nous  aurons  simplement  la  force  vive  du  gaz 
mnm'n',  c’esl-à-dire 

rjcaudt  X«!, 

pour  l’accroissement  de  force  vive  du  gaz  total  abcmn  pen- 
dant le  temps  dt. 

Évaluons  maintenant  la  somme  des  travaux  développés 
pendant  le  temps  dt  par  les  forces  qui  agissent  sur  les  diver- 
ses parties  du  gaz  total  abcmn.  Ces  forces  se  réduisent  aux 
actions  répulsives  qui  s’exercent  entre  les  diverses  molé- 
cules du  gaz,  et  aux  pressions  qu’il  éprouve  aux  différents 
points  de  sa  surface,  puisque  nous  supposons  que  l’écoule- 
ment est  uniquement  dû  à la  force  expansive  de  ce  gaz,  et 
par  conséquent,  que  ses  molécules  ne  sont  soumises  à au- 
cune force  extérieure,  telle  que  la  pesanteur.  Pour  trouver 
le  travail  dû  aux  pressions  que  le  gaz  éprouve  sur  sa  sur- 
face, considérons  d'abord  la  pression  P qui  s’exerce  dans 
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lous  les  points  do  la  surface  abc.  Soit  a nu  élément  de  cette 
surface,  et  e l'épaisseur  de  la  couche  abca'h'c  près  de  l’élé- 
ment <t;  Pff  est  la  pression  supportée  par  cet  élément,  et 
Pffï  est  le  travail  que  produit  cette  pression  élémentaire 
pendant  le  temps  dt,  pendant  lequel  la  surface  abc  vient 
se  placer  en  a'b'c'  ; donc  le  travail  dû  à la  pression  P,  qui 
s’exerce  sur  toute  la  surface  abc,  est  égal  à Pxl<xe,  c’est- 
à-dire  égal  au  produit  de  P par  le  volume  de  la  couche  ga- 
leuse abc  a'b'c . On  trouverait  de  même,  que  le  travail  dû  à 
la  pression  P'  s’exerçant  sur  la  surface  ma,  pendant  que 
cette  surface  passe  de  tnn  en  ma,  est  égal  au  produit  de  P' 
par  le  volume  mania.  Mais,  de  ces  deux  travaux,  le  pre- 
mier est  positif,  et  le  second  est  négatif;  d’ailleurs,  leurs 
valeurs  absolues  soûl  égales,  puisque  abcab'c  et  mania 
sont  les  deux  volumes  que  prcud  une  même  masse  de  gaz, 
sous  les  pressions  P et  P’,  et  que  ces  volumes  sont  eu  raison 
inverse  des  pressions  P et  P',  d’après  la  loi  de  Mariotle  ; 
donc,  la  somme  des  travaux  développés  par  les  pressions 
que  le  gaz  abcmn  supporte  sur  toute  sa  surface,  pendant  le 
temps  dt,  est  égale  à zéro. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu’à  déterminer  le  travail  développé 
par  les  actions  moléculaires,  dans  le  gaz  dont  il  s’agit,  pen- 
dant qu’il  passe  de  la  position  abcmn  à la  position  abcmn. 
Nous  observerons,  pour  cela,  que  ce  travail  total  est  égal  à 
la  somme  des  travaux  dus  aux  forces  moléculaires  dans  les 
diverses  couches  dont  nous  regardons  le  gaz  total  comme 
composé,  couches  dont  chacune  vient  prendre  la  place  de- 
là couche  voisine,  pendant  le  temps  iulinimenl  petit  dt  ; et, 
par  conséquent,  il  est  le  mémo  «pie  la  somme  des  travaux 
développés  par  les  forces  moléculaires  dans  une  seule  de 
ces  couches,  pendant  qu’elle  passe  de  la  position  ahea  b c à 
la  position  nia  nia'.  Cherchons  donc  à déterminer  l’expres- 
sion de  cette  dernière  somme  de  travaux,  et  pour  cela  con- 
sidérons d’une  manière  générale  le  travail  dû  aux  forces 
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moléculaires  d'un  gaz  qui  sc  dilate,  eu  passant  du  volume  V 
à un  volume  plus  grand  V.  Soit  p la  pression  qu’il  faudrait 
exercer  sur  toute  la  surface  de  ce  gaz  pour  le  maintenir  en 
équilibre,  lorsque  sou  volume  a pris  une  valeur  quelcon- 
que v comprise  entre  V et  V.  D'après  le  théorème  du  travail 
virtuel , appliqué  à l'équilibre  qui  vient  d’être  indiqué , la 
somme  des  travaux  dus  aux  forces  moléculaires  de  ce  ga/., 
lorsque  son  volume  s’accroît  d'une  quantité  infiniment  petite 
dr,  est  égale  et  de  signe  contraire  à la  somme  des  travaux 
développés  en  même  temps  par  la  pression  p qui  s’exerce 
aux  différents  points  de  sa  surface;  mais,  si  l’ou  répète  ici 
le  raisonnement  qui  vient  d’étre  fait  pour  trouver  le  travail 
dû  à la  pression  P s’exerçant  sur  la  surface  abc,  fiij.  119, 
ou  reconnaît  que,  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons  main- 
tenant, la  somme  des  travaux  dus  à la  pression  p appliquée 
à toutes  les  parties  de  la  surface  du  gaz,  est  égale  à — pdr  : 
donc,  pendant  que  le  gaz  se  dilate,  de  manière  que  sou  vo- 
lume passe  de  la  valeur  r à la  valeur  r ±dr,  les  forces  mo- 
léculaires qui  agissent  entre  ses  diverses  parties  développent 
des  travaux  dont  la  somme  est  égale  à pdc.  Or,  d’après  la 
loi  de  JVIariolte,  ou  a 

PT 

^ v ’ 

P'  étant  la  valeur  que  prend  la  pression  p,  lorsque  e devient 
égal  à V'  ; il  s'ensuit  que  la  somme  de  travaux  que  nous 
venons  de  déterminer  peut  s’écrire  sous  la  forme 


v 


et  que,  par  conséquent,  le  travail  total  dû  aux  forces  molé- 
culaires, pendant  que  le  gaz  passe  du  volume  V au  volume 
V',  a pour  valeur 
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Appliquons  celle  formule  au  cas  que  nous  avons  spéciale- 
ment en  vue,  c’est-à-dire  au  cas  d'une  couche  gazeuse  qui 
passe  de  la  position  abca'b'c , fin . 119,  où  elle  supporte  la 
pression  P,  à la  position  mntn  n , où  elle  supporte  la  pres- 
sion P'  ; et  observons  que  le  rapport  des  deux  volumes 
qu’elle  a dans  ces  deux  positions,  est  égal  au  rapport  inverse 
des  pressions  P et  P',  et  que  d’ailleurs  le  volume  V'  est  égal 
à Mttdf  : nous  trouverons  ainsi 

P'  W « (Il  l.  jj; 

pour  l’expression  de  la  somme  des  travaux  dus  aux  forces 
moléculaires  de  cette  couche,  et  par  conséquent  aussi  de 
la  somme  des  travaux  développés  par  les  foires  molécu- 
laires du  gaz  a hem» , pendant  que  ce  gaz.  passe  à la  posi- 
tion nb'c'm'n'. 

Nous  aurons  donc,  en  appliquant  le  théorème  des  for- 
ces vives 

p 

tjtoudt.  u*  = 2 V'üiudi.  L 

d’où , eu  observant  que  p est  la  masse  spécifique  du  gaz.  sous 
la  pression  P',  et  posant  en  conséquence 

P'  = Ap, 

nous  lirons 

h = p. 

Telle  est  la  vitesse  avec  laquelle  le  gaz.  s’écoule  à travers 
1’orilice  u. 

D’après  ce  qui  précède  , le  volume  du  gaz.  qui  traverse 
l’orifice  pendant  l’unité  de  temps  doit  être  égal  à mu,  en  siq>- 
posanl  toutefois  que  ce  volume  soit  mesure  sous  la  pression  P'. 
L’expérience  montre  que  cette  valeur  de  la  dépense  est  trop 
grande,  ce  qui  tient  à ce  que  la  veine  gazeuse  se  contracte  a 
sa  sortie  de  l’orificè , au  lieu  d’étre  cylindrique  comme  nous 
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l’avons  supposé.  Los  choses  sc  passent  de  la  même  manière 
ipie  dans  l'écoulement  d’nn  liquide  par  un  orilice,  et  tout  ce 
(|ne  lions  avons  dit  à l’occasion  de  ce  dernier  écoulement 
261),  pour  expliquer  lu  différence  entre  les  résultats  de 
la  théorie  et  ceux  de  l'observation,  pourrait  être  répété  ici. 
Pions  devons  dire  cependant  que,  dans  le  cas  d'un  gaz,  les 
considérations  théoriques  que  nous  avons  développées  ne 
sont  complètement  conformes  à la  réalité,  quand  on  substi- 
tue la  section  contractée  de  la  veine  à 1'orilice  de  sortie, 
qu'aillant  que  le  rapport  des  pressions  P et  P'  est  peu  diffe- 
rent de  l'unité  : s'il  en  (‘lait  autrement,  on  ne  serait  pas  dans 
le  vrai  en  regardant  la  pression  comme  étant  égale  à P'  dans 
toute  l’étendue  de  la  section  contractée  de  la  veine  gazeuse, 
parce  que  cette  veine  sc  dilaterait  au  delà  de  sa  section 
contractée,  ce  qui  indiquerait  un  excès  de  la  pression  qui 
s’exerce  à son  intérieur  sur  la  pression  environnante. 

L’action  de  la  pesanteur  sur  un  gaz  qui  s’écoule  dans  les 
conditions  que  nous  venons  d’étudier,  n’a  évidemment  qu’une 
influence  insignifiante  sur  les  résultats  , et  on  peut  en  con- 
séquence ne  pas  en  tenir  compte. 

(J  263.  Mouvement  permanent  d'un  liquide  pesant 
dans  un  tuyau.  — Dans  les  deux  questions  que  nous  ve- 
nons de  traiter  (§§  261  et  262)  , nous  avons  regardé  le 
liquide  ou  le  gaz  dont  il  s’agissait  comme  jouissant  de  la 
fluidité  parfaite  ; nous  n’avons  tenu  compte  en  aucune  ma- 
nière des  flottements  que  les  molécules  fluides  exercent  les 
unes  sur  les  autres.  Les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  sont  cependant  d’accord  avec  ceux  que  fournit 
l’expérience,  pourvu,  bien  entendu,  que  l’on  fasse  attention 
à la  contraction  de  la  veine  fluide , ainsi  que  nous  l’avons 
dit.  Cela  provient  de  ce  que,  dans  l’un  et  l’autre  dos  deux 
casque  nous  avons  étudiés,  les  molécules  fluides  ne  pren- 
nent une  vitesse  un  peu  grande  que  dans  le  voisinage  de 
l'orifice  vers  lequel  elles  se  dirigent  ; de  sorte  que  le  l'rotte- 
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ment  qui  se  développe  entre  ces  molécules,  et  qui  croit  avec 
leur  vitesse,  u’agit  d’une  manière  un  peu  sensible  que  dans 
une  petite  portion  de  l’espace  total  que  le  fluide  occupe,  et 
n’a  en  conséquence  qu’une  très-faible  influence  sur  l'écouh*- 
inent  du  fluide.  Mais  il  n’en  est  plus  de  meme  lorsqu’il  s’agit 
d’un  fluide  qui  coule  dans  un  tuyau  d'une  grande  longueur; 
l’influence  du  frottement  se  fait  alors*  sentir  d’une  manière 
très-notable  C’est  dans  un  pareil  mouvement  que  le  frotte- 
ment des  fluides  a été  étudié  : nous  allons  voir  quels  sont 
les  résultats  auxquels  ou  est  parvenu  à ce  sujet. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  permanent  d'un  liquide 
pesant  dans  un  tuyau  dont  la  sectiou  transversale  est  partout 
la  même.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  mouvement  de  chaque 
molécule  doit  être  uniforme  dans  toute  la  longueur  du 
tuyau.  Mais  les  diverses  molécules  ne  se  meuvent  pas  toutes 
avec  une  meme  vitesse;  celles  qui  sont  tout  près  des  parois 
du  tuyau  se  meuvent  très-lentement,  et  à mesure  qu'on  s’é- 
loigne de  ces  parois  pour  se  rapprocher  de  l’axe  du  tuyau , 
ou  eu  trouve  dont  les  vitesses  sont  de  plus  en  plus  grandes  : 
le  liquide  tout  entier  peut  être  regardé  comme  formé  de 
couches  cylindriques  concentriques,  qui  glissent  les  unes 

dans  les  autres,  et 
dont  les  vitesses  sont 
d’autant  plus  petites 
que  leurs  rayons  sont 
plus  grands. 

Les  diverses  molé- 
cules liquides  étaul 
animées  de  mouve- 
ments uniformes,  les 
forces  qui  agissent 
sur  chacune  d'elles 
doivent  se  faire  équi- 
libre , et  par  conséquent  il  doit  en  être  de  même  de  toutes 


Digitized  by  Google 


MOUVEMENT  DES  FLUIDES.  559 

les  forces  appliquées  à la  portion  de  liquide  comprise 
outre  deux  sections  transversales  A 15,  CD,  fi  g.  120;  la 
somme  des  projections  de  ces  forces  sur  l’axe  du  tuyau  doit 
donc  être  nulle.  Désignons  par  w l’aire  de  la  section  du 
tuyau  ; par  / la  longueur  de  la  portion  de  tuyau  ABCJ); 
par  «J)  l'angle  que  l’axe  de  ce  tuyau  fait  avec  la  verticale; 
par  z et  z"  les  distances  des  centres  M,  N des  deux  sec- 
tions AB,  CD  à un  plan  horizontal  1111  ; par  p la  masse  spé- 
cifique du  liquide;  et  par  F une  force  appliquée  au  liquide 
ABCD,  en  sens  contraire  de  son  mouvement,  et  capable  de 
produire  le  même  effet  que  l’ensemble  des  frottements  que  ce 
liquide  éprouve.  Soit  de  plus  p'  la  pression  moyenne  dans  le 
section  AB,  et  p"la  pression  analogue  dans  la  section  CD.  Le 
liquide  ABCD  est  soumis  1°  à la  force  p'ta  qui  agit  sur  la  sec- 
tion AB,  dans  le  sens  du  mouvement  ; 2”  à la  pression  p" « 
qui  agit  sur  la  section  CD,  en  sens  contraire  de  la  précé- 
dente ; 3°  à son  poids  qui  a pour  expression  pgw /,  et  dont  la 
projection  sur  l’axe  du  tuyau  a pour  valeur  pgu> /cos <j>,  ou  bien 
o<7'i>  (V — z")  ; h°  à la  force  F qui  agit  en  sens  contraire  du 
mouvement.  Donc,  d’après  ce  qui  précède,  on  doit  avoir 

p'fjt  — p m •+-  pÿw  (î  — z ")  — F=o. 

Cette  relation  permet  de  déterminer  F,  lorsque  l’on  connaît 
les  autres  quantités  qui  y entrent , quantités  qui  peuvent 
être  facilement  déterminées.  Des  expériences  nombreuses, 
discutées  par  l’rony,  lui  ont  fait  voir  que  la  force  ! peut 
être  représentée  par  l’expression 

F=/e  (acii-h^u1) , 

e étant  le  périmètre  de  la  section  du  tuyau,  u la  vitesse 
moyenne  du  liquide  dans  une  section  quelconque,  et  a,  (3  deux 
coefficients  constants  pour  un  même  liquide.  Le  facteur  It 
sert  de  mesure  à la  surface  par  laquelle  le  liquide  considéré 
touche  la  paroi  du  tuyau  ; il  est  aisé  de  comprendre  que  la 
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force  F doit  pii  effet  cire  proportionnelle  à relie  surface.  Eu 
remplaçant  F par  l'expression  que  nous  venons  (l'indiquer, 
et  divisant  ensuite  tous  les  termes  par  offco,  la  relation  que 
nous  avons  trouvée  devient 

— r—  z'  — z"  — — (au  -p bu1  ) = 0 , 

og  0 g « 

, , . , x & 

« et  A étant  nus  au  lieu  de . Concevons  que  l’on  im- 

P 9 p 9 

plante  sur  le  tuyau,  aux  points  A,  C,  des  tubes  verticaux 
ouverts  par  le  haut , dans  lesquels  une  portion  du  liquide 
puisse  s’élever  ; et  que  ce  liquide  s'y  maintienne  immobile 
pendant  que  l’écoulement  continue  au-dessous  d'eux.  Les 

1 11 

P P 

quantités  — sont  évidemment  les  hauteurs  MP,  XQ 
?9  p9 

auxquelles  le  liquide  s'élèvera  dans  ces  tubes  au-dessus  des 
points  M , N -,  et  par  suite 


est  la  différence  de  niveau  des  points  P,  Q.  Cette  dernière 
quantité  n’est  autre  chose  que  la  charge  qui  tend  à accé- 
lérer le  mouvement  du  liquide  ABCD,  charge  qui  (*st  entiè- 
rement perdue  par  l’effet  du  frottement.  Ainsi 

— (rtu-f-  bu-) 

CO 

est  la  perle  de  charge  due  au  frottement  dans  la  longueur  / 
du  tuyau;  de  sorte  que  la  perte  de  charge  par  mètre  de  lon- 
gueur est  exprimée  par 

— ( an  -f-  bu1  ). 

CO 

Prony  a trouvé  que,  pour  l'écoulement  de  l’eau  dans  un 
tuyau,  on  doit  prendre 

a = 0,000  01 7 3,  b = 0,000  VtH  , 
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les  unités  üe  longueur  et  de  temps  élaut  le  mètre  et  la  se- 
conde. 

La  loi  qui  vient  d’être  indiquée,  pour  le  frottement  éprouvé 
par  uu  liquide  eu  mouvement,  montre  bien  qu'un  liquide  eu 
équilibre  peut  être  regardé  comme  jouissant  d’une  fluidité 
parfaite,  puisque  ce  frottement  est  d’autant  plus  petit  que  la 
vitesse  est  elle-même  plus  petite,  et  qu’il  se  réduit  à zéro 
lorsque  la  vitesse  est  nulle. 

§ 264.  Mouvement  permanent  d'un  gaz  dans  uu 
tuyau.  — Lorsqu'un  gaz  est  animé  d’un  mouvement  per- 
manent dans  un  tuyau  d’une  grande  longueur,  les  choses  se 
passent  à peu  près  comme  nous  venons  de  le  dire  pour  un 
liquide  ; il  y a cependant  une  différence  qui  tient  à ce  que 
le  gaz  se  dilate  à mesure  qu’il  est  soumis  à une  pression 
plus  faible.  L'actiou  de  la  pesanteur  sur  le  gaz  n’ayant  qu’une 
influence  insignifiante  sur  son  mouvement,  il  est  nécessaire 
que  la  pression  soit  plus  grande  du  côté  d’où  vient  le  gaz 
que  du  côté  vers  lequel  il  marche , afin  que  le  frottement 
que  ce  gaz  éprouve  dans  son  mouvement  puisse  être  vaincu 
par  l’excès  de  la  première  pression  sur  la  seconde.  Il  en 
résulte  nécessairement  que  la  densité  du  gaz  décroît  peu  à 
peu  pendant  qu’il  parcourt  le  tuyau,  et  par  conséquent  que 
sa  vitesse  va  en  augmentant  constamment  ; car  la  perma- 
nence du  mouvement  exige  que  des  masses  égales  de  gaz 
traversent  en  même  temps  toutes  les  sections  du  tuyau , ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’aulaul  que,  dans  ces  diverses  sec- 
tions, la  vitesse  du  gaz  est  en  raisou  inverse  de  sa  densité. 
Cependant , dans  les  circonstances  les  plus  ordinaires , le 
rapport  des  pressions  extrêmes  est  peu  différent  de  l’unité  ; 
la  vitesse  du  gaz  ne  s’accroît  pas  beaucoup  d'un  bout  à 
l’autre  du  tuyau,  et  on  peut  appliquer  à son  mouvement  ce 
qui  a été  dit  pour  le  mouvement  permanent  d'un  liquide  dans 
un  tuyau,  en  regardant  sa  vitesse  comme  égale  à la  moyenne 
de  ses  vitesses  extrêmes.  En  se  fondant  sur  ces  considéra  - 
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fions,  ou  a reconnu  par  l’expérience  que  la  perle  de  charge 
par  mètre  de  longueur,  occasionnée  par  le  frottement  du  gaz 
contre  le  tuyau  dans  lequel  il  se  meut,  peut  être  représentée 
par  l’expression  simple 

î bu\ 
ta 

Cette  expression  ne  diffère  de  celle  qui  a été  trouvée  poul- 
ies liquides  que  par  la  suppression  du  terme  au , suppression 
que  l’on  peut  également  opérer  quand  il  s’agit  d’un  liquide 
et  que  la  vitesse  u est  un  peu  grande.  On  a trouvé  par  l’ex- 
périence que,  quel  que  soit  le  gaz,  on  peut  prendre 
6=0,000  355  , 

valeur  qui  diffère  à peine  de  celle  qui  correspond  au  mou- 
vement de  l’eau. 

J 265.  Pression  exercée  par  une  veine  liquide  sur 
une  surface  plane.  — Pour  donner  une  idée  de  la  mauière 
dont  on  peut  trouver  l’action  qu’un  fluide  eu  mouvement 
exerce  sur  la  surface  d’un  corps  solide , nous  considérerons 
le  cas  où  une  veine  liquide  vient 
rencontrer  un  plan  lixe  121, 

dont  la  direction  est  perpendicu- 
laire à l’axe  de  la  veine.  A’ous  sup- 
poserons que  le  plan  est  assez  large 
pour  que  les  lilcts  liquides,  déviés 
de  leur  route  par  la  présence  de  ce 
plan , Unissent  par  être  tous  dirigés 
à angle  droit  sur  l’axe  de  la  veine. 
Si  le  plan  n’était  pas  maintenu  dans 
l'immobilité,  la  vciue  le  repousserait 
devant  elle  ; concevons  donc  qu’on 
lui  applique  une  force  de  reteuue  P,  dirigée  suivant  l’axe  de 
la  veine  et  en  sens  contraire  du  mouvement  du  liquide,  et 
proposons-nous  de  déterminer  la  grandeur  que  doit  avoir 


o 

Fig.  121. 


Digitized  by  Google 


MOUVEMENT  DES  FLUIDES.  563 

cette  force  pour  que  le  plan  ne  cède  pas  à l’action  de  la 
veine  : il  est  clair  que  nous  aurons  par  là  la  mesure  de  la 
pression  que  la  veine  liquide  exerce  sur  le  plan. 

Considérons  tout  le  liquide  qui  se  trouve  à un  instant 
qoelcouque  dans  le  voisinage  du  plan  AB,  depuis  la  section 
transversale  AIN  de  la  veine  jusqu’au  contour  du  plan,  etap- 
pliquous-lui  le  théorème  des  quantités  de  mouvement  pro- 
jetées sur  un  axe  (§  226),  en  considérant  son  mouvement 
pendant  un  élément  de  temps  dt,  et  projetant  les  quantités 
de  mouvement  et  les  impulsions  sur  l’axe  même  de  la  veine. 
Si  nous  comparons  le  liquide  dont  il  s’agit , dans  les  deux 
positions  qu’il  occupe  au  commencement  et  à la  fin  du  temps 
dt,  nous  voyons  que  dans  ces  deux  positions  il  renferme  une 
partie  commune  ; cette  partie  est  comprise  entre  la  section 
M'N'  ou  se  trouvent,  à la  fin  du  temps  dt , les  molécules 
liquides  qui  étaient  dans  la  section  AIN  au  commencement 
de  ce  temps,  et  la  limite  correspondant  au  contour  du  plan 
AB  à laquelle’se  terminait  le  liquide  considéré  au  commen- 
cement du  temps  dt.  L’accroissement  de  la  somme  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées  sur  l’axe  de  la  veine  pendant 
le  temps  dt,  sera  donc  simplement  la  différence  entre  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  correspondant 
au  liquide  qui  était  compris  entre  AIN  et  AI  N'  au  commen- 
cement du  temps  dt,  et  la  somme  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées  correspondant  à une  quantité  [égale  de  li- 
quide située  vers  le  contour  du  plan  AB  à la  fin  de  ce  temps. 
Alais  les  vitesses  de  toutes  les  molécules  de  ce  dernier  li- 
quide sont , par  hypothèse,  dirigées  à angle  droit  sur  l’axe 
de  la  veine  : donc  la  somme  de  leurs  quantités  de  mouve- 
ment projetées  sur  cet  axe  est  nulle.  Ainsi  l’accroissement 
que  subit  pendant  le  temps  dt  la  somme  des  projections  des 
quantités  de  mouvement  du  liquide  tout  entier  sur  le  même 
axe  se  réduit  à 

— pwt fdt.  v, 

36. 
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eu  désignant  par  p la  niasse  spécifique  du  liquide  , par  r» 
l’aire  de  la  section  transversale  de  la  veine,  et  par  v la  vi- 
tesse des  molécules  liquides  qui  composent  cette  veine.  D’un 
autre  côté  les  actions  que  le  liquide  éprouve  de  la  part  du 
plan  AB  sont  les  seules  forces  extérieures  qui  lui  soient  ap- 
pliquées, et  la  somme  de  leurs  projections  sur  l’axe  de  la 
veine  est  évidemment  égale  à P ; en  sorte  que,  si  l’on  ob- 
serve que  ces  forces  projetées  agissent  en  sens  contraire  du 
mouvement  du  liquide,  on  aura 

— P dt 


pour  l'expression  de  la  somme  de  leurs  impulsions  pendant 
le  temps  dt.  Donc,  d’après  le  deuxième  théorème  général  que 
nous  voulons  appliquer  ici,  on  a 


d'où  l’on  tire 


— pwt>  dt.  v = — P dt  , 


P = put’’. 

Telle  est  la  valeur  de  la  pression  que  la  veine  liquide  exerce 
sur  le  plan  AB,  dans  les  circonstances  où  nous  nous  sommes 
placés. 
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THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DES  MACHINES. 


§ 266.  {Votions  générales  sur  les  machines.  — Si  l'on 
passe  en  revue  les  diverses  espèces  de  machines  qui  sont 
employées  dans  l’industrie,  on  reconnaît  facilement  qu’elles 
peuvent  être  groupées  dans  deux  classes  bien  distinctes.  Les 
unes  servent  à vaincre  des  résistances  plus  ou  moins  consi- 
dérables ; telles  sont  celles  qui  ont  pour  objet  d’élever  des 
fardeaux,  de  comprimer  ou  de  broyer  des  corps,  de  tourner, 
de  couper  ou  de  percer  les  bois  ou  les  métaux , etc.  Les 
autres  sont  destinées  à faire  des  ouvrages  qui  demandent  de 
l’adresse  plutôt  que  de  la  force  ; telles  sont  celles  qui  ser- 
vent à filer  et  à tisser  les  matières  textiles , à broder  les 
étoffes,  à fabriquer  les  dentelles,  etc. 

En  ne  considérant  d’abord  que  les  machines  de  la  pre- 
mière classe,  nous  voyons  qu’elles  sont  employées,  non-seu- 
lement pour  vaincre  des  résistances,  mais  encore  pour  faire 
marcher  les  points  d'application  de  ces  résistances.  Lors- 
qu'une machine  de  cette  classe  est  en  activité  , lorsqu’elle 
travaille,  il  y a à la  fois  résistance  vaincue  et  déplacement 
du  point  d’application  de  la  résistance  en  sens  contraire  de 
son  action.  D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir,  par  divers  exemples 
simples , que  le  travail  effectué  par  la  machine  (en  attri- 
buant au  mot  travail  son  acception  vulgaire)  varie  propor- 
tionnellement à l'intensité  de  la  résistance  vaincue,  lorsque 


/ 
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le  point  sur  lequel  cette  résistance  agit  se  déplace  de  lu 
même  manière  ; et  aussi  que,  à égalité  de  résistance  vain- 
cue, le  travail  varie  proportionnellement  au  chemin  que  le 
point  d’application  de  cette  résistance  parcourt  suivant  sa 
direction,  c’est-à-dire  à la  projection  du  chemin  parcouru 
par  ce  point  sur  la  direction  de  la  force  : donc,  en  général, 
le  travail  effectué  par  la  machine  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  résistance  vaincue  par  la  projection  du  chemin  par- 
couru par  le  point  d'application  de  cette  force  sur  sa  direction. 
C’est  pour  cela  que  précédemment  nous  avons  adopté  le  mot 
travail  pour  désigner  un  produit  tel  que  celui  dont  il  vient 
d'être  question  (§§  116  à 118).  Mais,  pour  qu’une  machine 
puisse  vaincre  uue  résistance  et  faire  marcher  en  même 
temps  le  point  d’application  de  cette  insistance  en  sens 
contraire  de  son  action  , il  faut  qu’une  force  mouvante , ou 
une  puissance  , lui  soit  appliquée  ; il  faut  en  outre  que  le 
point  de  la  machiue  sur  lequel  agit  la  puissance  marche 
dans  le  sens  de  cette  action  : il  faut  donc  que  la  puissance 
développe  un  certain  travail , conformément  à l’acception 
que  nous  attribuons  à cette  expression.  Ce  travail, développé 
par  la  puissance , fait  que  la  machine  soumise  à sou  action 
peut  effectuer  le  travail  correspondant  à la  résistance  quelle 
a à vaincre.  La  machine  sert  d’intermédiaire  entre  ces  deux 
travaux  : on  peut  dire  quelle  a pour  objet  de  transmettre 
le  travail  de  la  puissance  au  point  où  la  résistance  est  ap- 
pliquée. 

Les  machines  comprises  dans  la  seconde  des  deux  classes 
que  nous  avons  indiquées  plus  haut  ne  sont  pas  destinées 
directement  à vaiucre  des  résistances.  Mais  l’ouvrage  au- 
quel on  les  emploie  ne  peut  pas  se  faire  sans  qu'il  se  déve- 
loppe des  résistances  accessoires,  telles  que  les  frottements 
entre  les  diverses  pièces  dont  elles  sout  formées  ; il  en  ré- 
sulte que , pour  entretenir  le  mouvement  de  ces  machines  , 
il  est  encore  nécessaire  de  faire  agir  sur  elles  certaines  puis- 
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sauces,  et  le  travail  île  ces  puissances  correspond  an  travail 
occasionné  par  les  résistances  accessoires  dont  il  vient  d’être 
question. 

Ainsi  on  peut  dire  d’une  manière  générale  que  le*  ma- 
chine» »ont  de»  appareil » qui  *ervent  à trammettre 
le  trarail  de»  force*.  Nous  allons  voir  de  quelle  manière 
s’effectue  cette  transmission  du  travail  par  l’intermédiaire 
des  machines. 

§ 267.  Transmission  du  travail  dans  les  machines. 

— C’est  par  l'application  du  théorème  général  des  forces 
vives  (§  230)  à l’ensemble  des  corps  qui  font  partie  d’une 
machine  en  mouvement,  que  nous  arriverons  à nous  faire 
une  idée  nette  sur  la  transmission  du  travail  dans  cette  ma- 
chine. Pour  faire  cette  application  , nous  distinguerons  , 
parmi  les  diverses  forces  qui  agissent  sur  la  machine,  celles 
dont  le  travail  est  positif,  et  celles  dont  le  travail  est  néga- 
tif. Les  premières,  dont  les  directions  font  à chaque  instant 
des  angles  aigus  avec  les  chemins  élémentaires  parcourus 
par  leurs  points  d’application,  sont  les  forces  mouvantes  , 
ou  les  puissances  ; les  dernières,  dont  les  directions  font  au 
contraire  des  angles  obtus  avec  les  déplacements  de  leurs 
points  d’application,  sont  les  forces  résistantes  ou  les  résis- 
tances. Le  travail  d’une  force  mouvante  est  désigné  spécia- 
lement sons  le  nom  de  travail  moteur;  et  celui  d’une  force 
résistante , considéré  en  valeur  absolue,  c’est-à-dire  indé- 
pendamment du  signe  — dont  il  est  affecté,  se  nomme  par 
opposition  travail  re*i*tant.  La  somme  des  travaux  déve- 
loppés pendant  un  temps  quelconque  par  les  diverses  forces 
mouvantes  qui  agissent  sur  une  machine,  constitue  ce  qu’on 
nomme  le  travail  moteur  total,  ou  simplement  le  travail 
moteur,  correspondant  à ce  temps;  et  de  même  on  donne  le 
nom  de  travail  re*i*tant  total,  ou  simplement  de  travail 
résistant,  à la  somme  des  valeurs  absolues  des  travaux  dns 
aux  forces  résistantes  pendant  le  même  temps. 
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Cela  posé,  si  nous  considérons  le  mouvement  d’une  ma- 
chine pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, et  si  nous 
désignons  par  T™  le  travail  moteur  total  développé  pendant 
ce  temps,  et  par  T,  le  travail  résistant  total  correspondant, 
nous  aurons  T.  — T,  pour  la  somme  des  travaux  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  la  machine  pendant  le  temps 
dont  il  s’agit  : donc,  d’après  le  théorème  général  des  forces 
vives,  on  aura 

£ m»*  — 2 mro’  = 2 (T„  — Tr).  («) 

Cette  équation  exprime  que  l’accroissement  total  de  la  force 
vive  de  la  machine,  pendant  le  temps  que  l’on  considère,  est 
égal  au  double  de  l’excès  du  travail  moteur  sur  le  travail 
résistant,  pendant  le  même  temps;  elle  renferme  en  elle- 
même  toute  la  théorie  de  la  transmission  du  travail  dans  les 
machines. 

Supposons  d'abord  que  le  mouvement  de  la  machine  soit 
uniforme,  c’est-à-dire  que  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points 
reste  constamment  la  même.  Le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (a)  est  nul,  quel  que  soit  l’intervalle  de  temps  auquel 
cette  équation  se  rapporte  : donc  le  travail  moteur  T»  est 
constamment  égal  au  travail  résistant  T,.  Ainsi  la  machine 
transmet  le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  aux 
points  sur  lesquels  agissent  les  forces  résistantes , sans 
que  la  grandeur  de  ce  travail  ait  subi  aucune  modification. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  machine  n'est  soumise  qu’à  une 
seule  puissance  et  à une  seule  résistance,  l'uniformité  du 
mouvement  entraîne  comme  conséquence  que  le  travail  de 
lu  puissance  est  égal  à celui  de  la  résistance;  ou,  eu  d'autres 
termes,  que  la  puissance  et  la  résistance  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  inverse  des  chemins  parcourus  dans  le  même 
temps  par  leurs  points  d'application,  et  suivant  leurs  direc- 
tions respectives  : d'où  l'on  conclut  la  maxime,  bien  connue, 
que  ce  qu'on  gagne  en  force,  on  le  perd  en  rite**e. 
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Lorsqu'une  machine  lit*  se  ment  pas  uniformément,  l'éga- 
lité des  travaux  moteur  et  résistant  T.  , T„  correspondant  à 
lin  intervalle  de  temps  quelconque,  n’existe  plus.  Mais,  dans 
ce  cas,  le  mouvement  de  la  maehiue  est  habituellement  pé- 
riodique ; c’est-à-dire  que  ce  mouvement  s'accélère  et  se  ra- 
lentit alternativement,  de  telle  manière  que  la  vitesse  de 
chacun  des  points  de  la  machine  reste  toujours  comprise 
entre  certaines  limites.  Si  l’on  considère  une  des  périodes 
de  temps  qui  se  succèdent,  et  qui  sont  telles  qu’au  commen- 
cement et  à la  fin  de  chacune  d’elles  les  vitesses  des  diverses 
parties  de  la  machine  sont  les  mêmes,  il  est  clair  que,  pour 
cette  période,  le  premier  membre  de  l’équation  (a)  est  égal 
à zéro,  et  par  conséquent  le  second  l'est  aussi  : donc  le  tra- 
vail moteur  T„ , développé  pendant  cet  intervalle  de  temps, 
est  égal  au  travail  résistant  Tr  correspondant.  Ainsi,  quoi- 
que T-  et  T,  ne  soient  pas  égaux  pour  chaque  élément  du 
temps,  l'égalité  de  ces  deux  quantités  peut  être  regardée 
comme  existant  en  moyenne,  pendant  toute  la  durée  de  la 
marche  périodique  de  la  maehiue  ; puisqu’elle  a lieu  pour 
une  quelconque  des  périodes  de  mouvement  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  et  par  conséquent  aussi  pour  le  temps  formé 
d'un  nombre  quelconque  de  ces  périodes. 

Si  l’on  applique  l'équation  (a)  à la  totalité  du  temps  pen- 
dant lequel  la  machine  se  meut,  c’est-à-dire  au  temps  com- 
pris entre  l'instant  où  elle  commence  à se  mettre  en  mouve- 
ment et  l'instant  où  elle  s’arrête,  on  voit  que  h*  premier 
membre  de  l'équation  est  nul,  puisque  chacun  des  deux 
termes  qui  le  composent  est  nul  séparément  : donc,  pendant 
ce  temps  total,  on  a encore  T„  = T,.  De  telle  sorte  que, 
quelles  que  soient  les  variations  du  mouvement  de  la  ma- 
chine, le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  qui  lui 
sont  appliquées,  pendant  tout  le  temps  qu’elle  est  en  mar- 
che, est  toujours  égal  au  travail  développé  dans  le  même 
temps  par  les  forces  résistantes. 
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L’équation  («)  nous  montre  encore  que,  si  la  force  vive 
1 tnr'1  de  la  machine,  à la  tin  d’un  certain  intervalle  de  temps, 
est  plus  grande  que  la  force  vive  1 witv  correspondant  au 
commencement  de  cet  intervalle  de  temps,  T„  est  plus  grand 
que  Tr;  eide  même,  que,  si  la  force  vive  finale  est  plus  pe- 
tite que  la  force  vive  initiale,  T„  est  plus  petit  que  Tr.  On 
voit  par  là  comment  varie  le  mouvement  de  la  machine, 
suivant  que  le  travail  moteur  est  supérieur  ou  inférieur  au 
travail  résistant.  Tant  que  l’on  a T»=T„  la  force  vive  de 
la  machine  reste  la  même.  Si  T„  devient  plus  grand  que  T,, 
le  mouvement  de  la  machine  s’accélère;  sa  force  vive  aug- 
mente d’une  quantité  (“gale  au  double  de  l'excès  de  T»  sur 
T,.  Si,  au  contraire,  T„  devient  plus  petit  que  T,,  le  mou- 
vement de  la  machine  se  ralentit,  et  sa  force  vive  diminue 
du  double  de  l’excès  de  Tr  sur  T».  Un  peut  dire  d'après  cela 
que,  lorsque  T»  est  plus  grand  que  T„  le  travail  moteur 
T„  se  décompose  eu  deux  parties  respectivement  égalés  à 
Tr  et  T„  — Tr  ; la  première  de  ces  deux  parties  du  travail 
moteur  permet  à la  machine  d’effectuer  le  travail  T,  corres- 
pondant aux  résistances  qui  lui  sont  appliquées  ; et  la  se- 
conde partie  détermine  l’accroissement  de  la  force  vive  de 
la  machine.  Lorsque,  au  contraire,  T.  est  plus  petit  que  T,, 
le  travail  moteur  T„  ne  peut  occasionner  la  production  que 
d’une  portion  du  travail  résistant,  porliou  qui  est  égale  à 
T„;  quant  à l’autre  portion  T,  — T„  de  ce  travail  résistant, 
elle  est  produite  aux  dépens  de  la  force  vive  de  la  machine, 
qui  diminue  d’une  quantité  correspondante.  Les  choses  se 
passent  comme  si,  dans  le  premier  cas,  l’excès  du  travail 
moteur  sur  le  travail  résistant  s'emmagasinait  dans  la  niasse 
totale  de  la  machine,  sous  forme  de  force  vive;  et  si,  dans 
le  second  cas,  l’excès  de  travail  moteur,  ainsi  emmagasiné 
précédemment,  reparaissait  pour  occasionner  la  production 
d'une  quantité  de  travail  résistant  précisément  égale  à celle 
que  cet  excès  de  travail  moteur  aurait  pu  produire  dirccte- 
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ment.  On  comprend  par  là  comment  il  se  fait  que  l'unifor- 
mité du  mouvement  de  la  machine  n’est  pas  nécessaire,  pour 
que  celte  machine  transmette  le  travail  qu'elle  reçoit,  sans 
en  changer  la  valeur  totale. 

Au  commencement  du  mouvement  d’une  machine,  pen- 
dant tout  le  temps  compris  entre  l'instant  où  elle  part  du  re- 
pos et  celui  où  elle  arrive  à l’état  de  mouvement  régulier 
qu’elle  doit  ensuite  conserver,  le  travail  moteur  ï'm  surpasse 
le  travail  résistant  T,  d’une  quantité  égale  à la  moitié  de  la 
force  vive  que  possède  la  machine  à la  (in  de  ce  temps.  A 
partir  de  là,  et  pendant  tout  le  temps  que  la  machine  con- 
serve son  mouvement  régulier  ou  périodique,  les  travaux 
moteur  et  résistant  sont  égaux,  ainsi  que  nous  l’avons  dit. 
Mais,  à la  lin,  lorsque  la  machine  part  de  sou  mouvement 
régulier  pour  revenir  à l’état  de  repos,  T,  surpasse  T„,  d’une 
quantité  égale  à la  moitié  de  la  force  vive  que  lu  machine 
perd  : la  portion  du  travail  moteur  qui  avait  été  employée 
tout  d’abord,  pour  amener  la  machine  à son  état  de  mouve- 
ment régulier,  et  qui  était  dissimulée  dans  cette  machine 
sous  forme  de  force  vive,  réparait  donc  à la  fin,  et  occasionne 
la  production  d’une  quantité  égale  de  travail  résistant. 

§ 268.  On  voit  par  ce  qui  précède  que,  dans  tous  les 
cas,  une  machine  transmet  la  totalité  du  travail  qui  lui  est 
appliqué,  sans  en  changer  la  valeur.  Si  celte  transmission 
intégrale  du  travail  par  l’intermédiaire  de  la  machine  ne 
s’effectue  pas  complètement  dans  chacun  des  éléments  du 
temps  total  pendant  lequel  la  machine  est  en  marche,  il  se 
produit,  entre  ces  divers  éléments  de  temps,  des  compensa- 
tions telles  qu’en  définitive  aucune  portion  du  travail  moteur 
confié  à la  machine  ne  se  trouve  perdue.  Mais  il  faut  bien 
faire  attention  que,  pour  arriver  à un  pareil  résultat,  nous 
avons  dû  tenir  compte  du  travail  développé  par  toutes  les 
forces  appliquées  à la  machine,  sans  aucune  exception  ; et 
nous  savons  que,  pour  cela,  on  doit  considérer  aussi  bien 
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1rs  foires  intérieures  que  les  forces  extérieures  (g  2,10  Or, 
parmi  les  forces  qui  jouent  le  rôle  de  foires  résistantes,  il  > 
en  a de  deux  espèces  : i“  celles  qui  sont  nécessairement  ap- 
pliquées à la  machine  d’après  l’objet  auquel  elle  est  desti- 
née, c’est-à-dire  celles  «pii  correspondent  au  travail  même 
que  l’on  se  propose  de  produire  par  l’emploi  de  la  machine; 
2"  celles  qui  se  développent  dans  les  diverses  parties  de  la 
machine,  par  suite  de  son  mouvement,  comme  les  frotte- 
ments entre  les  pièces  solides  dont  la  machine  est  formée, 
et  qui  n'ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel 
la  machine  est  employée.  Les  forces  résistantes  de  la  pre- 
mière espèce  sont  souvent  désignées  sous  le  nom  de  re'ti»- 
tance*  utile»;  et  celles  de  la  seconde  espèce  sous  le  nom  de 
rétitfance*  pa»*ive».  Le  travail  développé  par  les  résis- 
tâmes utiles  se  nomme  travail  utile. 

Désignons  ce  travail  utile  par  T.  , et  posons 

Tr  = T.  + Tf  : 

le  terme  Tf  représentera  le  travail  dû  aux  résistances  pas- 
sives. Nous  avons  vu  que,  si  l’on  considère  le  mouvement 
d'une  machine  dans  son  ensemble,  le  travail  résistant  T,  est 
toujours  égal  au  travail  moteur  T„  : mais  le  travail  utile 
T.  est  inférieur  au  travail  moteur  T„  d’une  quantité  égale 
au  travail  Tf  dû  aux  résistances  passives.  De  sorte  que,  s’il 
est  vrai  de  dire  que  les  machines  transmettent  la  totalité  dn 
travail  moteur  qui  leur  est  confié,  sans  qu'aucune  partie  de 
ce  travail  soit  perdue,  on  peut  ajouter  qu'une  portion  de  ce 
travail  transmis  est  mal  employée  : c’est  la  portion  qui  cor- 
respond au  travail  résistant  Tf  dû  aux  résistances  passives. 
Plus  cette  portion  Tf  du  travail  moteur  total  T»  est  grande, 
plus  la  machine  est  mauvaise.  Pour  voir  si  une  machine  est 
pins  ou  moins  bonne,  on  considère  le  rapport 

T. 

r„ 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DE  MOUVEMENT  DES  MACHINES.  575 

du  travail  utile  au  travail  moteur;  la  machine  est  d’autant 
meilleure  que  ce  rapport,  toujours  inférieur  à l’unité , se  rap- 
proche davantage  de  celte  limite  : ce  rapport  est  ce  qu’on 
nomme  le  rendement  de  la  machine. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  a été  dit  précédemment  (g  267), 
que  l’ou  doit  éviter  autant  que  possible  tout  ce  qui  peut  occa- 
sionner des  perles  de  force  vive  dans  une  machine  ; c’est-à- 
dire  tout  ce  qui  peut  amener  une  diminution  dans  la  force 
vive  de  la  machine,  sans  que  cette  diminution  soit  accom- 
pagnée de  la  production  d’une  quaulilé  correspondante  de 
travail  utile;  caria  force  vive  de  la  machine  représente  une 
partie  du  travail  moteur  qui  lui  a été  précédemment  appli- 
qué, et  la  perte  d'une  portion  de  cette  force  vive  équivaut  en 
conséquence  à la  perte  d’une  certaine  quantité  du  travail 
moteur  dont  il  s’agit.  Or,  toutes  les  fois  que  les  molécules  de 
certaines  pièces  de  la  machine  prennent  un  mouvement  vi- 
bratoire, outre  le  mouvement  d’ensemble  dont  ces  pièces 
sont  animées , on  doit  regarder  les  choses  comme  se  passant, 
au  point  de  vue  de  la  transmission  du  travail , de  la  même 
manière  que  si  ce  mouvement  vibratoire  était  anéanti  instan- 
tanément : car  les  vibrations  des  molécules  se  transmettent 
de  proche  en  proche  aux  corps  voisins  de  la  machine , par 
l'iutermédiaire  de  ses  supports  et  de  l'air  environnant,  et 
Unissent  par  se  perdit*  dans  la  masse  totale  de  la  terre , sans 
occasionner  la  production  d'aucune  quaulilé  de  travail  utile. 
Il  résulte  de  là  qu'on  doit  faire  en  sorte  que  le  mou  veinent 
des  diverses  molécules  de  la  machine  prenne  le  moins  pos- 
sible la  forme  de  mouvement  vibratoire,  puisque  cela  équi- 
vaut à la  perte  de  force  vive  que  la  machine  éprouverait 
dans  l'hypothèse  où  ce  mouvement  vibiatoire  viendrait  à être 
anéanti  brusquement,  sans  que  le  mouvement  d'ensemble  des 
diverses  pièces  qui  la  composent  cesse  d’être  le  même.  On 
comprend  par  là  pourquoi  nous  n'avons  pas  tenu  compte  du 
mouvement  vibratoire  des  molécules , en  évaluant  la  perte 
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de  force  vive,  dans  le  choc  de  deux  corps  sphériques  qui  ne 
présentent  pas  les  caractères  de  l’élasticité  parfaite  (§  253)  : 
nous  avions  en  vue  de  nous  faire  une  idée  de  ce  qui  se  passe 
dans  les  machines  , lorsqu’il  se  produit  des  chocs  entre  les 
pièces  dont  elles  sont  formées. 

La  perte  de  force  vive  par  les  mouvemeuts  vibratoires  que 
prenneul  les  molécules,  constitue  certainement  la  principale 
cause  de  perte  de  travail  dans  les  machines.  Elle  ne  se  pro- 
duit qu’exccptionnellemeiit  par  les  chocs,  que  l’on  est  pres- 
que toujours  en  mesure  d’éviter  complètement  ; mais  elle  se 
présente  au  contraire  constamment  par  suite  du  mouvement 
des  pièces  solides  qui  se  meuvent  en  se  touchant  par  leurs 
surfaces,  soit  que  ces  pièces  glissent  les  unes  sur  les  autres, 
soit  que  leur  mouvemeiil  relatif  se  réduise  à un  simple  roule- 
meut.'iNous  avons  vu  (§§  Ibk  et  255)  comment,  dans  l'étude 
du  mouvement  de  ces  pièces , on  peut  faire  abstraction  de  la 
production  du  mouvement  vibratoire  dont  il  s’agit,  eu  lui 
substituant  certaines  forces  capables  d'occasiouner  la  même 
perte  de  travail.  C’est  de  cette  manière  que  l’on  doit  com- 
prendre que  les  frottements  et  les  résistances  nu  roulement 
soient  mises  au  nombre  des  forces  résistantes  auxquelles 
nous  avons  attribué  le  nom  de  résistances  passives. 

En  établissant  une  machine,  on  cherche  toujours  à ren- 
dre Tf  aussi  petit  que  possible  par  rapport  à T.;  et  on  y 
parvient  en  se  fondant  sur  les  idées  que  nous  venons  d'indi- 
quer, relativement  aux  causes  de  perte  de  travail  et  de  force 
vive.  Ainsi,  par  exemple,  en  douuanl  un  poli  cl  une  dureté 
convenables  aux  surfaees  des  corps  qui  doivent  glisser  les  uns 
sur  les  autres,  et  en  graissant  ces  surfaces,  on  diminue  l'in- 
teusité  du  frottement  qui  se  développe  entre  elles  ; d'un  au- 
tre côté,  eu  faisant  en  sorte  que  la  vitesse  du  glissement  soit 
aussi  petite  que  possible,  on  diminue  le  travail  dù  au  frotte- 
ment dans  un  temps  donné.  Mais,  de  quelque  manière  qu’on 
s’y  prenne,  on  ne  peut  pas  faire  que  la  quantité  de  tiavail 
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moteur  T. , nécessaire  pour  produire  uue  quantité  donnée 
T.  de  travail  utile , par  riulennédiaire  d’une  inachiue,  s’a- 
baisse au-dessous  de  cette  dernière  quantité  de  travail  : T„ 
est  toujours  au  moins  égal  à T. , et  même  lui  est  toujours 
supérieur,  puisqu’on  ne  peut  jamais  réduire  IV  à zéro.  On 
reconnaît  par  là  combien  est  graude  l’erreur  de  ceux  qui 
cherchent  ce  qu’on  nomme  le  mouvement  perpe'tuel;  car 
l’objet  qu’ils  se  proposent,  c’est  précisément  de  trouver  une 
machine,  à l'aide  de  laquelle  on  puisse  produire  du  travail 
utile  sans  dépense  de  travail  moteur,  ou  au  moius,  produire 
une  quantité  de  travail  utile  plus  grande  que  la  quantité  de 
travail  moteur  employée. 

Si  nous  nous  reportons  à la  division  que  nous  avons  faite 
des  machines  en  deux  grandes  classes  (§  266),  nous  ver- 
rous que,  dans  les  machines  de  la  seconde  classe,  le  travail 
résistant  se  réduit  presque  uniquement  à T)  : le  travail 
utile  T.  est  pour  ainsi  dire  nul,  parce  que  l’ouvrage  au- 
quel la  machine  est  employée  n'occasionne  par  lui-mérae 
qu’une  résistance  insignibante.  Dans  ce  cas,  en  diminuant 
T f par  les  divers  moyens  connus,  on  peut  parvenir  à faire 
uue  grande  quantité  d'ouvrage  avec  une  faible  dépense  de 
travail  moteur.  On  en  a un  exemple  dans  les  machines  qui 
servent  à filer  le  cotou  ou  la  laine  : avec  uue  quantité  de 
travail  moteur  assez  petite,  ou  entretient  le  mouvement  d’un 
nombre  considérable  de  broches,  dont  chacune  produit  un 
til.  Mais  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  l'ouvrage  que 
peut  produire  une  inachiue,  avec  le  travail  nécessaire  à la 
production  de  cet  ouvrage. 

g 269.-  Alaehlnes  motrices;  machines  outils.  — Dans 
uue  machine  complète,  ou  doit  distinguer  trois  parties  dis- 
tinctes, savoir  : 1“  la  partie  qui  est  destinée  à recevoir  le 
travail  moteur,  sur  laquelle  agissent  directement  les  forces 
mouvantes  ; 2°  la  partie  qui  est  destinée  à produire  le  travail 
utile,  sur  laquelle  agissent  directement  les  résistances  utiles  ; 
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3“  en  tin,  la  partie  intermédiaire,  qui  est  destinée  à relier  les 
deux  premières  l'une  à l’autre.  On  s’eu  fera  une  idée  nette 
en  pensant  à un  moulin  à eau,  dans  lequel  une  roue  hydrau- 
lique fait  marcher  une  meule:  la  roue  hydraulique  constitue 
la  première  partie;  la  meule  forme  la  seconde;  et  la  troi- 
sième se  compose  des  arbres  et  des  roues  dentées,  par  l'in- 
termédiaire desquels  le  mouvement  de  la  roue  se  irausinci  à 
la  meule.  La  première  partie,  celle  qui  reçoit  le  travail  mo- 
teur, est  désignée  spécialement  sous  le  nom  de  machine 
motrice ; elle  varie  de  forme  suivant  la  manière  dont  le  tra- 
vail moteur  se  produit:  les  roues  hydrauliques,  l'appareil 
extérieur  des  moulins  à vent  et  les  machines  à vapeur  en 
fournissent  des  exemples.  La  seconde  partie,  celle  qui  pro- 
duit le  travail  utile,  se  nomme  machine  outil;  elle  varie  éga- 
lement d’après  la  nature  du  travail  auquel  elle  est  destinée. 

Toutes  les  considérations  développées  précédemment,  re- 
lativement à la  transmission  dn  travail  dans  tes  machines, 
peuvent  être  appliquées  à une  machine  motrice,  ou  à une 
machine  outil,  considérée  isolément;  et  de  même,  ou  peut 
les  appliquer  à l’ensemble  des  mécanismes  qui  servent  à 
faire  communiquer  l’une  avec  l’autre,  ou  bien  encore  à une 
portion  quelconque  de  ces  mécanismes.  Il  est  aisé  de  voir 
que  les  machines  outils  seules  peuvent  rentrer  dans  ta  se- 
conde des  deux  classes  de  machines  qui  oui  été  indiquées 
plus  haut  (§  266)  : les  machines  motrices,  et  les  parties  de 

machines  qui  servent  à relier  les  machines  motrices  aux 
# 

machines  outils,  font  nécessairement  partie  de  la  première 
classe. 

Les  machines  motrices  ont  été  imaginées  pour  remplacer 
l’action  de  l’homme  et  des  animaux  sur  les  machines.  La 
force  (1)  de  ces  machines  se  mesure  par  la  quantité  de 


(!'  l.c  mot  force  est  employé  tel  avec  une  acception  dilTérente  de  celle  qui 
lui  a été  attribuée  dan-  tout  ce  qui  précédé  ; Il  doit  être  regardé  comme  si- 
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iravail  qu’elles  peuvent  effectuer  dans  un  temps  donné.  Pour 
pouvoir  évaluer  cette  force  en  nombre,  on  a besoin  de  faire 
choix  d’une  unité  particulière.  L’unité  qui  est  généralement 
adoptée  pour  cela  porte  le  nom  de  cheval-vapeur , ou  sim- 
plement de  cheval  : elle  correspond  à une  production  de 
75  kilogrammètres  de  travail  (§  118)  en  une  seconde  de 
temps. 

§ 270.  Moyens  île  régulariser  le  mouvement  d’nne 
machine.  — Lorsqu’une  machine  est  destinée  à marcher 
pendant  un  temps  un  peu  long,  il  est  généralement  très-im- 
portant que  son  mouvement  soit  uniforme,  ou  au  moins  ne 
s’écarte  pas  beaucoup  de  l'uniformité.  Cela  est  utile,  notam- 
ment pour  que  le  travail  moteur  se  transmette  convenable- 
ment aux  machines  motrices,  et  aussi  pour  que  les  machines 
outils  effectuent  régulièrement  le  travail  auquel  elles  sont 
employées.  Pour  obtenir  cette  régularité  du  mouvement 
d’une  machine,  on  a recours  à deux  moyens  différents,  que 
nous  allons  indiquer. 

Si  le  travail  moteur  se  développe  d’une  manière  intermit- 
tente, ou  bien  si,  en  se  développant  d’une  manière  continue, 
il  est  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit,  pour  un  même 
intervalle  de  temps,  il  est  clair  qu’il  doit  en  résulter  des  va- 
riations dans  le  mouvement  de  la  machine.  De  même,  l’in- 
termittence ou  les  changements  périodiques  d’intensité  du 


initiant  capacité  de  travail.  Il  est  certainement  fâcheux  d’employer  ainsi  le 
même  mot  pour  désigner  deux  choses  essentiellement  différentes,  mais  il 
serait  difficile  de  changer  cette  manière  de  parler  qui  est  consacrée  par 
l'usage.  D'ailleurs,  il  n’y  a pas  à craindre  que  l’on  confonde  jamais  une  force, 
qui  s'évalue  en  kilogrammes , avec  la  force  d'une  machine , qui  s'évalue  en 
chevaux-vapeur,  l.a  manière  dont  le  mot  force  se  trouve  introduit  dans  une 
phrase  Indique  toujours  suffisamment  à laquelle  de  ces  deux  acceptions  il 
se  rapporte. 

Le  mot  force  se  trouve  encore  dans  l'expression  force  rire,  que  nous  avons 
fréquemment  employée;  mais  on  ne  doit  dans  ce  cas  lui  attribuer  aucune 
signification  particulière.  Il  ne  fait  que  constituer  une  partie  du  mot  com- 
plexe force  rire,  dont  le  sens  est  parfaitement  défini. 
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travail  utile,  doivent  également  faire  varier  la  rapidité  du 
mouvement.  Mais  nous  savons  que  l’excès  du  travail  moteur 
sur  le  travail  résistant , ou  inversement  du  travail  résistant 
sur  le  travail  moteur,  détermine  dans  la  machine  une  aug- 
mentation ou  une  diminution  de  force  vive,  qui  a pour  va- 
leur le  double  de  cet  excès.  On  voit  donc  que,  pour  un 
même  excès  de  l’un  des  deux  travaux  sur  l’autre,  les  varia- 
tions de  vitesse  des  diverses  parties  de  la  machine  seront 
d’autant  plus  faibles,  que  cette  machine  aura  une  plus  grande 
masse;  et,  si  l’on  considère  en  particulier  un  arbre  tour- 
nant faisant  partie  de  la  machine,  les  variations  de  la  vitesse 
angulaire  de  cet  arbre  seront  d'autant  moindres  que  son  mo- 
ment d’inertie  sera  plus  grand  : pour  augmenter  ce  moment 
d’inertie,  et  par  conséquent,  pour  diminuer  les  variations  de 
vitesse  que  l’arbre  éprouve  successivement,  on  lui  adapte 
une  grande  roue  massive,  nommée  volant. 

A l’aide  d’un  volant  adapté  à l’un  des  arbres  d’une  ma- 
chine, on  atténue  autant  qu’on  veut  les  augmentations  et  di- 
minutions de  vitesse,  occasionnées  par  les  excès  alternatifs 
des  travaux  moteur  et  résistant  l’un  sur  l’autre;  mais  il  n’en 
résulte  pas  que  le  mouvement  de  la  machine,  considéré  dans 
son  ensemble,  et  abstraction  faite  des  variations  périodiques 
qu’il  présente,  ne  puisse  pas  s’accélérer  peu  à peu,  de  ma- 
nière à atteindre  une  rapidité  excessive  au  bout  d'un  temps 
assez  long,  ou  bien  qu’il  ne  puisse  pas  se  ralentir  progres- 
sivement, de  manière  que  la  machine  finisse  par  s'arrêter 
tout  à fait.  Pour  que  le  mouvement  d'une  machine  s’efl’ec- 
tue  avec  une  vitesse  moyenne  qui  reste  toujours  la  même, 
il  faut  que  la  valeur  moyenne  du  travail  moteur  soit  égale 
à la  valeur  moyenne  du  travail  résistant,  pendant  un  nom- 
bre quelconque  des  périodes  dont  se  compose  le  mouvement 
de  la  machine.  On  parvient  à établir  cette  égalité  des  tra- 
vaux moteur  et  résistant,  considérés  en  moyenne  pendant 
un  temps  plus  ou  moins  long,  en  employant  des  appareils 
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dits  régulateur»,  parmi  lesquels  on  peut  citer,  comme  type, 
le  régulateur  à force  centrifuge.  Ces  appareils,  changeant 
de  forme  suivant  que  la  machine  marche  plus  ou  moins  vite, 
agissent  par  cela  même  sur  des  organes  spéciaux,  à l’aide 
desquels  ils  augmentent  ou  diminuent  le  travail  moteur,  de 
manière  à le  mettre  toujours  en  rapport  avec  la  grandeur 
du  travail  résistant  à vaincre. 

Ainsi,  les  régulateurs  servent  à conserver  à la  vitesse  de 
la  machine  une  valeur  moyenne  qui  soit  toujours  la  même  ; 
et  les  volants  sont  destinés  à empêcher  que  la  vitesse  de  la 
machine  s’écarte  trop  de  cette  vitesse  moyenne,  soit  en  plus, 
soit  en  moins,  suivant  que  le  travail  moteur  est  momenta- 
nément plus  grand  ou  plus  petit  que  le  travail  résistant 
correspondant. 
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APPENDICE 


A L USAGE  DES  CANDIDATS  A L'ÉUULE  IVLYTECHMQUE. 


Le  Trailé  de  mécanique  rationnelle  qui  précède  comprend  à la  fois 
les  notions  de  mécanique  exigées  pour  l'admission  à l'École  Polytech- 
nique, et  loute  la  partie  théorique  du  cours  de  Mécanique  et  Ma 
chines  de  cette  École.  Sa  publication  a eu  principalement  pour  objet 
d'établir  un  lien  intime  entre  les  deux  enseignements  que  les  élèves 
reçoivent  successivement  sur  cette  matière,  avant  d’entrer  è l'École, 
et  aptes  qu’ils  y ont  été  admis.  Pour  que  les  candidats  à l’École  Po- 
lytechnique sachent  au  juste  quelles  sont  les  parties  de  ce  Traité  qu’ils 
doivent  étudier  pour  satisfaire  aux  exigences  du  programme  d’ad- 
mission , nous  allons  reproduire  ce  programme,  en  l’accompagnant  • 

des  indications  convenables.  Ensuite  viendront  deux  notes,  dans  les- 
quelles nous  traiterons  quelques  questions  spéciales,  qui  n’ont  pas  pu 
entrer  dans  le  cadre  de  cet  ouvrage,  et  dont  la  connaissance  est  exigée 
pour  l’admission  à l’École. 


PROGRAMME 


DES  CONNAISSANCES  DE  MÉCANIQUE  EXIGÉES  POUR 

l’admission  a l’école  polytechnique. 

■lu  mouvement  d’un  point  considéré 
géométriquement. 

« Mouvement  uniforme.  Vitesse.  — Mouvement  varie. 
« Vitesse  à un  instant  donné.  Comment  elle  se  détermine 
« par  le  calcul  ou  par  le  tracé  d’une  tangente  à une 
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« courbe,  quand  l’espace  est  une  fonction  donnée  du 
« temps. 

« Mouvement  uniformément  varié.  — La  vitesse  s’accroît 
« de  quantités  proportionnelles  aux  temps  écoulés.  — L’ex- 
« périence  sur  la  chute  des  corps  dans  le  vide  en  fournit 
« un  exemple;  valeur  de  l’accélération  g dans  ce  éas.  — De 
« l'accélération  dans  le  mouvement  rectiligne  varié  en  gé- 
« itérai,  quand  la  vitesse  est  donnée,  en  fonction  du  temps, 
u par  une  équation  ou  par  une  courbe. 

« Projection  sur  un  axe  d’un  point  mobile  dans  l’espace. 
« La  vitesse  de  la  projection  du  point  est  égale  à la  projec- 
« tion  de  sa  vitesse  dans  l’espace. 

« Composition  et  décomposition  des  vitesses  déduites 
« de  la  considération  des  mouvements  relatifs.  Ce  qu’on 
« entend  par  accélération  totale  et  par  accélération  tan- 
« gentielle  dans  le  mouvement  curviligne  d’un  point.  Com- 
« position  et  décomposition  des  accélérations.» 

Pour  toutes  ces  questions , qui  sont  relatives  à la  Cinématique , on 
étudiera  dans  le  livre  1:4°  tout  le  chapitre  I‘r,  paragraphes.!  à U; 
2°  les  paragraphes  15  et  16  du  chapitre  2,  jiour  savoir  ce  que  c'est 
qu’un  mouvement  de  translation  ; 3°  les  paragraphes  37  à 47  du  cha- 
pitre 3;  4"  les  paragraphes  69  à 73  du  chapitre  4 ; 5°  enfin  le  para- 
graphe 79  du  même  chapitre  4. 


De  l’effel  des  force»  appliquée»  à un  point  matériel 

libre. 


« Loi  de  l’inertie  relative  au  point  matériel.  — Effets 
« divers  des  forces.  — Conditions  de  l égalité  de  deux 
« forces,  d’après  les  effets  quelles  produisent  sur  un  même 
« corps  ou  système  matériel.  — Comparaison  des  forces 
« aux  poids,  à l’aide  du  dynamomètre.  — Le  kilogramme 
« peut  être  pris  pour  unité  de  force. 
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« On  admet  comme  principe  exj>érimental  que  l’cITet 
« d’une  force  sur  un  point  matériel  est  indépendant  du 
« mouvement  antérieurement  acquis  par  ce  point,  c’est-à- 
« dire  que  le  mouvement  du  point  s’obtient  par  la  cornpo- 
« sition  du  mouvement  rectiligne  dit  à sa  vitesse  acquise  et 
« du  mouvement  que  la  force  lui  communiquerait  s'U  par- 
« lait  du  repos.  — Démontrer  qu'il  résulte  de  ce  principe 
« qu’une  force;  constante,  agissant  sur  un  point  matériel 
« parlant  du  repos,  lui  imprime  un  mouvement  uniformé- 
« ment  accéléré.  — Cas  où  le  point  matériel  possède  une 
« vitesse  initiale  dans  le  sens  de  la  force  ou  dans  le  sens 
« contraire.  — Réciproquement,  si  un  point  matériel  est 
« animé  d’un  mouvement  rectiligne  uniformément  varié,  il 
« est  soumis  h une  force  constante.  — Exemples  relatifs  à 
« la  pesanteur.  — Le  mouvement  parabolique  des  projec- 
« tiles  est  une  autre  conséquence  des  principes  énoncés  ci- 
« dessus. 

u Indépendance  mutuelle  des  effets  simultanés  de  plu- 
« sieurs  forces  agissant  sur  un  point  matériel  isolé.  — 
« Deux  forces  constantes,  appliquées  successivement  à un 
« même  point  matériel  partant  du  repos  ou  animé  d’une 
« vitesse  initiale  de  même  direction  que  la  force,  sont 
« entre  elles  comme  les  accélérations  qu’elles  produisent. 
» — Conséquence  relative  au  cas  où  J’une  des  forces  est  le 
« poids  même  du  mobile. 

« Définition  de  la  masse.  — Relation  entre  les  forces,  les 
« masses  et  les  accélérations.  — De  la  force  d’inertie.  Son 
« expression  et  ses  effets.  Sa  mesure  en  kilogrammes  pour 
« diverses  accélérations.  — Introduction  de  la  masse  dans 
« les  équations  du  mouvement  rectiligneou  curviligne  d’un 
« point  soumis  à l’action  de  la  pesanteur  ou  d’une  force 
« constante  quelconque.  — Notions  qui  en  dérivent  relati- 
« veinent  au  travail  et  ù la  force  vive. 

« Composition  et  décomposition  des  forces  appliquées  à 
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« un  même  point  matériel  libre,  déduites  du  principe  de 
« l’indépendance  des  effets  simultanés  des  forces.  — Con- 
« dition  de  l’équilibre  des  forces  appliquées  à un  même 
« point.  Elle  est  indépendante  de  l’état  de  repos  ou  de 
o mouvement  de  ce  point.  ;> 

Pour  cette  parlio  du  programme,  on  étudiera  dans  le  livre  II  : 
1”  les  paragraphes  82  à 99  du  chapitre  I"  ; 2°  le  paragraphe  < 0 i du 
chapitre  2;  3°  et  les  trois  premiers  alinéas  du  paragraphe  138  du 
chapitre  3.  On  y trouvera  tout  ce  qui  se  rapporte  à ces  divers- 
questions  relatives  à l’eftet  des  forces  appliquées  à un  point  matériel , 
à l’exception  toutefois  de  l'introduction  de  la  ma'se  dam  1rs  équa- 
tions du  mouvraient  rectiligne  ou  curviligne  d’un  point  soumis  à 
l'action  de  la  pesanteur  ou  d’une  force  constante  quelconque  ; et  des 
notions  qui  en  dérivent  relativement  au  travail  et  a la  force  vive. 
La  note  I ci-après  est  destinée  à combler  cette  lacune. 


lia  travail  des  forces  appliquées  à un  point  mobile. 

« Travail  élémentaire  d’une  force  appliquée  à un  point 
« mobile.  — Deux  manières  de  l’évaluer , suivant  qu’on 
« projette  la  force  sur  la  direction  de  l’élément  du  chemin 
« décrit,  ou  l’élément  de  chemin  sur  la  direction  de  la 
« force.  — Travail  élémentaire  moteur;  travail  ëlëmeii- 
« taire  résistant.  — Le  travail  élémentaire  d’une  force  nor- 
« male  ù l’élément  du  chemin  décrit  est  nul. 

<«  Travail  total  d’une  force  constante  dirigée  dans  le  sens 
« du  chemin  parcouru,  ou  qui  reste  parallèle  à elle- même. 
•<  — Travail  de  la  pesanteur  dans  le  uiouvcmeutd'iiu  point 
« matériel  sur  une  courbe  quelconque. 

« Travail  total  d’une  force  variable  dirigée,  ou  non,  dans 
« le  sens  du  chemin  décrit  par  son  point  d’application  : il 
« s’obtient  par  une  quadrature  ou  à l’aide  d’un  tracé  ap- 
« proximatif.  — Ce  qu’on  entend  par  effort  moyen. 
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« l nité  de  travail,  kilogrammètre. 

« Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  de  deux  ou  d'un 
a plus  grand  nombre  de  forces  est  égal  à la  somme  algé- 
a brique  des  travaux  élémentaires  des  composantes.  — 
h Extension  de  ce  théorème  en  travail  continu  des  forces. 

« Théorème  des  moments.  Ce  théorème  a lieu  pour  les 
a projections,  sur  un  plan  quelconque,  de  forces  coucou - 
a rantes  dans  l’espace.  Ce  qu’on  nomme  moment  d’une 
« force  par  rapport  à un  axe. 

« Quand  trois  forces  se  font  constamment  équilibre,  la 
« somme  algébrique  de  leurs  travaux  est  nulle.  — Exten- 
« sion  de  ce  théorème  à l’équilibre  d’un  nombre  quel- 
« conque  de  forces  appliquées  à un  point.  — Théorème  re- 
« latif  aux  moments  de  ces  forces  par  rapport  à un  axe 
« quelconque  dans  l’espace.  » 

Pour  toutes  ces  questions,  qui  se  rapportent  au  travail  des  forces 
et  à leurs  moments , on  prendra  dans  lo  livre  II  : 4°  les  para- 
graphes 400  à 403  du  chapitre  4*r  ; 2°  les  paragraphes  447  et  448  du 
chapitre  2. 


Iles  forces  «ppllqaées  à un  corps  solide. 

« Notions  relatives  à la  solidité  des  corps.  — Hypothèse 
« de  l'invariabilité  des  distances  mutuelles  des  éléments 
« de  ces  corps.  — Cas  où  cette  hypothèse  peut  être  ad- 
« mise. 

« On  admet  qu’on  peut,  sans  changer  l’état  de  repos  ou 
« de  mouvement  d’un  corps,  transporter  le  point  d’appli- 
« cation  d’une  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direc- 
« lion,  pourvu  que  le  second  point  soit  supposé  lié  inva- 
« riablement  au  premier.  — Vérification  de  ce  principe  au 
« moyen  du  dynamomètre  appliqué  aux  extrémités  d’une 
« corde  ou  d’une  verge  soutenant  verticalement  un  poids. 


Digitized  by  Google 


386 


APPENDICE. 


« — Le  travail  de  la  force  ainsi  transportée  est  aussi  le 
« même  pour  tout  déplacement  élémentaire  de  la  droite 
« d’application. 

« Composition  et  équilibre  des  forces  concourantes  ap- 
« pliquées  à un  corps  solide.  — Cas  où  les  forces  sont 
« parallèles.  Cas  d’un  couple. 

« Le  moment  de  la  résultante  d’un  système  de  forces 
« parallèles,  par  rapport  à un  plan  quelconque,  est  (-gai  à 
« la  somme  des  moments  des  composantes. 

« Centre  des  forces  parallèles.  Centre  de  gravité  : sa  re- 
« cherche  n réduit  à une  question  de  géométrie,  quand  le 
« corps  est  omogène.  — Cas  où  le  corps  a un  plan  de  sy- 
« métrie,  un  axe  ou  un  centre  de  ligure.  — Notion  du 
« centre  <tq  gravité  d'une  ligne  et  d’une  surface  considérées 
« comme  composées  d’éléments  dont  le  poids  est  propor- 
« tionnel  à leur  étendue. 

u Centre  de  gravité  d’un  triangle;  il  est  le  même  que 
u celui  du  système  de  trois  sphères  homogènes  égales  qui 
u auraient  leurs  centres  aux  trois  sommets.  — Centre  de 
« gravité  d’un  polygone.  Cas  particuliers  du  trapèze  et  du 
« quadrilatère  quelconque. 

« Centre  de  gravité  du  tétraèdre  ; il  est  le  même  que 
« celui  du  système  de  quatre  sphères  homogènes  égales 
« qui  auraient  leurs  centres  aux  quatre  sommets,  et  se 
u trouve  au  point  d’intersection  des  droites  qui  joignent 
« les  milieux  des  arêtes  respectivement  opposées. — Centre 
« de  gravité  de  la  pyramide,  du  cène. 

« La  notion  du  centre  de  gravité  ne  suppose  pas  néces- 
« saircineut  la  solidité  des  corps;  elle  s’applique  à un  sys- 
» lètne  quelconque  de  points  matériels. 

a Le  travail  de  la  pesanteur  sur  un  corps  ou  sur  un  sys- 
« tèine  de  corps  est  le  même  que  si  la  masse  de  ces  corps 
« se  trouvait  concentrée  en  leur  centre  de  gravité  général. 
« — Application  relative  à l’élévation  des  fardeaux. 
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» Composition  générale  des  forces  appliquées  à un  corps 
« solide  invariable.  — Leur  réduction  à deux  forces  équi- 
u valcntes,  dont  l’une  passe  par  un  point  donné.  — Pour 
« l'équilibre,  ces  forces  doivent  être  égales  et  directement 
« contraires,  et  la  somme  algébrique  des  travaux  des  forces 
« proposées  doit  être  nulle  pour  tout  déplacement  fictif 
« ou  virtuel  du  corps.  — Eu  déduire  les  six. équations  d’é- 
« quilibre.  » t 

I 

On  trouvera  tout  ce  qui  se  rapporte  a ces  questions  relatives  aux 
forces  appliquées  à un  corps  solide,  en  prenant  dans  le  livre  III  : 1°  'es 
paragraphes  150  à 150  du  chapitre  ter  ; 2"  les  par»  .plies  1 62  a 
170  du  chapitre  2;  5°  les  paragraphes  172  et  175  uu  même  cha- 
pitre 2;  4°  enün  les  paragraphes  174  à 179  du  chapitre  3.  On  peut 
laisser  de  côté,  dans  les  paragraphes  qui  viennent  d'èl*<r indiqués  , 
tout  ce  qui  sup|iose  desconnaissances  autres  que  celles  qui  sont  exigées 
pour  l’admission  à l'École  Polytechnique;  ee  qui  reste,  apres  cette 
suppression,  répond  suffisamment  aux  questions  rontenuos  dans  la 
paille  du  programme  à laquelle  se  rapportent  ces  paragraphes. 


Iles  machine*. 

« Les  machines  ont,  en  général,  pour  but  de  traits- 
« mettre,  sous  certaines  conditions,  l’action  et  le  travail 
« des  forces.  — Influence  des  résistances  dites  passives  : le 
« travail  moteur  est  toujours  plus  grand  que  le  travail  ré- 
« sistant  utile.  — Notions  élémentaires  relatives  aux  ma- 
« chines  simples  sollicitées  uniquement  par  une  puissance 
« et  une  résistance.  — Ce  qu’on  gagne  en  force,  on  le  perd 
« en  temps  ou  en  chemin. 

« Équilibre  et  travail  des  forces  appliquées  au  levier.  — 
« Des  balances. — Conditions  à remplir  pour  qu’elles  ne 
« soient  ni  folles  ni  paresseuses.  — Mesure  de  leur  sensi- 
« bilité. 
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« Équilibre  et  travail  des  forces  appliquées  au  treuil,  à 
« la  poulie  fixe  ou  mobile.  — Moufles. 

« Équilibre  et  stabilité  d’un  corps  pesant  posé  sui'uit  plan 
« fixe  horizontal  ou  incliné.  — ltéactions  du  plan.  — Mo- 
« monts  et  degrés  divers  de  stabilité. 

« Lois  expérimentales  du  frottement  : 1°  à l’instant  du 
« départ;  2*  pendant  le  mouvement. — Expériences  de  Cott- 
« lomb  relatives  au  frottement  des  corps. 

« Mouvement  uniforme  et  équilibre  d’un  corps  sur  un 
« plan  incliné,  en  supposant  ce  corps  uniquement  soumis 
« à l'action  de  la  pesanteur  et  au  frottement  du  plan.  — 
b Cas  du  mouvement  uniformément  accéléré.  — Équation 
b du  travail  et  des  forces  vives.  — Portion  du  travail  ab- 
b sorbée  par  le  frottement. 

b Frottement  dans  la  poulie  fixe.  » 

Prcsquo  toutes  les  matières  qui  composent  cette  derniere  partie  du 
programme  ne  sont  pas  traitées  dans  l'ouvrage  qui  précède;  et  celles 
qui  y sont  traitées  se  trouvent  tellement  disséminées , qu'il  serait 
diflicilede  les  y étudier  convenablement.  Aussi  a-t-on  cru  devoir  faire 
do  l'ensemble  de  ces  matières  l'objet  spécial  de  la  note  II , où  elles 
sont  présentées  de  manière  à faire  suite  aux  parties  précédentes  du 
programme. 


NOTE  1. 

Introduction  de  la  masse  dans  les  équations  du  mouvement  récit- 
ligne  ou  curviligne  d'un  point  soumis  à l'action  de  la  pesanteur  ou 
d’une  force  constante  quelconque  — No  lions  qui  en  dérivent  relative- 
ment au  travail  et  a la  force  vive. 

En  étudiant  le  mouvement  que  prend  un  poiid  matériel  primitive- 
ment en  repos,  sous  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction  (§  90,.  et  considérant  spécialement  le  cas  où  celle  force  est 
le  poids  même  du  mobile, on  a trouvé  la  relation 
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v*  — 2 yx , 

dans  laquelle  u esl  la  vitesse  du  |mint  matériel  a un  instant  quel- 
ronque  ,*el  x est  la  hauteur  dont  il  e?t  déjà  lomlvé.  à eet  instant.  Si 
l’on  multiplie  le?  deu\  membres  par  la  masse  m du  |>oint  mobile,  il 
viendra 

tue*  = imtjx, 

ou  bien 

mo*:=2Px,  (o) 

P étant  le  poids  de  ce  mobile.  Quelle  que  soit  la  force  F,  constante  en 
grandeur  et  en  direction,  qui  agisse  sur  le  point  matériel  de  masse  ni 
supposé  primitivement  en  repos,  si  l'on  désigne  toujours  par  v la 
vitrsse  de  ce  point  à un  instant  quelconque , et  par  x le  chemin  qu’il 
a parcouru  jusqu'à  cet  instant  sous  l’action  de  la  force  F,  on  trouvera 
de  même 

tnv*  = 2 Fx.  (h) 

Lorsque  ensuite  on  a étudié  le  mouvement  d’un  j>oint  matériel 
soumis  à l’action  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction , 
et  animé  d’une  vitesse  initiale  de  mémo  direction  que  la  force  (§  91) , 
on  a trouvé  les  relations 

*=  V.t+ïjf,  v = v„+jt , 

pour  le  cas  où  la  vitesse  initiale  t’„  est  de  même  sens  que  la  force  Si 
l'on  éliminp  l entre  ces  deux  relations,  on  trouve  sans  peine 

f* — t’o*  = 2 jx; 

en  multipliant  de  part  et  d’autre  par  la  masse  m du  mobile,  et  ob- 
servant  que  mj  esl  égal  à la  force  F qui  agit  sur  ce  mobile,  on  ar- 
rive à 

m v*  — nio0*  = 2 Fx.  ( c ) 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  initiale  o,  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  force  F,  on  a trouvé  les  relations 

x=v„t  — ijt1 , u = O.  —jl , 

d'où  l’on  déduit,  en  éliminant  /,  multipliant  ensuite  par  m,  puis  rem- 
plaçant m j par  F, 

me*  — mvj  — — 2F.r.  (<f) 
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linlin  , en  cherchant  quel  est  le  mouvement  que  prend  un  point  ma- 
tériel soumis  à l'action  d’une  force  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, lorsque  ce  point  est  animé  d une  vitesse  initiale  de 'direction 
quelconque  (§  9i),  on  a trouvé  pour  les  équations  île  ce  mouvement 
rap|>orté  aux  axes  O X , OV,  (fig.  51 , page  125) 

x — vj.  U = 

Changeons  de  coordonnées  , et  prenons  pour  axes  la  ligne  OY  et  une 
perpendiculaire  à cette  ligne  menée  par  le  point  O;  les  nouvelles 
coordonnées  r',  i/'  du  |>oinl  M seront  liées  aux  anciennes  x,  y,  par  les 
relations 

x'=a?cosx,  y'  = y — xsinx, 

x étant  l'angle  que  la  direction  OX  de  la  vitesse  initiale  i>„  fait  avec 
le  nouvel  axe  des  x.  D'après  cela , les  équations  du  mouvement  du 
point  M rapporté  aux  nouveaux  axes  seront 

x'  =z  r0  cos*.  I . y' = ïjt* — o.sinx.f. 

On  peut  regarder  cos  deux  équations  comme  étant  celles  de  deux 
mouvements  rectilignes  dont  le  mobile  est  animé  en  même  temps;  en 
sorte  que  , |>our  avoir  sa  vitesse  r à un  instant  quelconque  , on  n'a 
qu’à  prendre  les  vitesses 

e„cosx,  jl  — t)0sin*. 

dans  ces  deux  mouvements  rectilignes,  et  les  composer  entre  elles  à 
l'aide  du  parallélogramme  des  vitesses,  parallélogramme  qui,  dans  ce 
cas  , est  rectangle  : on  aura  donc 

»;•  = e„*  cos*  x + (jt  — o*  sin  * )*  , 

ou  bien 

»)*  = i’„’  — ij.  t'.sinx.  t+j*l* , 
ou  bien  encore,  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  I et  i/\ 
r*=r.*  +2  jy'. 

Kn  multipliant  tes  deux  membres  par  la  masse  ni  du  mobile,  et  rem- 
plaçant mj  par  F,  on  arrive  à la  relation 

mv*  — i»o.f  = J F y'.  (e) 

Les  diverses  équations  (a),  (b),  (cj,  {il),  (*),  qui  viennent  d'être 
établies,  rentrent  toutes  dans  une  même  furme  générale.  On  y trouve 
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«les  termes  de  deux  espèces,  savoir:  1*  le  produit  mu*  de  la  masse 
du  mobile  par  le  carré  de  sa  vitesse,  produit  que  l’on  désigne  sous  le 
nom  de  force  vive  du  mobile  ; î®  le  produit,  tel  que  Fx,  de  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile  par  le  chemin  qu'il  parcourt  dans  la  direction 
«le  cette  force,  produit  «|ue  l'on  nomme  travail  de  la  force.  Si  l’on 
regarde  le  travail  d’une  force  appliquée  à un  mobile  qui  ne  se  déplace 
pas  suivant  sa  direction,  comme  étant  le  produit  de  la  force  par  la 
projection  du  chemin  parcouru  par  le  mobile  sur  la  direction  de  cette 
force;  et  si,  en  outro,  on  convient  de  regarder  ce  travail  comme  posi- 
tif ou  négatif,  suivant  que  le  mobile  se  déplace  dans  le  même  sefts 
«pie  la  force  ou  en  sens  contraire,  il  est  aisé  de  voir  que  les  quanti- 
tés — Fx  de  l’é«|uation  (<f).  <»t  Ytj'  «le  l’équation  (e),  représentent  l’une 
et  l’autre  le  travail  do  la  force  F dans  les  cas  auxquels  ces  équations 
se  rapportent.  En  nous  fondant  sur  ces  définitions  et  conventions,  nous 
pouvons  dire  que  chacune  des  équations  (a),  (b),  ( c ),  (d),  [e)  est 
comprise  dans  l’énoncé  suivant  : l’accroissement  de  la  force  vive  du 
point  mobile,  depuis  le  commencement  de  son  mouvement,  jusqu’à  un 
instant  quelconque,  est  écal  au  double  du  travail  de  la  force  qui  agit 
sur  ce  mobile  pendant  le  môme  temps.  C’est  dans  cet  énoncé  que  con- 
siste le  théorème  des  forces  vives  pour  un  point  matériel,  théorème 
qui  se  trouve  seulement  vérifié  par  ce  qui  précède,  dans  les  divers 
cas  simples  que  nous  avons  examinés. 

En  général,  si  l'on  considère  une  force  quelcompio  F appliquée  à un 
point  mobile,  si  l'on  projette  sur  la  direction  de  cette  force,  prise  à un 
instant  quelconque,  le  chemin  infiniment  petit  ds  parcouru  par  le  mo- 
bile pendant  un  élément  de  temps  compté  à partir  de  cet  instant,  et 
si  l’on  multiplie  la  grandeur  de  la  force  F au  môme  instant  par  ce 
chemin  projeté,  le  produit  obtenu  sera  ce  qu’on  nomme  le  travail 
élémentaire  de  la  force  F pendant  l'élément  de  temps  considéré.  On 
obtiendra  évidemment  le  môme  travail  élémentaire,  en  prenant  fe 
produit  F|«fa  de  l’élément  de  chemin  «fs  décrit  par  le  mobile  par  la 
projection  Fi  de  la  force  F sur  la  direction  de  cet  élément  ds.  Le  tra- 
vail d une  force,  pendant  un  temps  fini  quelconque,  est  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  celte  force,  pendant  les  divers  éléments  dans 
lesquels  on  peut  concevoir  que  ce  temps  fini  soit  décomposé. 
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NOTE  H. 

Ile«  M«fhlnr«. 

Les  machines  ont , en  général , pour  but  de  transmettre , sous  cer- 
taines conditions , l'action  et  le  travail  des  forces.  — Influence  des 
résistances  dites  passives  : le  travail  moteur  est  toujours  plus  grand 
que  le  travail  résistant  utile.  — Notions  élémentaires  relatives  aux 
machines  simples  sollicitées  uniquement  par  une  puissance  et  une 
résistance.  — Ce  quon  gagne  en  force  on  le  perd  en  temps  ou  en 
chemin. 

Pour  se  faire  tout  d’abord  une  idée  un  peu  nelte  de  l'objet  des  ma- 
chines que  l'on  emploie  dans  l'industrie,  on  peut  lire  le  § 360,  dans 
lequel  on  est  conduit  à dire  que  les  machines  sont  des  appareils  qui 
servent  à transmettre  le  travail  des  forces.  Quant  à l'élude  complété 
de  la  manière  dont  s’ effectue  la  transmission  du  travail  dans  les  ma- 
chines. elle  ne  peulse  faire  qu’en  s'appuyant  sur  le  théorème  général 
des  forces  vives , théorème  qui  ne  fait  pas  partie  des  connaissances 
exigées  pour  l’admission  à l'École  Polytechnique  : on  devra  donc  se 
contenter  des  indications  suivantes,  relativement  à celte  transmission 
du  travail. 

Considérons  une  machine  qui  soit  d'une  nature  telle  quo  h-s  vi- 
tesses de  ses  différents  points  puissent  rester  constantes  pendant  un 
temps  quelconque,  c’est-à-dire  dont  les  diverses  parties  puissent  être 
animées  en  même  temps  de  mouvements  uniformes,  mouvement' 
qui  sont  habituellement  des  mouvements  de  translation  ou  de  rota- 
tion. Si  cette  machine  se  meut  uniformemeut  sous  l'action  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées,  il  est  clair  que  celles  de  ces  forces  qui  agis- 
sent sur  une  quelconque  des  pièces  dont  la  machine  se  compose  se 
font  mutuellement  équilibre,  puisque  le  mouvement  de  cêtte  pièce 
s’effectue  de  la  même  manière  qu’il  s'effectuerait,  en  veitu  de  la 
seule  inertie  de  la  matière,  dans  le  cas  où  aucune  force  ne  lui  serait 
appliquée.  On  peut  on  conclure  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
qui  agissent  sur  cette  pièce,  prise  isolément,  est  nulle,  quel  que  soit 
le  déplacement  idéal  et  infiniment  petit  qu’on  lui  attribue  à partir 
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■l'une  position  quelconque  (5  176);  et  par  conséquent  cette  somme 
de  travaux  est  nulle  pour  lo  déplacement  que  prend  réellement  la 
pièce  dont  il  s'agit  pendant  un  élément  de  temps,  à partir  de  l’ins- 
tant où  elle  occupe  la  position  dont  on  vient  de  parler.  On  en  conclut 
de  suite  que  la  somme  des  travaux  développés  par  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  les  diverses  parties  de  la  machine,  pendant  un  élé- 
ment de  temps  quelconque,  est  égale  à zéro;  et,  par  conséquent,  il 
en  est  encore  de  même  lorsque  l’on  considère  la  somme  des  travaux 
développés  par  ces  forces  pendant  un  temps  fini.  Cette  somme  de 
travaux  ne  peut  être  nulle  qu’autant  que  la  somme  des  travaux  posi- 
tifs est  égale  à la  somme  des  valeurs  absolues  des  travaux  négatifs,  ce 
qu'on  énonce  en  disant  que  le  travail  moteur  eut  égal  au  travail  ré- 
sistant; car  on  donne  les  noms  de  travail  moteur  et  de  travail  résis- 
tant à ces  deux  sommes  partielles,  dont  la  première  se  reporte  au 
travail  des  forces  mouvantes  ou  des  puissances,  et  la  seconde  au  tra- 
vail des  forces  résistantes  ou  des  résistances. 

Un  voit  par  ce  qui  précède  qu’une  machine  dont  le  mouvement  est 
uniforme  transmet  le  travail  des  forces  mouvantes  aux  points  où  sont 
appliquées  les  résistances,  sans  que  la  grandeur  de  ce  travail  soit 
altérée  en  aucune  manière;  puisque  le  travail  résistant, c'est-à-dire  le 
travail  produit  par  la  machine,  est  égal  au  travail  moteur  employé  à 
sa  production.  Dans  le  cas  particulier  où  la  machine  n'est  soumise 
qu’à  une  seule  puissance  et  à une  seule  résistance,  l’égalité  des  tra- 
vaux moteur  et  résistant  entraîne  comme  conséquence  que  la  puis- 
sance et  la  résistance  sont  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des 
chemins  parcourus  dans  le  même  temps  parleurs  points  d’application 
et  suivant  leurs  directions  respectives  ; d’où  l’on  conclut  la  maxime 
bien  connue  que  ce  qu’on  gagne  en  force  on  le  perd  en  vitesse.  Nous 
aurons  bientôt  l'occasion  de  vérifier  ce  résultat  très-impoi tant,  dans 
l'étude  de  quelques  machines  simples. 

L’égalité  du  travail  moteur  et  du  travail  résistant,  que  nous  venons 
d'établir  pour  les  cas  où  une  machine  se  meut  uniformément,  subsiste 
encore,  en  moyenne,  lorsque  la  machine  ne  se  meut  pas  uniformé- 
ment. Si  l’on  évalue  ces  travaux  moteur  et  résistant  pendant  un 
nombre  quelconque  d’intervalles  de  temps  successifs,  on  verra  que 
le  premier  est  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit  que  le  second  : 
mais,  en  somme,  la  valeur  totale  du  travail  moteur  évalué  pen- 

38 


Digitized  by  Google 


APPENDICE. 


m 

danl  toute  la  durée  de  la  marche  de  la  machinées!  toujours  égale  à la 
valeur  totale  du  travail  résistant  correspondant  à cette  même  durée. 
Nous  admettons  celte  proposition,  dont  la  démonstration  ne  peut  se 
faire  qu'à  l’aide  du  théorème  général  des  forces  vives.  D’après  cela, 
nous  pouvons  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  travail  moteur  confié  à 
une  machine  est  transmis  intégralement  aux  points  où  agissent  les 
résistances  appliquées  à la  machine,  sans  qu'aucune  portion  de  ce 
travail  soit  perdue  ; mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  on  doit  tenir  compte  de  toutes  les  forces  appliquées  à ta 
machine,  sans  aucune  exception.  Or,  parmi  les  forces  résistantes,  il 
y en  a de  deux  especes  : 4°  celles  qui  sont  nécessairement  appliquées 
à la  machine  d’après  l’objet  auquel  elle  est  destinée,  c'est-à-dire 
celles  qui  correspondent  au  travail  même  que  l’on  se  propose  de  pro- 
duire par  l’emploi  de  la  machine  ; 2°  celles  qui  se  développent  dans 
les  diverses  parties  do  la  machine,  par  suite  de  son  mouvement, 
comme  les  frottements  entre  les  pièces  solides  dont  la  machine  est 
formée,  et  qui  n’ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel  la 
machine  est  employée.  Les  forces  résistantes  de  la  première  espèce 
sont  souvent  désignées  sous  lo  nom  de  résistances  utiles,  et  celles  de 
la  seconde  espèce  sous  lo  nom  de  résistances  passives.  Le  travail  dé- 
veloppé par  les  résistances  utiles  se  nomme  travail  utile.  Le  travail 
moteur  étant  toujours  égal  au  travail  résistant  total,  le  travail  utile, 
qui  n'est  qu’une  portion  de  ce  travail  résistant  total,  est  toujours  infé- 
rieur au  travail  moteur  j une  machine  est  d’autant  meilleure,  au  point 
de  vue  de  la  transmission  du  travail,  que  le  rapport  du  travail  utile 
au  travail  moteur  se  rapproche  plus  d'ètre  égal  à l'unité  ; ce  rapport 
est  ce  qu’on  nomme  le  rendement  de  la  machine. 

Equilibre  et  travail  des  furets  appliquées  au  levier, 

l'n  levier  est  une  barre  solide  ACB,  fiy.  tiü,  ordinairement  droite 

ou  presque  droite , qui  s’appuie 
en  C sur  un  corps  fixe,  et  à l'aide 
de  laquelle  on  peut  vaincre  une 
lia.  >22.  résistance  Q,  appliquée  a l'une 

de  ses  extrémités  A,  au  moyen  d'une  force  convenable  P,  agissant  à 
son  autre  extrémité  B.  Le  plus  habituellement,  la  ré-islance  à vaincre 
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est  le  poids  d’un  corps  très-lourd,  que  l’on  no  pourrait  pas  soulever 
directement,  et  que  l’on  parvient  à soulever  en  employant  le  levier. 
Considérons  d’abord  le  levier  à l’état  d’équilibre  sous  l’action  des 
forces  P et  Q ; il  est  clair  que  cet  équilibre  ne  peut  exister  qu’au- 
tant  que  les  deux  forces  P,  Q ont  une  résultante  égale  et  contraire  à la 
réaction  que  le  levier  éprouve  de  la  par t de  son  point  d’appui  C; 
donc  : 1°  les  forces  P,  Q doivent  être  dirigées  dans  un  même  plan, 
passant  par  le  point  C ; 2"  la  somme  de  leurs  moments  , par  rapport 
au  poinlC,  doit  être  nulle,  c’est-à-dire  que  les  moments  de  ces  deux 
forces,  par  rapport  au  point  C,  considérés  en  valeur  absolue,  doivent 
être  égaux,  et  que  les  deux  forces  doivent  tendre  à faire  tourner  le 
levier  en  sens  contraire  l’une  de  l’autre  autour  de  ce  point  C.  Ces 
conditions  sont  suffisantes,  si  l'on  admet  que  le  point  d’appui  C est 
capable  d’exercer  sur  le  levier  une  résistance  de  grandeur  et  de  direc- 
tion quelconques.  Lorsqu’elles  seront  remplies,  la  résultante  des  for- 
ces P,  0 sera  pression  exercée  par  le  levier  sur  son  appui  C,  et, 
pour  avoir  cette  résultante  en  grandeur  et  en  direction , on  pourra 
concevoir  que  les  deux  forces  P,  y soient  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  C. 

Lorsque  le  levier  se  meut  lentement  sous  l’action  des  forces  P,  Q, 
on  peut  regarder  ces  forces  comme  se  faisant  encore  équilibre;  alors 
la  somme  do  leurs  travaux  correspondant  au  déplacement  qu’éprouve 
lo  levier  pendant  un  élément  de  temps  est  égale  à zéro  (§  176),  ou, 
en  d’autres  termes,  le  travail  de  la  force  P est  égal  en  valeur  absolue 
à celui  de  la  force  Q.  Il  s'ensuit  que  ce  qu'on  gagne  en  force  on  le 
perd  en  vitesse,  puisque  si  l’on  peut  vaincre  une  résistance  0 avec  une 

puissance  P 10,  100,  1000 fois  plus  petite,  d’un  autre  côté  le 

point  d'application  de  la  résistance  Q se  déplace  10,  100,  1000,.... 
fois  moins  vile,  suivant  sa  direction,  que  le  jioint  sur  lequel  agit  la 
puissance  P. 

Des  balances.  — Conditions  à remplir  pour  quelles  ne  soient  ni 
folles  ni  paresseuses.  — Mesure  de  leur  sensibilité. 

Une  balance  consiste  essentiellement  en  un  levier  nommé  fléau,  dont 
le  point  d’appui  est  au  milieu  de  sa  longueur,  et  dont  lesextrémités  sup- 
portent chacune  un  plateau  destiné  à contenir,  soit  les  corps  que  l’on 
38. 
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veut  peser,  soit  (tes  corps  dont  le  |Riids  est  connu  d'avance,  et  que  l'on 
nomme  spécialement  des  poids.  Pour  se  servir  d'une  balance,  on  mol 
le  corps  à peser  dans  l'un  des  deux  plateaux,  et  on  lui  fait  équilibre  en 
mettant  dans  l’autre  plateau  des  poids  en  quantité  suffisante  pour  que 
le  Qéau  puisse  se  maintenir  dans  une  position  horizontale  sous  l'action 
des  charges  qu’il  a à sup|>ortcr  à ses  deux  extrémités,  ou  plutôt  pour 
que  la  ligne  droite  qui  joint  les  points  de  suspension  des  deux  pla- 
teaux sur  ce  fléau  puisse  rester  horizontale;  lorsque  cet  équilibre  est 
établi,  on  regarde  le  poids  du  corps  à peser  comme  égal  à l'ensemble 
des  poids  connus  que  l'on  a dû  mettre  dans  le  dernier  plateau.  Voyons 
d'abord  quelles  sont  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que,  en  opérant  comme  nous  venons  de  le  dire,  on  trouve  exacte- 
ment le  poids  du  corps  que  l'on  pèse. 

Il  faut  évidemment,  pour  cela,  que  le  fléau  reste  en  équilibre  dans 
sa  position  horizontale,  lorsque  l'on  met  des  |x>ids  égaux  dans  les 
deux  plateaux,  et  cela  quels  que  soient  ces  poids  égaux  ; il  faut  donc 
qu’il  en  soit  encore  ainsi  lorsque  ces  poids  sont  nuis,  c’est-à-dire 
lorsque  les  plateaux  ne  sont  pas  chargés.  D’un  autre  côté,  le  fléau 
étant  en  équilibre  lorsque  les  deux  plateaux  no  contiennent  aucun 
corps,  et  cet  équilibre  devant  subsister  lorsqu'un  charge  les  plateaux 
de  deux  poids  égaux,  il  s'ensuit  que  ces  deux  poids  égaux,  considérés 
seub  et  indépendamment  des  plateaux  qui  les  portent,  exercent  sur 
le  fléau  des  actions  qui  se  font  équilibre  d’elles-mémes  : les  moments 
de  ces  deux  poids  par  rap|x>rt  au  point  d'appui  du  fléau  doivent  donc 
être  égaux,  c’est-à-dire  que,  lorsque  la  ligne  des  points  de  suspen- 
sion des  doux  plateaux  est  horizontale,  le  point  d'appui  du  fléau  doit 
être  également  éloigné  des  verticales  menées  par  ces  points  de  sus- 
pension : cela  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  point  d’appui  du 
fléau  est  à égale  distance  des  points  du  suspension  des  deux  plateaux. 
D'après  cette  seconde  condition,  la  première  ne  peut  être  remplie 
(pie  si  les  poids  des  plateaux  sont  les  mêmes.  Ainsi,  pour  qu’une  ba- 
lance, employée  comme  nous  l'avons  dit,  donne  exactement  les  poids 
des  corps,  il  faut  : t°  que  le  jxiint  d'appui  de  son  fléau  soit  également 
éloigné  des  points  de  suspension  des  deux  plateaux  ; 2°  que  les  jioiiis 
des  deux  plateaux  soient  égaux.  Lorsqu'une  balance  satisfait  a ces 
conditions,  un  dit  qu  elle  est  juste. 

Dans  ce  qui  précédé,  nous  n avons  pas  tenu  compte  de  l'action 
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de  la  pesanteur  sur  le  fléau  ; nous  avons  raisonné  comme  si  le  fléau 
n'était  pas  pesant.  On  comprend  que  le  |>oids  du  fléau  pourrait 
entraîner  une  modification  dans  les  conditions  que  nous  venons 
de  trouver;  mais  il  n’en  est  pas  ainsi,  parce  qu'on  construit  le  fléau 
de  manière  qu’il  soit  symétrique  par  rapport  à un  plan  mené  par  son 
point  d’appui  perpendiculairement  à la  droite  qui  joint  les  points  de 
suspension  des  deux  plateaux.  Il  en  résulte  que,  lorsque  cette  droite 
est  horizontale,  le  plan  de  symétrie  du  fléau  est  vertical  ; et  comme 
son  centre  de  gravité  se  trouve  nécessairement  dans  ce  plan  do  sy- 
métrie, la  pesanteur  ne  tend  en  aucune  manière  à le  faire  pencher 
dans  un  sens  plutôt  que  dans  l’autre.  Ainsi,  par  suite  de  celte  symé- 
trie du  fléau,  les  conditions  pour  qu’une  balance  soit  juste  sont  les 
mêmes  que  celles  que  nous  avions  trouvées  en  faisant  abstraction  du 
poids  du  fléau. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'action  de  la  pesanteur  sur 
le  fléau  ne  joue  aucun  rôle  dans  l’équilibre  que  l’on  cherche  à établir 
pour  peser  un  corps  ; mais  il  n’en  est  pas  de  môme,  si,  au  lieu  de  con- 
sidérer uniquement  cet  équilibre,  dans  lequel  la  droite  qui  joint  les 
points  de  suspension  des  plateaux  est  horizontale,  on  examine  celui 
qui  s’établit  lorsque  l’on  met  dans  un  des  plateaux  un  poids  un  pou 
plus  grand  que  celui  qui  se  trouve  dans  l'autre  plateau.  Soient  C le 
point  d'appui  du  fléau,  fig.  423,  et  A,  B les  points  de  suspension  des 
* , deux  plateaux,  dans 

la  position  où  il  se 
•:  )*  . . . ^ r trouve  lorsque  les  pla- 

■ (eaux  sont  également 

r * p chargés  ; les  deux 

’ > distances  A C et  BC 
r -t-p  sont  égales,  et  la  ligne 

Kig.  123.  A B est  horizontale. Dé- 

signons par  P le  |ioids 

total  de  chacun  des  deux  plateaux  ainsi  également  chargés,  c’est-à-dire 
le  |>oids  du  plateau  lui-mème  augmenté  du  poidsdu  corps  qu'il  supporte: 
par  {J  le  poids  du  fléau  ; par  a la  moitié  A D de  la  distance  A B ; par  6 
la  distance  CD  du  point  d’appuiCau  milieu  de  la  ligne  AB;  et  par  c la 
distance  CG  du  même  point  C au  centrcde  gravité  G du  fléau.  Si  l'on 
ajoute  un  poids  p dan,  le  plateau  suspendu  en  A,  le  fléau  s'incline  et 
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prend  une  nouvelle  position  d’équilibre  A'CB';  soit  * l’angle  ACA', 
ou  DCD',  dont  il  tourne  ainsi  pour  passer  à cette  nouvelle  position. 
Le  fléau  se  trouve  soumis,  en  dehors  de  son  point  d’appui  C , à qua- 
Ire  forces  verticales  et  de  même  sens  qui  sont,  P appliquée  en  A',  p 
appliquée  au  même  point  A',  P appliquée  en  B',  et  Q appliquée  en 
G'  ; la  résultante  de  ces  quatre  forces  parallèles  doit  passer  par  lo 
point  C : donc  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  au  point  C 
doit  être  nulle.  Les  deux  forces  égales  a P,  appliquées,  l’une  en  A', 
l’autre  en  B',  peuvent  être  remplacées  par  une  force  2 P appliquée 
en  D'.  Le  moment  de  cette  force  2P  par  rapport  au  |>oint  C est 
égal  à 2P6sina;  le  moment  de  la  force  Q appliquée  en  G'  a pour 
valeur  Qcsina;  enfin  le  moment  de  la  force  p appliquée  en  A'  est 
égal  à p (a  cos* — b sina).  Ces  moments,  tels  que  nous  venons  do 
les  évaluer,  sont  pris  en  valeur  absolue;  si  on  leur  attribue  des  si- 
gnes convenables,  et  si  ensuite  on  exprime  que  leur  somme  est  égale 
à zéro,  on  arrive  à l’équation 

p ( a cos  a — b sina)  = SPf»  sina  -j-  Qlcsina, 
d’où  l’on  tire 


. Pa 

° (2P  + p)6-H>c 

Cette  formule  fait  connaître  l’angle  a dont  le  fléau  s’écarte  de  sa  po- 
sition d’équilibre  normale,  par  suite  de  l’addition  du  poids  p dans 
l’un  des  deux  plateaux.  La  balance  estd’aulant  plus  sensible  que  l’an- 
gle a est  plus  grand,  pour  une  même  valeur  de  p.  Si  l’on  veut  que  la 
sensibilité  de  ta  balance  soit  la  même  quel  que  soit  P,  c’est-à-dire 
quelle  que  soit  la  charge  des  deux  plateaux,  il  faut  que  P n’entre  pas 
dans  l’expression  de  tanga , et  par  conséquent  que  b soit  nul  : ainsi, 
pour  qu’une  balance  présente  le  même  degré  do  sensibilité,  quel  que 
soit  le  poids  du  corps  que  l’on  pèse,  il  faut  que  les  points  de  sus|>en- 
sion  A,  B des  deux  plateaux  et  le  point  d’appui  C du  fléau  soient  sur 
une  même  ligne  droite.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  voit 
que  la  sensibilité  de  la  balance  est  d’autant  plus  grande  que  la  dis- 
tance p du  centre  de  gravité  du  fléau  à son  point  d’appui  est  plus  pe- 
tite aussi,  pour  qu’une  balance  soit  Irès-seusiblc,  construit-on  le 
fléau  de  telle  manière  que  son  centre  de  gravité  G soit  très-près  de 
6on  point  d’appui  C. 
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Si  la  distance  c est  grande,  la  balance  rat  peu  sensible;  son  fléau 
se  dérange  à peine  par  suite  de  l'addition  d'un  poids  p même  assez 
considérable  : on  dit  alors  que  la  balance  est  paresseuse.  Si  cette 
distance  c est  négative,  c’est-à-dire  si,  dans  la  position  normale  du 
fléau,  son  centre  de  gravité  se  trouve  au-dessus  de  son  point  d'appui, 
l'addition  d'un  faible  poids  p dans  l'un  des  plateaux  ne  fait  pas 
prendre  au  fléau  une  position  d'équilibre  peu  différente  de  sa  posi- 
tion normale;  le  fléau,  qui  était  en  équilibre  instable  dans  celte  po- 
sition normale,  tourne  immédiatement  d’une  quantité  considérable 
autour  de  son  point  d’appui  par  suite  de  l'action  du  poids  p,  quoique 
petit  que  soit  ce  poids  : dans  ce  cas  on  dit  que  la  balance  est  folie. 


Équilibre  et  travail  des  forces  appliquées  au  treuil , à la  poulie 
fixe  ou  mobile.  — - Moufles. 

Le  treuil  est  une  machine  qui  se  compose  essentiellement  d'un  cy- 
lindre, terminé  à ses  deux  extrémités  par  deux  cylindres  plus  petits 
ou  tourillons  qui  ont  même  axe  que  le  cylindre  principal:  ces  touril- 
lons sont  engagés  dans  des  ouvertures  cylindriques  ou  coussinet* 
pratiquées  dans  des  supports  fixes,  de  manière  que  le  corps  du  treuil 
peut  tourner  librement  autour  de  son  axe  de  figure,  par  le  glissement 
des  surfaces  de  ses  tourillons  sur  les  surfaces  intérieures  des  coussi- 
nets. Une  corde,  attachée  par  une  de  ses  extrémités  en  un  point  de 
la  surface  du  treud,  fait  un  certain  nombre  de  tours  sur  cette  surface, 
puis  s on  détache  tangentiellement  suivant  une  direction  perpendicu- 
laire aux  génératrices,  pour  aller  se  fixer  par  son  autre  extrémité  à 
un  corps  que  l’on  veut  faire  mouvoir  vers  le  treuil  ; lorsque  le  treuil 
sert  à faire  monter  verticalement  un  corps  pesant,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  ordinaire,  son  axe  de  rotation  est  horizontal,  et  la  corde  des- 
tinée à élever  le  corps  s'en  détache  verticalement.  Pour  faire  tourner 
lu  treuil  autour  de  son  axe,  de  manière  à enrouler  la  corde  sur  sa 
surface,  et  par  conséquent  à vaincre  la  résistance  appliquée  à l’ex- 
trémité de  cette  corde,  on  agit,  soit  au  bout  d'un  levier  implanté  dans 
Je  corps  du  treuil,  soit  sur  le  contour  d’une  roue  adaptée  à ce  treuil 
dans  un  plan  perpendiculaire  à scs  génératrices.  Soient  P la  puis- 
sance appliquée  au  travail,  et  Q la  résistance  * vaincre  par  l'intci- 
médiaire  de  la  corde,  c'est-à-dire  le  poids  du  corps  attaché  à son 
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extrémité,  si  le  treuil  est  employé  pour  élever  des  corps  pesants.  Le 
treuil  est  soumis  aux  deux  forces  P et  Q , et  en  outre  aux  actions 
que  ses  tourillons  éprouvent  de  la  part  des  coussinets  ; nous  suppo- 
serons que  ces  actions  des  coussinets  sur  les  tourillons  sont  appliquées 
à l'axe  même  du  treuil,  soit  en  négligeant  le  rayon  des  tourillons  qui 
est  ordinairement  très-petit,  soit  plutôt  en  ne  tenant  pas  compte  des 
frottements  qui  se  développent  entre  les  surfaces  des  tourillons  et  des 
coussinets.  Le  treuil  étant  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  dont 
il  s’agit,  ou  bien  étant  animé  d’un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  son  axe,  ces  forces  doivent  satisfaire  aux  conditions  d’é- 
quilibre trouvées  précédemment  (§§  177  et  178);  si  l’on  considère  en 
particulier  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à l’axe  du  treuil, 
cette  somme  doit  être  nulle  : donc  la  somme  des  moments  des  deux 
forces  P,Q,  par  rapport  à cet  axe,  doit  être  égale  à zéro,  puisque  les 
moments  des  actions  exercées  par  les  coussinets  sur  les  tourillons, 
par  rapport  à cet  axe,  sont  nuis  d’eux-mèmes.  Il  en  résulte  que  les 
forces  P et  Q,  que  nous  supposons  dirigées  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à l’axe  de  rotation  du  treuil,  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
inverse  des  distances  R,  r,  de  cet  axe  à leurs  directions  respectives. 
Pendant  que  le  treuil  tourne  d’un  angle  infiniment  petit  » , le  travail 
de  la  force  P est  égal  à PR»;  d'ailleurs  le  travail  de  la  résistance  Q, 
dans  le  même  temps,  est  égal  en  valeur  absolue  à Qr»;  ainsi,  dans 
le  treuil  considéré  comme  nous  l’avons  fait,  c’est-à-dire  sans  tenir 
compte  des  frottements  des  coussinets  sur  les  tourillons,  le  travail 
moteur  est  égal  au  travail  résistant. 

La  poulie  fixe  est  un  cas  particulier  du  treuil.  Elle  consiste  en  un 
disque  circulaire  d'une  certaine  épaisseur,  qui  peut  tourner  librement 
autour  de  son  axe  de  figure,  et  qui  présente  sur  tout  son  contour  une 
rainure  nommée  gorge.  Une  corde,  introduite  dans  la  gorge,  s’appli- 
que sur  une  portion  du  contour  de  la  poulie,  et  s'en  détache  langen- 
tiellement  de  jvart  et  d'autre  pour  aller  d'un  cété  se  fixer  à un  corps 
qu'il  s'agit  de  faire  mouvoir  vers  la  poulie,  et  de  l’autre  côté  recevoir 
à son  extrémité  libre  l'action  d'une  force  mouvante.  Tout  ce  que  nous 
avons  dit  pour  lo  treuil  peut  s’appliquer  à la  poulie  fixe;  il  n’y  a de 
différence  qu'en  ce  que  la  distanco  R de  la  direction  de  la  puissance  P 
à l’axe  de  la  poulie  est  égale  à la  distance  r de  la  direction  de  la  ré- 
sistance (1  à cet  axe,  de  sorte  que,  pour  l'équilibre,  on  doit  avoir 
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P = Q,  Dans  la  poulie  fixe,  comme  dan»  le  treuil,  ai  l'on  fait  abstrac- 
tion des  frottements,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant. 

La  poulie  peut  être  construite  de  deux  manières  différentes  : ou 
bien  le  disque  dont  elle  est  formée  est  muni  sur  ses  deux  faces  de 
tourillons,  analogues  à ceux  du  treuil,  qui  pénètrent  dans  des  coussi- 
nets ; ou  bien  ce  disque  est  percé  en  son  milieu  d'une  ouverture  cy- 
lindrique de  mémo  axe,  et  cette  ouverture  est  traversée  par  un  bou- 
lon autour  duquel  le  disque  peut  tourner.  Les  coussinets,  dans  le 
premier  cas,  et  le  boulon,  dans  le  second  cas,  sont  ordinairement 
adaptés  à une  chope,  pièce  solide  en  forme  d'étrier  qui  présente  deux 
bras  s'étendant  de  part  et  d'autre  depuis  un  point  de  la  circonférence 
de  la  poulie  jusque  vers  son  centre,  et  à l’intérieur  de  laquelle  la 
poulie  tourne  librement.  La  poulie  est  dite  fixe , lorsque  sa  chape  est 
maintenue  dans  une  position  invariable  parsa  liaison  à des  corps  fixes  ; 
mais  la  chape  peut  être  mobile,  et  soumise  à l’action  d'une  force  des- 
tinées faire  équilibre  aux  forces  qui  sont  appliquées  aux  deux  extrémi- 
tés de  la  corde  : dans  ce  cas,  la  poulie  prend  le  nom  de  poulie  mobile. 
Considérons,  par  exemple,  la  poulie  mobile  M , fig.  424  , dont  la  chape 

supporte  un  poids  Q,  et  qui  est  soute- 
R.  Kig.  î».  /p  nue  par  uno  corde  attachée  d une  part 
à un  point  fixe  B,  et  soumise,  d'une 
autre  part,  à une  force  de  traction  P. 
La  poulie  étant  en  équilibre,  on  peut 
supposer  que  la  chape  soit  fixe  sans 
que  l’équilibre  soit  troublé;  on  voit 
alors,  en  appliquant  ce  qui  a été  dit 
pour  la  poulie  fixe,  que  les  tensions  des 
deux  cordons  A B,  C D , qui  se  détachent  de  la  poulie  de  part  et  d'au- 
tre , doivent  être  égales,  c’est-à-dire  que  la  tension  du  cordon  A B est 
égale  à la  force  P.  D’ailleurs  la  force  verticale  qui  se  transmet  à 
laxe  de  la  poulie  par  l’intermédiaire  de  la  chape,  doit  élro  égale  et 
directement  opposée  à la  résultante  des  tensions  des  deux  cordons 
A B,  CD  : donc  ces  deux  cordons  AB,  CD  doivent  être  dirigés  dans 
un  même  plan  vertical , et  en  outre,  en  raison  de  l’égalité  de  leurs 
tensions,  ils  doivent  être  également  inclinés.  Soit  a l’angle  que  chacun 
des  cordons  fait  avec  la  verticale:  on  devra  avoir,  d’après  ce  qui 
v ient  d'étre  dit , 
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Q = 2Pcos*. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  puissance  P et  la  ré- 
sistance 0.  pour  que  la  poulie  mobile  soit  en  équilibre.  Si  les  cor- 
dons AB,  CD  étaient  parallèles,  et  par  conséquent  verticaux,  a serait 
nul,  et  on  aurait 


on  reconnaît  facilement  dans  ce  cas  que  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant,  en  remarquant  que  le  chemin  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  puissance  P,  lorsque  la  poulie  monte  sans  que  les 
cordons  cessent  d’ètre  parallèles,  est  précisément  double  du  chemin 
que  parcourt  en  même  temps  le  point  d'application  de  la  résis- 
tance Q. 

On  donne  le  nom  de  moufles  à une  machine  formée  par  la  réunion 
de  plusieurs  poulies  fixes  et  mobiles,  line  chape  fixe  supporte  plu- 
sieurs poulies,  qui  sont  placées  A côté  les  unes  des  autres,  et  qui  peu- 
vent tourner  indépendamment  les  unes  des  autres  autour  d'un  même 
boulon  ; une  chape  mobile  réunit  également  un  même  nombre  de  pou- 
lies, qui  sont  les  unes  par  rapport  aux  autres  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  les  premières  ; ces  deux  systèmes  de  poulies  sont  reliés  l’un 
à l’autre  par  une  corde  unique,  qui  s’attache  par  une  de  ses  extrémi- 
tés en  un  point  de  la  chape  fixe  du  premier  système,  va  passer  dans 
la  gorge  de  l’une  des  poulies  du  second  système,  passe  ensuite  dans 
la  gorge  d’une  poulie  du  premier  système,  puis  dans  la  gorge  d’une 
deuxième  poulie  du  second  système,  revient  passer  dans  la  gorge  d’une 
deuxieme  poulie  du  premier  système , et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que,  avant  embrassé  successivement  toutes  les  poulies  situées  de 
part  et  d'autre,  elle  finisse  par  se  dét  u-her  rie  la  dernière  poulie  du 
premier  système  suivant  une  direction  quelconque  tangente  à la  cir- 
conférenco  de  celle  poulie.  Supposons  qu'un  corps  do  poi  Is  (,!  soit 
suspendu  à la  chape  mobile  du  second  système,  et  cherchons  quelle 
doit  être  la  force  P appliquée  à l'extrémité  libre  de  la  corde,  pour 
faire  équilibre  à ce  poids  Q.  Si  l'on  suit  la  corde  dans  toute  sa  lon- 
gueur, depuis  son  point  d’attache  à la  chape  fixe,  jusqu'à  son  extré- 
mité libre  sur  laquelle  agit  la  forre,  on  voit  que  cette  corde,  passant 
successivement  dans  les  gorges  de  diverses  poulies , doit  avoir  par- 
tout ia  même  tension  : cette  tension  uniforme  est  égale  à la  forre 
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P appliquée  à l’extrémité  libre.  D’un  autre  côté,  si  n est  le  nombre 
des  |*oulies  portées  par  chacune  des  deux  chapes,  on  voit  que  les 
doux  systèmes  de  poulies  sont  reliés  l'un  à l'autre  par  fn  cordons 
qui  sont  sensiblement  parallèles;  la  résultante  des  tensions  de  ces 
2n  portions  doit  évidemment  être  égale  au  poids  Q supporté  par  le 
système  mobile;  et  comme  ces  tensions  sont  des  forces  parallèles 
toutes  égales  à P,  il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 

Q = 2n  P. 

On  vérifie  encore  facilement  ici  que,  si  les  mondes  fonctionnent  de 
manière  que  le  système  inférieur  monte  uniformément  avec  le  poids  Q 
qu'il  supporte,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant  : en  effet 
il  est  aisé  de  voir  que  le  chemin  parcouru,  dans  un  temps  quelconque, 
par  le  point  de  la  corde  auquel  est  appliquée  la  force  de  traction  P, 
suivant  la  direction  de  cette  corde,  est  în  fois  plus  grand  que  la  quan- 
tité dont  le  poids  (,)  monto  dans  le  même  temps. 


Équilibre  et  stabilité  d’un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  fixe  ho- 
rizontal ou  incliné.  — Réactions  du  plan.  — Moments  et  detjrés  di- 
vers de  stabilité. 

Lorsqu'un  corps  pesant,  un  boulet  par  exemple,  repose  sur  un  plan 
horizontal  qu’il  touche  par  un  seul  point , il  exerce  sur  le  plan,  en  ce 
point , une  pression  verticale  égale  à son  poids,  et  dirigée  de  haut  en 
bas;  de  son  côté  le  plan  réagit  sur  le  corps,  et  exerce  sur  lui  une  pression 
égale  et  directement  opposée  à la  précédente.  Dans  le  cas  où  un  corps 
pesant  repose  sur  un  plan  horizontal  qu'il  touche  par  plusieurs  points, 
on  peut  regarder  les  choses  romme  se  passant,  pour  chaque  point  de 
contact,  de  la  môme  manière  que  s’il  n’y  en  avait  pas  d'autre  : on 
peut  dire  que  le  corps  exerce  sur  le  plan,  à chacun  de  ses  points  de 
contact,  une  pression  dirigée  verticalement  et  de  haut  en  bas  ; et 
aussi  que  lu  corps  éprouve  de  la  part  du  plan  , en  ces  divers  points, 
des  pressions  égales  et  contraires  aux  précédentes.  Si  le  corps  touche 
le  plan  par  une  face  plane  d'une  certaine  étendue,  on  peut  regarder 
chaque  point  do  celte  face  comme  étant  un  point  de  contact;  dans 
ce  cas,  on  considère  le  corps  comme  exerçant  sur  le  plan  une  pres- 
sion dirigée  verticalement  et  de  haut  en  bas , en  chaque  point  de 


Digitized  by  Google 


604 


.vrPEMDICh. 


ia  surface  de  contact,  et  comme  éprouvant  on  ce  point , do  la  part 
du  plan,  une  pression  égale  et  contraire  à ia  précédente. 

Les  réactions  du  plan  sur  le  corps,  aux  divers  points  par  lesquels  il 
le  touche,  sont  des  forces  parallèles  et  de  même  sens  dont  la  résul- 
tante doit  faire  équilibre  au  jioids  du  corps  et  par  conséquent  doit  être 
dirigée  suivant  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité.  Soient 

y A,  B,  C,  D,...., 
j fit/.  CÎ5,  les  |>oints 
/ d’appui  du  corps 

/sur  le  plan  P.  Cons- 
truisons un  polygo- 
ne convexe  A BDFH, 
ayant  pour  som- 
mets des  points  pris 
Fi8-  ,25-  parmi  ces  points 

d’appui,  et  contenant  à son  intérieur  ou  sur  ses  cêtéstous  ceux  de 
ces  |>oinls  d'appui  qui  ne  sont  pas  à ses  sommets.  Il  est  clair  que, 
par  cela  seul  que  les  réactions  du  plan  P sur  le  corps  sont  des  forces 
parallèles  et  de  même  sens,  la  résultante  de  ces  réactions  ne  peut 
pas  passer  en  dehors  de  ce  polygone  : donc,  pour  que  le  corps 
[lésant  soit  en  équilibre  sur  le  plan  P,  dans  la  position  ou  nous  le 
considérons,  il  faut  que  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité 
perce  le  plan  P à l'intérieur  du  polygone  dont  il  s’agit,  et  au- 
quel on  donne  le  nom  do  polygone  d'appui  du  corps  sur  le  plan.  Le 
nombre  des  points  de  contact  A,  B,  C;  D, . . . du  corps  avec  le  plan 
n’ayant  pas  été  particularisé,  ce  qui  vient  d’ètrc  dit  est  évidemment 
applicable  au  cas  où  le  corps  toucherait  le  plan  dans  toute  l’étendue 
d’une  face  plane;  dans  co  cas  le  polygone  d'appui  peut  être  curvi- 
ligne dans  une  partie  ou  dans  la  totalité  do  son  contour. 

Le  corps  pesant  que  nous  considérons  étant  on  équilibre  sur  le 
plan  P qu'il  louche  par  les  points  A,  B,  C,  I),  . . .,  concevons  ([u'on 
vienne  le  tirer  transversalement  vers  le  haut,  de  manière  à le  renver- 
ser sur  le  plan  en  le  faisant  tourner  autour  du  cêté  AB  du  polygone 
d'appui.  Pour  que  ro  mouvement  de  rotation  puisse  se  produire,  il 
faudra  que  la  force  do  traction  appliquée  au  corps  soit  capable  de  faire 
équilibre  au  |H>ids  du  corps,  qui  agit  dans  ce  cas  comme  une  résis- 
tance ; il  faudra  donc  que  le  moment  do  celle  force  de  traction  par 


Digitized  by  Google 


APPRN  MCE. 


60. à 


rapport  à l'axe  A B soit  égal  au  moment  du  poids  du  corps  par  rapport 
au  même  axe,  c'est-à-dire  égal  au  produit  do  ce  poids  pjr  la  distance 
de  AB  au  point  où  le  plan  P est  percé  par  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  corps.  On  voit  par  là  que  le  renversement  du 
corps  sur  le  plan,  par  rotation  autour  d'un  des  côtés  du  polygone 
d’appui  ABDFII,  présente  plus  ou  moins  do  difficulté,  suivant  que 
l'on  considère  tel  ou  tel  côté  de  ce  polygone  : ce  renversement  est 
d'autant  plus  facile  que  le  côté  autour  duquel  on  veut  lo  produire  est 
plus  rapproché  du  point  où  la  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  perce  le  plan  d'appui.  Si  l'on  multiplie  la  distance 
de  ce  ]>oint  au  côté  le  plus  rapproché,  par  le  poids  du  corps,  on  obtient 
ce  qu'on  nomme  le  moment  de  stabilité  du  corps  : c’est  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  avoir  le  moment  de  la  force  de  traction  appliquée 
au  corps,  pour  produire  le  renversement  de  ce  corps  sur  le  plan. 

L'n  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  incliné,  peut  y rester  en  équili- 
lne  comme  sur  un  plan  horizontal , pourvu  que  l'inclinaison  du  plan 
ne  soit  pas  trop  forte.  Dans  ce  cas,  on  peut  considérer  le  corps  comme 
exerçant  toujours  sur  le  plan,  aux  divers  points  par  lesquels  il  le 
louche,  des  actions  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas  dont  la  ré- 
sultante est  égaie  au  poids  du  corps  ; et  de  même  on  peut  regarder 

10  plan  comme  exerçant  sur  le  corps  des  réactions  égales  et  contraires 
aux  actions  dont  on  vient  de  parler.  Il  n'y  a de  différence  avec  ce  qui 
se  passe  lorsque  le  plan  est  horizontal,  qu’en  ce  quo  les  actions  et 
réactions  qui  se  développent  entre  le  corps  et  le  plan , aux  divers 
points  par  lesquels  ils  se  touchent,  sont  obliques  par  rapport  au  plan, 
au  lieu  do  lui  être  perpendiculaires.  On  peut  considérer  de  même  le 
polygone  d'appui  du  corps  avec  le  plan,  et  dire  que,  pour  l’équilibre, 

11  faut  que  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  ren- 
contre le  plan  à l'intérieur  de  ce  polygone  d’appui.  On  peut  égale- 
ment considérer  ce  que  nous  avons  nommé  moment  de  stabilité,  en 
observant  cependant  que,  ce  moment  de  stabilité  étant  le  plus  petit 
des  moments  du  poids  du  corps  par  rapport  aux  divers  côtés  du  poly- 
gone d’appui  ($  103),  sa  valeur  s'obtient  en  prenant  la  dislance  du  point 
où  la  verticale  du  centre  de  gravité  du  corps  perce  le  plan  uu  côté 
qui  est  le  plus  rapproché  de  ce  point,  et  multipliant  cette  distance  par 
la  projection  du  poids  du  corps  sur  une  perpendiculaire  au  plan. 
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Lois  expérimentales  du  frottement  : 1"  a l'instant  du  départ, 
2“  pendant  le  mouvement.  — Expériences  de  Coulomb  relatives  au 
frottement  des  corps. 

Lorsqu’un  corps  pesant  repose  sur  un  plan  horizontal , et  qu'on 
cherche  à le  faire  glisser  sur  ce  plan  , on  éprouve  une  résistance  : il 
existe  entre  le  corps  et  le  plan  une  adhérence  qui  s'oppose  au  glisse- 
ment, et  cetie  adhérence  n'est  vaincue  que  quand  on  applique  au 
corps  une  force  de  traction  suffisamment  grande.  La  résistance  dont 
il  s’agit,  considérée  à l’instant  où  le  corps  commence  à glisser,  cons- 
titue ce  qu’on  nomme  le  frottement  du  corps  sur  le  plan.  Lorsque  le 
corps  que  l’on  considère  a commencé  à glisser  sur  le  plan  qui  le 
supporte , on  a besoin , pour  entretenir  son  mouvement  sans  que  sa 
vitesse  diminue,  de  lui  appliquer  constamment  une  certaine  force  de 
traction  destinée  à vaincre  une  résistance  analogue  à celle  qui  l'em- 
pêchait tout  d’abord  de  se  mettre  en  mouvement  ; celte  nouvelle 
résistance  est  également  désignée  sous  le  nom  de  frottement.  Mais  on 
ne  doit  pas  confondre  ces  deux  frottements  , qui  n'ont  généralement 
pas  la  même  intensité  : on  les  distinguo  en  attribuant  au  premier  le 
nom  spécial  de  frottement  au  départ,  et  au  second  celui  de  frottement 
pendant  le.  mouvement. 

Coulomb  a fait  des  expériences  pour  déterminer  les  lois  du  frotte- 
ment au  départ.  Pour  cela  il  s’est  servi  de  l’appareil  représenté  par  la 


fig.  4 26.  Une  caisse  A , qu’on  chargeait  do  poids  à volonté,  pouvait 
glisser  surdeux  madriers  horizontaux  B , placés  à coté  l'un  de  l'autre  ; 
une  corde  attachée  à la  caisse  passait  dans  la  gorge  d’une  |K>ulie  C, 
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descendait  verticalement , et  se  terminait  par  un  plateau  D.  Apres 
avoir  chargé  la  caisse  A , il  suffisait  de  mettre  des  poids  dans  le 
plateau  D,  en  quantité  convenable  pour  que  le  mouvement  com- 
mençai à se  produire  : les  poids  mis  dans  le  plateau  , augmentés  du 
poids  du  plateau  lui-méme,  étaient  la  mesure  de  la  force  de  traction 
qui  avait  mis  la  caisse  en  mouvement,  et  par  suite  la  mesure  du  frot- 
tement qui  s’opposait  à ce  mouvement.  On  pouvait  faire  varier  à 
volonté  : 1°  la  charge  de  la  caisse  A ; 2*  la  nature  des  surfaces  flot- 
tantes, en  mettant  sur  les  madriers,  et  en  fixant  au-dessous  de  la 
caisse,  les  corps  de  diverses  espèces  qu'on  voulait  soumettre  à l’expé- 
rience; 3*  enfin  la  grandeur  des  surfaces  flottantes,  en  faisant  varier 
l’étendue  de  In  surface  par  laquelle  la  caisse  s’appuyait.  Coulomb  a 
t ouvé  ainsi  que  le  frottement  au  départ  est  : <•  proportionnel  à la 
pression  qui  s'exerce  entre  les  deux  corps  qui  glissent  l’un  sur  l’autre; 
2*  indépendant  de  l’étendue  des  surfaces  flottantes. 

Le  même  appareil  a servi  à Coulomb,  pour  étudier  les  lois  du  frot- 
tement pendant  le  mouvement.  A cet  efTot  il  déterminait  le  glissement 
de  la  caisse  en  mettant  des  poids  en  quantité  convenable  dans  le  pla- 
teau D;  puis  il  observait  la  loi  du  mouvement  produit,  en  évaluant 
les  temps  employés  par  le  plateau  U à descendre  successivement  de 
quantités  égales.  Il  trouva  de  cette  manière  que  le  mouvement  de  la 
caisse  était  toujours  un  mouvement  uniformément  accéléré.  La  force 
qui  détermine  le  mouvement  de  la  caisse  est  le  poids  du  plateau  D et 
de  ce  qu’il  contient  ; mais  celte  force  est  détruite  en  partie  par  le 
frottement  qu’éprouve  la  caisse  en  glissant  : la  portion  restante  de  cette 
force  donne  lieu  à l’accélération  du  mouvement.  Cette  accélération 
étant  constante,  on  en  conclut  que  l'excès  du  |>oidsdu  plateau  D,  avec 
ce  qu’il  contient , sur  le  frottement  de  la  caisse , a toujours  la  même 
valeur  : le  frottement  reste  donc  le  même , pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  D'ailleurs , la  connaissance  de  l’accélération  de  ce  mou- 
vement permet  de  trouver  la  grandeur  du  frottement.  En  effet , soient 
F ce  frottement , P le  poids  de  la  caisse , p le  poids  du  plateau  D 
chargé,  et  T la  tension  de  la  corde  , tension  que  l'on  peut  regarder 
comme  constanledans  toute  sa  longueur;  p — T et  T — F sont  évidem- 
ment les  forces  qui  agissent  sur  la  plateau  et  sur  la  caisse  considérés 
séparément , et  par  consé  juent  on  a , dans  le  mouvement  rectiligne  de 
ces  deux  corps. 
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j étant  l'accélération  : donc , en  ajoutant  ces  deux  relations , puis  ré- 
solvant par  rapport  à F.  on  a 


F = p- 


P + p 


En  opérant  ainsi , et  faisant  varier  les  circonstances  dans  lesquelles 
se  produisait  le  glissement,  comme  lorsqu’il  s'agissait  du  frottement 
au  départ , Coulomb  a reconnu  que  le  frottement  pendant  le  mouve- 
ment est  : t°  proportionnel  à la  pression  P;  î°  indépendant  de  l’éten- 
due des  surfaces  frottantes;  3°  indépendant  de  la  vitesse  du  glisse- 
ment. I.e  frottement  pendant  le  mouvement  est  généralement , toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  plus  faible  (pie  le  frottement  au  départ. 

Soit  ( le  rapport  du  frottement  F à la  pression  P , rapport  qui  ne 
dépend  que  de  la  nature  des  surfaces  frottantes,  soit  qu'il  s'agisse 
du  frottement  au  départ . soit  qu’il  s’agisse  du  frottement  pendant  le 
mouvement.  On  a 

F = fP. 

Ce  rapport  f se  nomme  coefficient  de  frottement.  Pour  un  même  corps, 
glissant  sur  une  même  surface,  on  doit  distinguer  deux  coefficients  de 
frottement , suivant  que  l’on  considère  le  frottement  au  départ  ou  le 
frottement  pendant  le  mouvement  ; d’apres  ce  que  nous  avons  dit , le 
second  est  généralement  plus  petit  que  le  premier. 


Mouvement  uniforme  et  équilibre  d'un  corps  sut  un  plan  incliné, 
en  supposant  ce  corps  uniquement  soumis  à l'action  de  la  pesanteur 
et  au  frottement  du  plan.  — Cas  du  mouvement  uniformément  accé- 
léré. — Équation  du  travail  et  des  forces  vives.  — Portion  du  tra- 
vail absorbée  par  le  frottement. 

Lorsqu’un  corps  pesant  repose  sur  un  plan  incliné  qui  fait  un  angle 
a avec  l’horizon , le  poids  P du  corps  peut  se  décomposer  en  deux 
composantes,  dont  l’une  P cos  a est  normale  au  plan,  et  l’autre  Psin  * 
est  parallèle  au  plan.  La  première  composante  Pcos«  est  la  pression 
que  le  corps  exerce  sur  le  plan;  et  la  seconde  Psin  a tend  à faire 
glisser  le  corps  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Pour 


Digitized  by  Google 


APPENDICE. 


609 

que  cette  dernière  force  puisse  déterminer  le  glissement  du  corps,  il 
faut  qu’elle  ne  soit  pas  plus  petite  que  le  frottement  correspondant  à la 
pression  P cos*  : donc,  si  l'on  a 

Psin*  <f  Pcosa, 

f étant  le  coefficient  du  frottement  au  départ , lo  corps  restera  immo- 
bile sur  le  plan,  malgré  l’inclinaison  de  ce  plan.  L’inégalité  que  nous 
venons  de  poser  revient  à la  suivante 

tang  * < f , 

ou  bien  encore  à 

* < ? , 

en  posant 

f = tang9. 

Cet  angle  <p,  dont  la  tangente  est  égale  à f,  se  nomme  angle  de  frut- 
lement.  Ainsi , pour  qu’un  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  incliné, 
no  glisse  pas  sur  ce  plan  , il  faut  que  l’inclinaison  du  plan  soit  plus 
petite  que  l’angle  de  frottement. 

Si  le  corps  pesant  glisse  sur  le  plan  incliné,  en  descendant  suivant 
la  ligne  de  plus  grande  pente,  le  frottement  qu'il  éprouve  de  la  part 
du  plan  est  [P cos*  , f étant  le  coefficient  do  frottement  pendant  le 
mouvement;  la  force  Psin*  agit  d'ailleurs  dans  le  sens  du  mouve- 
ment ; pour  que  le  mouvement  soit  uniforme,  il  faut  qu’on  ait 

Psin*  = /Pcos*  , 

d’où  l'on  tire 

tang«  = f, 

ou  bien  encore 

*=<? . 

9 étant  déterminé  comme  précédemment.  Ainsi , pour  qu'un  corps 
pesant  glisse  uniformément  sur  un  plan  incliné,  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  il  faut  que  ce  plan  fasse  avec  l’horizon  un 
angle  égal  à l’angle  do  frottement.  On  doit  observer  que  cet  angle  de 
frottement  n’est  pas  le  même  quo  celui  dont  il  a été  question  tout  à 
l’heure  ; il  se  rapporte  au  frottement  pendant  le  mouvement,  tandis 
que  l’autre  se  rapporte  au  frottement  au  départ. 

Si  * est  plus  grand  que  ®,  la  force  P sin*,  qui  agit  dans  le  sens 

39 
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du  mouvement,  est  plus  grande  que  le  frottement  f P cos*,  qui  agit 
en  sens  contraire  ; le  mouvement  s’accélère  donc  sous  l’action  de  la 
force 

Psin*  — f P cos*  , 

et  comme  cette  force  est  constante,  il  s’ensuit  que  le  mouvement  est 
uniformément  accéléré.  La  force  dont  nous  venons  de  donner  t’expres- 

p 

sion  étant  égale  au  produit  de  la  masse  - du  corps  par  l’accélé- 
ration de  son  mouvement,  il  s'ensuit  que  cette  accélération  a pour 
valeur 

g ( sin*  — f cos*). 

Lorsque  le  corps,  parti  sans  vitesse  initiale,  a déjà  parcouru  une 
distance  x sur  le  plan,  on  a,  pour  déterminer  sa  vitesse  v,  la  for- 
mule 

v*  = 2 g (sin*  — /'cos<*)a>. 


Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  la  masse  - du  corps,  on 
aura 


jt)*  = 2P(sin* — f cosa)æ  : 


Cette  équation  indique  que  la  force  vive  - v*  du  corps  est  égale  au 

double  du  travail  de  la  force  qui  lui  est  appliquée,  travail  qui  n’est 
autre  chose  que  l’excès  du  travail  moteur  Psina.x  de  la  pesanteur 
sur  le  travail  résistant  f Pcosa.x  du  frottement.  Le  rapport  du  tra- 
vail /Pcosa.æ,  absorbé  par  le  frottement,  au  travail  total  Psina.x 
do  la  pesanteur,  est  égal  à 


fc  os« 
sin*  ’ 


ou  bien 


tangy 
lang  a ’ 

en  désignant,  comme  précédemment,  par  9 l’angle  de  frottement. 

Frottement  dans  la  poulie  fixe.  — Considérons  une  poulie  tra- 
versée en  son  milieu  par  un  boulon  fixe,  autour  duquel  elle  peut 
tourner.  Pendant  que  celte  poulie  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche  m, 
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fîg.  127,  sous  l’action  de  la  puissance  Pet  de  lu  résistance  Q,  l'ou- 
verture circulaire  dont  elle  est  percée 
touche  le  boulon  en  un  point  A ; ce  boulon 
exerce  en  A,  sur  la  poulie,  une  pression 
normale  N et  un  frottement  tangentiel  fti. 
Le  mouvement  de  la  (toulio  étant  supposé 
uniforme,  les  quatre  forces  P,  0.  N,  fN 
doivent  se  faire  équilibre;  la  résultante 
des  deux  forces  P,  0 doit  donc  être  égale 
et  directement  opposée  à celle  des  deux 
Fig.  îîi.  forees  N,  fS  : soit  R cette  résultante  des 

forces  P,  0-  La  résultante  des  forces  N, 
/N  est  égale  à v,N,  + /"N*;  donc,  déjà  on  doit  avoir 

R = v'N*  + {*  N*  , 

d'où  l'on  tire 


et  par  suite 


N = 


R 

i'T+7*’ 


f N = l< 


f 

v'<+/*' 


Cette  foi  mule  permet  de  trouver  le  frottement  fS,  lorsque  l’on  con- 
naît la  résultante  R des  deux  forces  P,  Q.  Exprimons  en  outre,  que 
la  somme  des  moments  des  quatre  forces,  appliquées  à la  poulie, 
par  rapport  à son  axe  de  figure,  est  égale  à zéro,  nous  trouverons 
ainsi 


(P— ü)r  — R 


f 


v'I  +f* 


o. 


en  désignant  par  r le  rayon  de  la  poulie,  et  par  r le  rayon  de  son 
ouverture  centrale.  Si,  dans  cette  relation,  nous  mettons  à la  place 
de  R sa  valeur  en  fonction  de  P et  Q,  nous  pourrons  en  conclure  le 
rapport  qui  doit  exister  entre  la  puissance  P et  la  résistance  Q.  Nous 
allons  examiner  seulement  deux  cas  particuliers. 

Si  la  force  P agit  parallèlement  à la  direction  de  la  résistance  Q,  et 
dans  le  même  sens,  on  a 

R = P + Q, 

39. 
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el  par  suite  un  en  déduit 

p_  ry-T+T*-! -fr' 

Ü ry/T+r-fr'' 

Si  la  force  P agit  perpendiculairement  à la  direction  de  la  résis- 
tance Q,  on  a 

r = v'F+qT 

En  substituant  dans  l'équation  des  moments,  on  aura  une  équa- 
tion du  second  degré  pour  déterminer  le  rapport  do  P à Q.  Des  deux 
racines  de  cette  équation  du  second  degré,  une  seule  convient  à la 
question  qui  nous  occupe  ; l’autre  s’est  trouvée  introduite  par  le  calcul 
qu'on  a dû  effectuer  pour  faire  disparaître  le  radical  V P1  + Q*  contenu 
dans  le  dernier  terme  ; et  par  conséquent  elle  convient  à une  équation 
analogue  à notre  équation  des  moments,  dans  laquelle  le  dernier 
terme  serait  affecté  du  signe  -f  au  lieu  du  signe  — , c’est  à-dire 
qu'on  devrait  la  prendre  si  le  frottement  agissait  comme  puissance  au 
lieu  d'agir  comme  résistance.  Donc,  c’est  la  plus  grande  des  deux 
racines  de  l'équation  du  second  degré  que  l’on  doit  considérer  ici; 
puisque  le  rapport  de  P à Q est  évidemment  plus  grand,  lorsque  le 
frottement  agit  comme  résistance,  qu’il  ne  serait  si  ce  frottement 
agissait  au  contraire  comme  puissance. 


FIN. 


ERRATA. 


Page  93,  ligne  12,  à la  fin,  au  lieu  de  : J — </«,  lisez  : i v jj  <!*• 
— 118,  — K,  au  lieu  de  : gradation,  lisez  : graduation. 
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